
Lyée Carnot Septembre 2005ECS 4 � MathématiquesA. Troesh Corretion du Devoir Maison no 1 � Révisions, logiqueExerie 1 � Quelques révisionsL'objet de et exerie est d'étudier la fontion F dé�nie sur R par : 8x 2 R; F (x) = Z 10 e�x ln(1+t2) dt:1. Soit x 2 R quelonque �xé. Alors la fontion t 7! e�x ln(1+t2) est ontinue sur [0; 1℄ (omposées de fontionsontinues). Elle est don intégrable sur [0; 1℄, et F est bien dé�nie en x. Ainsi, F est dé�nie sur R.2. (a) F (0) = Z 10 1 dt = 1. On admet que F (1) = �4 .(b) On fait une intégration par parties ave les fontions suivantes dérivables et de dérivées ontinuessur [0; 1℄ (NB : ne pas oublier de rappeler les onditions d'appliation de la formule d'intégration parparties) : 8t 2 [0; 1℄; u(t) = t2 ; u0(t) = 128t 2 [0; 1℄; v(t) = � 11 + t2 ; v0(t) = 2t(1 + t2)2 :Ainsi, en notant I ette intégrale :I = Z 10 t2(1 + t2)2 dt = �� t2 � 11 + t2 �10 + 12 Z 10 dt1 + t2 = �14 + 12F (1):() Exprimons F (1) en fontion de I et de F (2) :F (1) = Z 10 1(1 + t2) dt = Z 10 1 + t2(1 + t2)2 dt = Z 10 1(1 + t2)2 dt+ Z 10 t2(1 + t2)2 dt = F (2) + I:D'après la question préédente, on obtient alors la relation :F (1) = F (2)� 14 + 12F (1); soit : F (2) = 14 + 12F (1):On en déduit la valeur de F (2) : F (2) = 14 + �8 :(d) On adapte le raisonnement préédent. Soit n 2 N� . On exprime In = Z 10 t2(1 + t2)n+1 dt en fontionde F (n) à l'aide d'une intégration par parties portant sur les fontions u et v suivantes, dérivablesde dérivées ontinues sur [0; 1℄ :8t 2 [0; 1℄; u(t) = (�1)n+1 t2n; u0(t) = (�1)n+12n8t 2 [0; 1℄; v(t) = (�1)n(1 + t2)n ; v0(t) = (�1)n+1 � 2nt(1 + t2)n+1 :Ainsi,In = Z 10 t2(1 + t2)n+1 dt = �� t2n � 1(1 + t2)n �10 + 12n Z 10 dt(1 + t2)n = � 1n � 2n+1 + 12nF (n):On exprime ensuite F (n) en fontion de In et F (n+ 1) :F (n) = Z 10 1(1 + t2)n dt = Z 10 1 + t2(1 + t2)n+1 dt = Z 10 1(1 + t2)n+1 dt+Z 10 t2(1 + t2)n+1 dt = F (n+1)+In:1



On obtient don la relationF (n) = F (n+ 1)� 1n � 2n+1 + 12nF (n); soit : F (n+ 1) = 1n � 2n+1 + 2n� 12n F (n):Cette relation permet e�etivement de aluler F (n) de prohe en prohe à partir de F (1) (toutesles expressions sont bien dé�nies si n 2 N� ). Pour répondre de manière omplètement rigoureuse, onpeut faire une démonstration par réurrene sur n 2 N� , l'hypothèse de réurrene étant : � on peutaluler F (n) �.(e) On détermine F (5) grâe aux relations de la question préédente. On détermine pour ela de proheen prohe F (n) pour n 2 f1; 2; 3; 4g :F (1) = �4 (admis)F (2) = 14 + �8F (3) = 116 + 34F (2) = 116 + 316 + 3�32 = 14 + 3�32F (4) = 148 + 56F (3) = 148 + 524 + 5�64 = 1148 + 5�64F (5) = 1128 + 78F (4) = 1128 + 77384 + 35�512 = 80384 + 35�512 = 524 + 35�512 :3. Soit x et x0 deux réels tels que x 6 x0. Alors, pour tout t 2 [0; 1℄,�x ln(1 + t2) > �x0 ln(1 + t2);puisque ln(1 + t2) > 0. L'exponentielle étant roissante, on obtient :8t 2 [0; 1℄; e�x ln(1+t2) > e�x0 ln(1+t2):En intégrant ette inégalité sur [0; 1℄, il vient :Z 10 e�x ln(1+t2) dt > Z 10 e�x0 ln(1+t2) dt soit : F (x) > F (x0):Cela montre la déroissane de F sur R.4. Étude de F quand x tend vers �1(a) Soit x 2 R�� . Soit fx la fontion dé�nie sur [0; 1℄ par fx(t) = e�x ln(1+t2) (remarquez au passage quepour dé�nir une fontion, je ne me ontente pas de dire : � soit f(x) = ::: � qui est une rédationplus que douteuse ; Ne onfondez pas la fontion f et sa valeur f(t) en un point t).La fontion fx est dérivable sur [0; 1℄, et sa dérivée est donnée par :8t 2 [0; 1℄; f 0x(t) = �2xt1 + t2 � e�x ln(1+t2):Remarquez que pour dérire une fontion, par exemple une dérivée, je préise bien pour quelles valeursde la variable je la onsidère, par l'emploi d'un quanti�ateur ; ne parlez pas de f 0(t) sans avoir dite qu'est t !Ainsi, puisque x est négatif, f 0x est positive sur [0; 1℄, don fx est roissante sur [0; 1℄.(b) Il résulte de la question préédente que pour tout t 2 �12 ; 1�, fx(t) > fx�12� : En intégrant etterelation entre 12 et 1, on obtient :Z 112 fx(t) dt > Z 112 fx�12� dt = 12 � fx�12� = 12 � e�x ln 54 :De plus, fx étant positive sur [0; 1℄, on a :F (x) = Z 10 fx(t) dt > Z 112 fx(t) dt > 12e�x ln 54 :2



Puisque ln 54 est stritement positif, limx!�1 e�x ln 54 = +1. D'après le théorème de minoration, Fadmet une limite en �1, et ette limite est +1.() On onsidère x 2 R�� . Alors, en divisant l'ingalité obtenue dans la question préédente par x, onobtient : F (x)x 6 12 � e�x ln 54xD'après les résultats de roissane omparée, l'expression de droite tend vers �1 lorsque x tendvers �1. Ainsi, en utilisant le théorème de majoration des limites, F (x)x admet une limite lorsquex tend vers �1, et ette limite est �1.Graphiquement, ela signi�e qu'à l'in�ni négatif, la tangente est vertiale. En partiulier, il n'y apas de droite asymptote en �1.5. Étude de F quand x tend vers +1(a) On e�etue une étude de la fontion g dé�nie sur [0; 1℄ par :8t 2 [0; 1℄; g(t) = ln(1 + t2)� t22 :En tant que omposée et somme de fontions dérivables, g est dérivable sur [0; 1℄ et :8t 2 [0; 1℄; g0(t) = 2t1 + t2 � t = 2t� t� t31 + t2 = t� t31 + t2 :Or, pour tout t 2 [0; 1℄, t3 6 t, don g0(t) > 0. La fontion g est don roissante sur [0; 1℄. Puisqueg(0) = 0, on en onlut qu'elle est positive sur [0; 1℄, puis que : 8t 2 [0; 1℄, t22 6 ln(1 + t2).(b) Soit x 2 R+ . Puisque �x est négatif, et que l'exponentielle est roissante, l'inégalité de la questionpréédente amène l'inégalité suivante :8t 2 [0; 1℄; e�x ln(1+t2) 6 e� xt22 :Intégrons ette inégalité entre 0 et 1. On obtient, d'après la propriété de roissane de l'intégrale :F (x) 6 Z 10 e� xt22 dt:() Soit x 2 [1;+1[. Soit h la fontion dé�nie sur [0; 1℄ par h(t) = e� xt22 . La fontion h est dérivablesur [0; 1℄, de dérivée : 8t 2 [0; 1℄; h0(t) = �xt � e�xt22 :Ainsi, h0 est négative sur [0; 1℄ et h est déroissante sur [0; 1℄.(d) Désolé pour l'erreur qui empêhait totalement de répondre à la question : il fallait onsidérer 13px ,et non 3px.� D'une part, pour tout t 2 �0; 13px� : 0 6 e� xt22 6 1: Intégrons ette enadrement entre 0 et 13px :0 6 Z 1= 3px0 e�xt22 dt 6 13px:D'après le théorème d'enadrement (théorème des gendarmes), ette intégrale admet une limitelorque x tend vers +1, et : limx!+1 Z 1= 3px0 e� xt22 = 0:
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� D'autre part pour tout t 2 � 13px ; 1�, puisque h est déroissante,0 6 h(t) 6 h� 13px� = e� 3px2 :Intégrons et enadrement entre 13px et 1. On obtient :0 6 Z 11= 3px e� xt22 dt 6 �1� 13px� e� 3px2 6 e� 3px2 :L'expression de droite tendant vers 0 en +1, on onlut enore une fois à l'aide du théorèmed'enadrement que : limx!+1 Z 11= 3px e�xt22 dt = 0:Or, d'après la relation de Chasles,Z 10 e� xt22 dt = Z 1= 3px0 e�xt22 dt+ Z 11= 3px e� xt22 dt:L'intégrale Z 10 e� xt22 dt étant la somme de deux expressions de limite nulle lorsque x tend vers +1,elle est aussi de limite nulle : limx!+1 Z 10 e� xt22 dt = 0On peut en�n onlure que F admet une limite en +1, et que limx!+1F (x) = 0, grâe au théorèmedes gendarmes appliqué à l'enadrement :0 6 F (x) 6 Z 10 e� xt22 dt:Exerie 2 � Négations logiques1. :(((A _ B) =) C) =) (D ^E)) � ((A _ B) =) C) ^ (:D _ :E)2. On a la suession suivante d'assertions équivalentes ::((A =) B)() (A =) :C)) � (:(A =) B))() (A =) :C)� (A ^ :B)() (A =) :C)Il est possible d'obtenir des expressions équivalentes, par exemple en niant A =) :C plut�t que A =) B.3. :(8x 2 E; 9y 2 E; A(x; y) _ B(x)) � 9x 2 E; 8y 2 E; :A(x; y) ^ :B(x) ;4. On a la suession suivante d'assertions équivalentes :(9x 2 E; A(x)) =) (8x 2 E; A(x)) � (8x 2 E; A(x)) ^ :9x 2 E; A(x))� (8x 2 E; A(x)) ^ (8x 2 E; :A(x));5. En l'absene de parenthésage, le quanti�ateur 9x 2 E est en dehors de l'équivalene. Ainsi ::(9x 2 E; A() (9y 2 E; A(x; y) ^B(y))) � 8x 2 E; :(A() (9y 2 E; A(x; y) ^B(y)))� 8x 2 E; (:A)() (9y 2 E; A(x; y) ^ B(y)):Je rappelle que la négation de A() B est A() (:B), ou, de manière équivalente, :A() B. Autantnier de A ou B elui qui est le plus faile à nier !4



6. Essayons d'abord de formaliser l'uniité en n'utilisant que des quanti�ateurs 9 et 8, qu'on sait bien nier.Dire qu'il existe un unique x revient à dire que :� il existe un x ;� il n'en existe par plusieurs, autrement dit, si A(x) = A(y), alors x = y.Ainsi, 9!x; A(x) � (9x; A(x)) ^ (8x8y; (A(x) = A(y)) =) (x = y)).Nions ette expression. On obtient :(8x;:A(x)) _ (9x9y; (x 6= y) ^ (A(x) = A(y))):Exerie 3 � Jeux logiques et mathématiques(extrait de Quel est le titre de e livre ? de R. Smullyan ; voir aussi Le livre qui rend fou du même auteur)1. L'arhipel � À la reherhe de l'île de Maya(a) La première îleA ne peut pas être un Pur, sinon, il dirait vrai, et B serait un Pur. B dirait don la vérité, et Aserait un Pire, d'où une ontradition.Ainsi, A est un Pire. Il ment, et par onséquent, B est un Pire ou e n'est pas l'île de Maya.Supposons maintenant que e soit l'île de Maya. D'après e qui préède, puisque A ment, B est alorsun Pire, et en niant son assertion, soit A est un Pur (e qui n'est pas vrai), soit e n'est pas l'île deMaya. Ainsi, on arrive à une ontradition : e n'est pas l'île de Maya.En passant, on a obtenu que A et B mentent tous les deux, et sont don deux Pires.(b) La deuxième îleA ne peut pas être Pur, sinon son a�rmation serait lairement erronée alors qu'il serait ensé direla vérité. A est don Pire. Nions son a�rmation : soit A et B ne sont pas tous les deux Pires (donB est Pur), soit e n'est pas l'île de Maya.De plus, A disant faux, l'a�rmation de B est fausse, don B est Pire. Il en résulte que e n'est pasl'île de Maya.() La troisième îleSi A est Pur, son a�rmation est vraie, don elle de B aussi. Ainsi B est Pur, e qui ontredit A.Ainsi, A ne peut pas être Pur.A ment don, et par onséquent B aussi. A et B sont don Pires tous les deux. Pour que l'a�rmationde A soit fausse, il faut don que e ne soit pas l'île de Maya.(d) La quatrième îleA ne peut pas être Pur, sinon il dirait la vérité et serait Pire (ontradition �agrante !). A est donPire. Ainsi, soit A et B ne sont pas Pires tous les deux (don B est Pur), soit e n'est pas l'île deMaya.Supposons qu'il s'agisse de l'île de Maya. Alors B est Pur, et dit don la vérité : en partiulier, en'est pas l'île de Maya : ontradition !Don, il ne peut pas s'agir de l'île de Maya. En passant, on a montré que A est Pire et B est Pur.(e) La inquième îlePour la même raison, A est Pire, et soit B est Pur, soit e n'est pas l'île de Maya. Le même raison-nement que préédemment donne que si 'est l'île de Maya, B est Pur et ontredit le fait que 'estl'île de Maya. Ainsi, e n'est pas l'île de Maya. Comme avant A est Pire et B est Pur.(f) La sixième îleSi A est un Pire, alors, en niant son a�rmation, on obtient : B est Pire et e n'est pas l'île de Maya.Dans e as, B étant Pire, A est Pur (ontradition) et e n'est pas l'île de Maya. Ainsi A ne peutpas être Pire. 5



A étant Pur, il dit la vérité. Supposons que e ne soit pas l'île de Maya. Dans e as, B doit êtrePur. L'a�rmation de B est don juste, et omme A n'est pas Pire, 'est l'île de Maya, d'où uneontradition !Ainsi, il s'agit bien ette fois de l'île de Maya. De plus A et B sont Purs tous les deux.(g) La arte de BaalErratum : C dit : A et B ne sont pas deux Pires.E ne peux pas être Pire, ar sinon, la première lause de son a�rmation serait orrete, et il diraitla vérité. Don E est Pur. Ainsi, puisqu'il dit la vérité, C et D sont de même espèe.Si C est Pire, A et B sont tous les deux Pires, et D dit don vrai et est don Pur, e qui ontreditle fait que C et D sont de même espèe.Ainsi, C et D sont Purs. Supposons que A soit Pur. Alors, pour que D dise la vérité, il faut que Bsoit Pur aussi. Ainsi, X et Y sont toutes les deux les bonnes artes, e qui ontredit l'uniité de labonne arte.A est don Pire, et puisque A et B ne sont pas tous les deux Pires, B est Pur, puis Y est la bonnearte.2. L'île de Baal � À la déouverte de la Vérité Vraie(a) Si l'individu est Pire, e qu'il dit est orret, e qui ne peut être. Ainsi, il est Pur. Ce qu'il dit étantvrai, et la première lause étant fausse, la seonde doit être vraie : 'est un singe Pur.(b) L'individu ne peut pas être Pur, ar e qu'il dit serait alors faux. Ainsi, il est Pire. En niant sona�rmation : 'est un Pur (e qui est faux), ou 'est un humain. Ainsi, 'est un humain Pire.() L'individu n'est pas un singe. En e�et, sinon, s'il est Pur, son a�rmation est fausse, et s'il est Pire,son a�rmation est vraie, e qui ne peut être !L'individu est don humain, et e qu'il dit ne peut don qu'être vrai : il est Pur.(d) B est forément Pur, ar s'il était Pire, e qu'il dit serait orret, e qui est impossible. Ainsi, Bétant Pur, il dit vrai, et A est Pire : e qu'il dit est faux. Par onséquent A et B sont deux humains.(e) B ne peut pas être Pur, sinon son a�rmation serait lairement fausse ! Ainsi B est Pire. Ce qu'il ditétant faux, A est Pur. Ainsi A et B sont deux singes.(f) Si B est Pur, alors A aussi, et omme il dit la vérité, B est Pire. D'où la ontradition. Ainsi Best Pire, et par onséquent A aussi. Puisque sa première a�rmation est fausse, alors que B este�etivement Pire, on déduit que B est un humain. Puisque sa seonde assertion est fausse, A estun singe.(g) H exprime une impliation du type P =) Q. Si H est Pire, alors Q est faux et P est vrai (négationd'une impliation). Mais P est lairement faux dans e as, d'où une ontradition. Don H est Pur.Étudions la véraité de l'a�rmation de G. Si C est Pur, alors A et B sont Purs, don X est unebonne porte, et il y en a une autre : Y ou Z. Ainsi, soit X et Y sont deux bonnes portes, soit X et Zsont deux bonnes portes. Par onséquent, soit D soit E dit la vérité, et F dit don vrai. On a montréque si C est Pur, alors F aussi. Ainsi, G dit vrai, et est don Pur.G et H étant Purs, l'a�rmation de H implique que A est Pur, et don X est une bonne porte.Remarquez qu'au �nal, on n'a pas montré que Y ou Z est une autre bonne porte : C et F peuventtous les deux être Pire sans que ela n'amène de ontradition.(h) Le premier prêtre ne peut pas être Pur, sinon il mentirait. Ainsi, il est Pire. Ce qu'il dit est faux. Lapremière assertion étant vraie (il est Pire), on en onlut qu'il sait pourquoi il y a quelque hose aulieu de rien. Au moins le premier prêtre onnaît la réponse.(i) La réponse ! Attention, il pourrait aussi s'agir du deuxième prêtre. Cependant, si le deuxièmeprêtre onnaît la réponse, alors il ment, et il est don Pire. Dans tous les as (que seul le premierprêtre onnaisse la réponse, ou que les deux la onnaissent), le prêtre répondant à la question est unPire. Ainsi, sa réponse est fausse. La vrai réponse est don : � il n'y a rien �. Ainsi, le monde n'estqu'illusion ! On a le droit d'être d'aord ou pas ave ette onlusion !6


