
Lyée Carnot Janvier 2006ECS 4 � MathématiquesA. Troesh Corretion du Devoir Maison no 12 �Étude de la desendane d'un individuPartie préliminaireSoit f la fontion dé�nie pour tout x 2 [0; 1℄ par f(x) = e�(x�1), et soit (xn)n2N la suite dé�nie par x0 = 0 etla relation de réurrene : 8n 2 N; xn+1 = f(xn):1. (a) La fontion g est dérivable sur R et :8x 2 R; g0(x) = (�x+ 1)e�x:Ainsi, g0 est roissante sur ℄�1; 1℄ et déroissante sur [1;+1[. Elle admet don un maximum en 1,égal à g(1) = 1e . De plus, limx!+1 = 0 et limx!�1 = �1, et par ailleurs f(0) = 0. Ainsi, on obtient legraphe suivant :
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(b) Soit h la fontion dé�nie pour tout x 2 [0; 1℄ par h(x) = f(x) � x = e�(x�1) � x. La fontion h estdérivable sur [0; 1℄ et : 8x 2 [0; 1℄; h0(x) = �e�(x�1) � 1:Ainsi, h0(x) > 0 si et seulement si �e�(x�1) > 1 don si et seulement si x � 1 > 1� ln 1� don si etseulement si x > 1� ln�� .Or, d'après la question préédente, pour tout � 2 R, �e�� 6 1e . Ainsi :8x 2 [0; 1℄; h0(x) 6 e�xe � 1Ainsi, on obtient le tableau de variations suivant :xh0(x)h(x) �1 +11� ln��� ++1 +11� (1 + ln�) � 11



On onstate maintenant que h(1) = 0. Ainsi, le minimum de h est négatif. Il est stritement négatif si� 6= 1. Ainsi, dans e as, h admet deux raines dans R, d'après le théorème de la bijetion appliquéeune première fois sur l'intervalle ℄�1; 1� ln�� [ et une deuxième fois sur ℄1� ln�� [. Une de es rainesest 1, don dans [0; 1℄. Déterminons à quelle ondition la seonde raine est aussi élément de [0; 1℄.C'est le as si le minimum de h est atteint en une valeur plus petite que 1 et que h(0) > 0, don si� > 1, la ondition sur h(0) étant toujours véri�ée puisque h(0) = 1e . Ainsi :� si � > 1, h admet deux raines dans [0; 1℄,� si � 6 1, h n'admet qu'une raine, égale à 1.On désigne désormais par ` la plus petite solution dans [0; 1℄ de l'équation f(x) = x2. La fontion f est stritement roissante sur l'intervalle stable R+ . De plus u1 = e�� > u0. Soit n 2 N,supposons que un�1 < un. Alors, en appliquant la fontion f stritement roissante, f(un�1) < f(un),don un < un+1. Par onséquent, d'après le prinipe de réurrene, pour tout n 2 N, un < un+1, et(un)n2N est don stritement roissante.De plus u0 < `. Soit n tel que un < `. Alors, f étant stritement roissante, un+1 = f(un) < f(`) = `.Ainsi, d'après le prinipe de réurrene, pour tout n 2 N, un < `.Par onséquent, (un)n2N est stritement roissante et majorée, don onvergente. De plus, en passant à lalimite dans la relation de réurrene, du fait que f est ontinue (à ne pas oublier !), elle onverge vers unpoint �xe de f . Si � = 1, il n'y a qu'un point �xe, `, don f tend vers `. Sinon, soit `0 le deuxième point�xe. Par dé�nition, `0 > `. Alors, pour tout n 2 N, `0 � un > `0 � ` > 0, don (jun � `0j)n2N ne onvergepas vers 0. Ainsi, limn!+1un = `.3. Soit � > 0 Par dé�nition des limites, il existe n� 2 N; 8n > n�; `� � < xn < `+ �, don en partiulier` < xn + �. De plus, (xn) étant stritement roissante de limite `, pour tout n 2 N, xn < `. Ainsi pourtout n > n�, xn < ` < xn + �:Si ` = 1, l'expression à démontrer ensuite n'a pas de sens (ou plut�t est toujours véri�ée, le quanti�ateurportant sur un ensemble vide).Supposons maintenant que ` < 1, et soit � 2℄0; 1 � `[. Alors pour tout n > na, ` < un + � < 1. Surl'intervalle ℄`; 1[, h est stritement négative, don8n > n�; h(xn + �) < 0; soit: f(xn + �)� (xn + �) < 0:4. On prend � = 10�6. Tant que xn + � 6 `, on a f(xn + �) > xn + �. Ainsi, dès que l'on obtientf(xn+�) < xn+� (et d'après la question préédente, ela va �nir par être le as), on a : un < ` < un+�.Ainsi, un donnera une valeur approhée à 10�6. Pour être rigoureux, à ause des erreurs d'arrondi, pourêtre sûr d'obtenir à l'a�hage une valeur approhée à 10�6 de `, il faudrait prendre � un peu plus petit ;on néglige ette erreur.On érit un programme en Pasal.program dm13;onst alpha=0.000001;var lambda,y:real;funtion f(x:real):real;beginf:=exp(lambda*(x-1));end; 2



beginwriteln('Entrez la valeur de lambda: ');readln(lambda);if lambda<0thenwrite('Valeur erronée');elseif lambda <=1thenwriteln{'La valeur exate de l est 1'}elsebeginu:=0;repeatu:=f(u);y:=u+alpha;untilf(y)-y<0;writeln('Une valeur approhée à 10^-6 de l est: ',u);end;end.On trouve ` = 0:203188 si � = 2 ; ` = 0:059520 si � = 3 ; ` = 0:006977 si � = 5.D'autre part, si � 6 1, on a déjà vu que ` = 1.Partie I � Nombre moyen de desendants1. (a) Par dé�nition, X1 = X , don X1 ,! P(�). On donne l'expression de la loi :X1(
) = N et 8k 2 N; P (X1 = k) = e�� � �kk! :(b) Soit n 2 N� et p 2 N. Alors, si [Xn = p℄ est réalisé, alors Xn+1 est égal à la somme du nombre dedesendants de première génération de haun des p desendants de n-ième génération. Ainsi, 'estpar hypothèse la somme de p variables mutuellement indépendantes suivant toutes la même loi queX : (Xn+1 j Xn = p) = Y1 + � � �+ Yp;où les Yi, i 2 [[1; p℄℄, sont mutuellement indépendantes, et où pour tout i 2 [[1; p℄℄, Yi ,! P(�). Parstabilité des lois de Poisson, on en déduit que(Xn+1 j Xn = p) ,! P(p�) soit: 8k 2 N; P (Xn+1 = k j Xn = p) = ep� � (p�)kk! :2. Nombre moyen de desendants à la n-ième génération d'un individu(a) Il faudrait rajouter une question dans l'énoné : la justi�ation de la onvergene de ette série GY ,pour toute variable aléatoire Y . Collons-nous y.Soit Y une variable aléatoire. Tout d'abord, la série dé�nissant GY est à termes positifs, pour toutx 2 [0; 1℄. D'autre part : 8x 2 [0; 1℄; 0 6 P (Y = k)xk 6 P (Y = k);3



et par dé�nition d'une variable aléatoire,PP (Y = k) onverge, de somme égale à 1. Ainsi, d'aprèsle théorème de omparaison des séries à termes positifs, PP (Y = k)xk onverge.Calulons GX . C'est la série génératrie de la loi de Poisson :8x 2 [0; 1℄; GX (x) = +1Xk=0P (X = k)xk = +1Xk=0 e�� (�x)kk! = e��e�x = e�(x�1):Soit n 2 N� . On en déduit une relation de réurrene entre GXn+1 et GXn , en utilisant la loi ondi-tionnelle trouvée préédemment. D'apèrs la formule des probabilités totales appliquée au systèmeomplet ([Xn = p℄)p2N, on a :8k 2 N; P (Xn+1 = k) = +1Xp=0P (Xn+1 = k j Xn = p)P (Xn = p)= +1Xp=0 e�p � (�p)kk! P (Xn = p)On en déduit l'expression de la série génératrie de Xn+1 :8x 2 [0; 1℄; GXn+1(x) = +1Xk=0P (Xn+1 = k)xk = +1Xk=0 +1Xp=0 e�p � (�p)kk! P (Xn = p)xk:Comme ette série est absolument onvergente (elle onverge d'après e qu'on a fait préédemment,et elle est à termes positifs), on peut inverser les deux sommes, et :8x 2 [0; 1℄; GXn+1(x) = +1Xp=0 +1Xk=0 e�p � (�p)kk! P (Xn = p)xk:= +1Xp=0P (Xn = p)e�p +1Xk=0 (�px)kk! = +1Xp=0P (Xn = p)e�pe�px= +1Xp=0P (Xn = p)(e�(x�1))p = GXn(e�(x�1)) = GXn ÆGX(x):(b) On admet que la série dé�nissant GY est dérivable terme à terme sur [0; 1℄. Alors, étant donné n 2 N :8x 2 [0; 1℄; G0Xn = +1Xk=0 kP (Xn = k)xk�1 don: E(Xn) = G0Xn(1):De même, E(Xn+1) = G0Xn+1(1). Or, la relation de la question préédente entreGXn etGXn+1 permetde trouver une relation sur leur dérivée. La dérivabilité n'étant pas à justi�er d'après l'énoné, onobtient : 8x 2 [0; 1℄; G0Xn+1(x) = G0X(x)G0Xn ÆGX (x) = �e�(x�1)G0Xn(e�(x�1)):En partiulier : E(Xn+1) = G0Xn+1(1) = �G0Xn(1) = �E(Xn):() On déduit de la question préédente que (E(Xn))n2N� est une suite géométrique de raison �, don :8n 2 N� ; E(Xn) = �n�1E(X1) = �n�1� = �n:Ainsi :� si � < 1, limn!+1E(Xn) = 0 (la desendane a tendane à s'éteindre),� si � = 1, limn!+1E(Xn) = 1 (la population est stable),� si � > 1, limn!+1E(Xn) = +1 (la desendane s'aroît de manière exponentielle).4



Partie II � De la probabilité d'extintion de la desendane d'un individuJe rétablis la numérotation orrete des questions ; vous ferez la bijetion.1. (a) u1 est la probabilité que la desendane s'éteigne à la première génération, don que l'individu n'aipas d'enfants. Don : u1 = P (X1 = 0) = e�� = f(0) = f(u0):(b) Supposons que l'individu a exatement k enfants. Notons Y1; : : : ; Yk le nombre d'enfants de haunde es enfants. Par hypothèse, pour tout i 2 [[1; k℄℄, Yi ,! P(�), et es variables sont indépendantes,par onséquent :P (X2 = 0 j X1 = k) = P (Y1 = 0; Y2 = 0; : : : ; Yk = 0) = P (Y1 = 0) � � �P (Yk = 0) = (e��)k = e��k:On en déduit la valeur de u2 à l'aide de la formule des probabilités totales appliquée au sysèmeomplet ([X1 = k℄)k2N :u2 = P (X2 = 0) = +1Xk=0P (X2 = 0 j X1 = k)P (X1 = k) = +1Xk=0 e�ke���kk!= e�� +1Xk=0 (�e�)kk! = e��e�e� = e�(e��1) = f(e�) = f(u1):2. Soit n 2 N et k 2 N. Alors, si on suppose que l'individu a k enfant et qu'on note Y1; : : : ; Yk le nombre dedesendants de n-ième génération de haun de es enfants, les variables Yi sont mutuellement indépen-dantes et suivent la même loi que Xn. Ainsi :P (Xn+1 = 0 j X1 = k) = P (Y1 = 0; : : : ; Yk = 0) = P (Y1 = 0) � � �P (Yk = 0) = P (Xn = 0)k = ukn:Alors, d'après la formule des probabilités totales appliquée au système omplet ([X1 = k℄)k2N, on obtient :un+1 = P (Xn+1 = 0) = +1Xk=0P (Xn+1 = 0 j X1 = k)P (X1 = k) = +1Xk=0 ukne�� � �kk! = e��e�un = f(un):Remarquez qu'on n'a pas besoin de raisonnements aussi ompliqués pour parvenir à e résultat. Ene�et, pour tout n 2 N� , P (Xn = 0) = GXn(0). Or, d'après la relation de réurrene trouvée pour GXn , etd'après la valeur de GX , pour tout n 2 N� , GXn = fn, où la puissane fn désigne la omposition itéréede n fontions égales à f . Ainsi,8n 2 N� ; un+1 = fn+1(0) = f(fn(0)) = f(un):Cela me semble un peu plus rapide et plus élégant (mais ça, 'est une appréiation personnelle).3. La probabilité d'extintion de la desendane est la probabilité de l'union des événements [Xn = 0℄, n :2N� . Ces événements formant une suite roissante, on obtient, d'après la propriété des limites monotones :P  +1[n=1[Xn = 0℄! = limn!+1P (Xn = 0) = limn!+1un = `;où ` est la limite déterminée dans la partie 1. Ainsi, si on note p� la probabilité d'extintion :� p5 ' 0:006977 ;� p3 ' 0:059520 ;� p2 ' 0:203188 ;� si � 6 1, p� = 1 (la desendane s'éteint presque sûrement).5



Partie III � Du nombre moyen de générations de la desendane d'un individu1. (a) L'événement [D > n℄ est réalisé si et seulement si l'individu a des desendants de n+1-ième génération(la desendane ne s'arrête pas lors d'une génération 1 à n), don si [Xn+1 6= 0℄. Ainsi,P (D > n) = P (Xn+1 6= 0) = 1� P (Xn+1 = 0) = 1� un+1:Ainsi :P (D = n) = P ([D > n� 1℄ n [D > n℄) = P (D > n� 1)� P (D > n)= 1� un � 1 + un+1 = un+1 � un:(b) Ainsi, pour tout n 2 N� ,nXk=0 kP (D = k) = nXk=0(kuk+1�kuk) = n+1Xk=1(k�1)uk� nXk=0 kuk = nXk=1�uk+nun+1 = Sn+n(un+1�1):() Pour montrer que D est une variable aléatoire, il faut véri�er que la somme des probabilités est 1.Or, 8n 2 N ; nXk=0P (D = k) = nXk=0 uk+1 � uk = un+1 � u0 = un+1:Ainsi, d'après la partie 1, la série onverge, et : +1Xk=0P (D = k) = `:Par onséquent, D est une variable aléatoire si et seulement si ` = 1, don si � 6 1.2. On suppose dans ette question que � = 1.(a) On dé�nit (vn)n2N et (wn)n2N par :8n 2 N; vn = 1� un et 8n 2 N ; wn = 1vn :Puisque � = 1, on a limn!+1un = 1, don limn!+1 vn = 0. De plus, pour tout n 2 N,vn+1 = 1� un+1 = 1� f(un) = 1� f(1� vn) = g(vn); où g : x 7! 1� e�x:Par onséquent, 8n 2 N ; wn+1 � wn = 1g(vn) � 1vn :De plus, ontournons un argument de développement limité à l'aide de la série exponentielle :8n 2 N ; 1� e�vn = � +1Xk=1 (�vn)kk! = vn � v2n2 + v3n +1Xk=3 (�vn)k�3k! !Or, pour tout n 2 N , jvnj 6 1, don�����+1Xk=3 (�vn)k�3k! ����� 6 +1Xk=3 vk�3nk! 6 +1Xk=3 1k! 6 +1Xk=0 1k! 6 e:On en déduit que 1� evn = vn � v2n2 +O(v3n). Par onséquent,1vn+1 = 11� evn = 1vn � 11� vn2 +O(v2n) :Ainsi, 1vn+1 � 1vn = 1vn ��1� vn2 +O(v2n)��1 � 1� :6



Comme � vn2 +O(v2n) tend vers 0 lorsque n tend vers 0, on onnaît un équivalent de ette expressionde la forme (1� an)� � 1 : wn+1 � wn �+1 1vn �vn2 �O(v2n)� �+1 12 :Ainsi, limn!+1wn+1 � wn = 12 . Ouf !(b) Enore une question déliate. Il faut utiliser ii le théorème de Cesaro, qui n'est pas expliitementau programme :Soit (an)n2N� tel que limn!+1 an = `, et soit pour tout n 2 N� , bn = a1 + � � �+ ann . Alors (bn)n2N�admet une limite, égale à `.Démontrons pour ommener e résultat dans le as où ` = 0. Alors, soit " > 0. Il existe N 2 N telque pour tout n > N , janj < ". Soit une telle valeur de N . Alors pour tout n > N ,jbnj = ����u1 + � � �+ unn ���� 6 ju1 + � � �+ uN j+ juN+1j+ � � �+ junjn < ju1 + � � �+ uN jn + (n�N)"n :Or, limn!+1 ju1 + � � �+ uN jn = 0 et limn!+1 (n�N)"n = ". Ainsi, par dé�nition des limites, il existeN 0 > N tel que pour tout n > N 0,ju1 + � � �+ uN jn < " et (n�N)"n < 2" = "+ ":Ainsi, pour tout n > N 0, jbnj < 3". On en déduit que (bn)n2N� onverge vers 0.Étudions maintenant le as général. On dé�nit pour tout n 2 N� , a0n = an � `. Alors limn!+1 a0n = 0et par onséquent,limn!+1 a01 + � � �+ a0nn = 0 soit: limn!+1 a1 + � � �+ an � n`n = 0:Ainsi : limn!+1 a1 + � � �+ ann = `.On applique le théorème de Cesaro à la suite (wn � wn�1)n2N� . Ainsi :12 = limn!+1 1n nXk=1wk � wk�1 = limn!+1 wn � w0n = limn!+1 wnn :Ainsi, wn �+1 n2 , don 1� un = vn �+1 2n .() P 2n diverge, et est à termes positifs. D'après la règle des équivalents, P(1 � un) diverge. Ainsi,d'après la question 1b, D n'admet pas d'espérane.3. On suppose dans ette question que � < 1.(a) f est dérivable sur R et 8x 2 R, f 0(x) = �e�(x�1). On a don :8x 2 [0; 1℄; jf 0(x)j 6 �:Ainsi, pour tout n 2 N ,jf(1)� f(un)j 6 ����Z 1un f 0(x) dx���� 6 Z 1un jf 0(x)j dx 6 Z 1un � dx = �(1� un):Pr onséquent, 8n 2 N; 1� un+1 6 �(1� un):Il en résulte, par une réurrene immédiate, que :8n 2 N; 1� un 6 �n(1� u0) = �n:7



(b) Ainsi, P 1� un et P�n étant à termes positifs, et P�n étant onvergente, le théorème de ompa-raison des séries à termes positifs amène la onvergene deP 1�un. Cela prouve la onvergene dela suite (Sn)n2N.La majoration de 1� un donne également une majoration de jS � Snj :8n 2 N ; jS � Snj = ����� +1Xk=n+1 1� uk����� 6 +1Xk=n+1 j1� ukj 6 +1Xk=n+1�k = �n+11� �:() Pour tout n 2 N , jn(un+1 � 1)j 6 n�n 6 enln�+lnn. Comme ln� < 0, ette expression tend vers 0lorsque n tend vers +1 (roissanes omparées). Ainsi,limn!+1n(un+1 � 1) = 0:On déduit, des questions 1b et 3b, que la suite � nPk=0 kP (D = k)� admet une limite. Ainsi, la sérieP kP (D = k) est onvergente, et omme elle est à termes positifs, elle est absolument onvergente.Cela prouve l'existene de l'espérane de D.(d) D'après la question 3b, pour tout n 2 N, l'expression de la question 1b donne une valeur approhéede E(D) ave une marge d'erreur de �n+11� � . On obtient don une ondition d'arrêt. On s'arrête dèsque �n+11� � < 10�6, don n + 1 > ln((1� �)10�6)ln� . Cela donne une ondition d'arrêt expliite (ononnaît à l'avane le rang d'arrêt), on peut don utiliser une boule for.Je me ontente d'érire une fontion, en supposant que la fontion f a été délarée telle que plushaut. Je fais rentrer lambda en paramètre de la fontion. Cette fontion renvoie la valeur approhéereherhée. Ainsi :funtion esperane(lambda: real):real;var k,n:integer;u,S:real;beginS:=1u:=0n:=trun(ln(0.000001*(1-lambda))/ln(lambda));for k:=1 to n dobeginu:= f(u);S:=S+1-u;end;esperane:= S+n*(f(u)-1);end;En faisant tourner e programme on obtient� E(D) = 0:740535 si � = 12 ;� E(D) = 1:622358 si � = 34 ;� E(D) = 2:997454 si � = 910 ,modulo les erreurs eventuelles d'arrondi que j'ai négligé (pour en tenir ompte, il faudrait faire lesaluls ave une préision plus importante, pour se laisser une marge d'erreur).Nous donnons les valeurs de n orrespondantes :� si � = 12 , n = 20 ;� si � = 34 , n = 52 ;� si � = 910 , n = 152. 8


