
Lyée Carnot Février 2006ECS 4 � MathématiquesA. Troesh Devoir Maison no 14Problème 1 � Où l'on retrouve un dénommé ThebyhevPartie I � Polyn�mes de Thebyhev de première espèeSoit (Tn)n2N la suite de polyn�mes dé�nie par :T0 = 1 T1 = X 8n 2 N; Tn+2 = 2XTn+1 � Tn:1. (a) On montre par réurrene sur n que Tn est un polyn�me et que son degré est n.L'initialisation pour n = 0 et n = 1 est immédiate. Soit n 2 n 2 N tel que Tn et Tn+1 soient deuxpolyn�mes de degrés n et n+1. Alors 2XTn+1 est un polyn�me de degré n+2, et Tn est un polyn�mede degré n. En les soustrayant, on obtient bien un polyn�me, et son degré est le maximum des deuxdegrés, puisque es deux degrés sont distints. Ainsi, Pn+2 est un polyn�me de degré n+ 2.D'après le prinipe de réurrene, Tn est pour tout n 2 N un polyn�me de degré n.Montrons par réurrene sur n 2 N, que pour tout n 2 N , Tn est de la même parité que l'entier n.C'est vrai pour T0 et T1. Soit n 2 N tel que Tn et Tn+1 soient respetivement de la même paritéque n et n + 1. Alors Tn est de la même parité que n+ 2, et 2XTn+1 est de parité opposée à ellede n+ 1, 'est-à-dire de même parité que n+ 2. Leur di�érene Tn+2 est don de même parité quen+ 2.D'après le prinipe de réurrene, on en déduit que pour tout n 2 N , Tn est de même parité que n.Soit pour tout n 2 N , an le oe�ient dominant de Pn. Alors, a0 = 1, a1 = 1, et l'identi�ation desmon�mes de degré n+1 dans la relation de réurrene donne an+2 = 2an+1 pour tout n > 0. Ainsi,pour tout n > 1, an = 2n�1.Notons pour tout n 2 N , un = Pn(1). La suite (un)n2N est dérite par la relation de réurrenesuivante : u0 = 1; u1 = 1; 8n > 1; un+1 = 2un � un�1:Une réurrene immédiate donne : un = 1 pour tout n 2 N.De même, soit, pour tout n 2 N , vn = Pn(�1). Alors, (vn)n2N véri�e :v0 = 1; v1 = �1; 8n > 1; un+1 = �2un � un�1:Soit on voit diretement que pour tout n 2 N , vn = (�1)n (à démontrer par réurrene), soit onutilise l'équation aratéristique de ette relation de réurrene : Q(X) = X2 + 2X + 1 = (X + 1)2.Ainsi, �1 est raine double du polyn�me aratéristique. On en déduit que les solutions sont de laforme : 8n 2 N ; vn = (�n+ �)(�1)n:Les onditions initiales donnent : � = 1 et �(�+�) = �1. Finalement, pour tout n 2 N , vn = (�1)n.Déterminer son degré de Tn, sa parité et son oe�ient dominant, ainsi que les valeurs de Tn(1) etTn(�1).(b) On montre par réurrene d'ordre 2 sur n 2 N que : 8n 2 N ; P(n) : � 8� 2 R; Tn(os(�)) = os(n�): �P(0) : 8� 2 R; T0(os(�)) = 1 = os(0 � �)P(1) : 8� 2 R; T1(os(�)) = os(�) = os(1 � �).Soit n 2 N tel que P(n) et P(n+ 1) soient vrais. Alors, pour tout � 2 R :Tn+2(os(�)) = 2 os(�)Tn+1(os(�))� Tn(os(�)) = 2 os(�) os((n+ 1)�)� os(n�)= os((n+ 2)�) + os(n�)� os(n�) = os((n+ 2)�):D'après le prinipe de réurrene, on en déduit que pour tout n 2 N , P(n) est vraie.1



() Soit n 2 n 2 N et � 2 R. D'après la question 1b et la formule de Moivre, on a :Tn(os(�)) = os(n�) = Re(os(n�) + i sin(n�)) = Re((os � + i sin �)n):Ave la formule du bin�me de Newton, on obtient alors :Tn(os(�)) = Re(os(�) + i sin(�))n = Re nXk=0�nk� os(�)n�k sin(�)k ik! :Le terme ik est réel si k est pair et imaginaire pur si k est impair. Ainsi, la partie réelle de etteexpression est obtenue en ne onservant que les termes d'indie pair de la somme :Tn(os(�)) = E(n2 )X̀=0 �n2`� os(�)n�2` sin(�)2`(�1)` = E(n2 )X̀=0 �n2`�(�1)` os(�)n�2`(1� os2(�))`= E(n2 )X̀=0 �n2`� os(�)n�2`(os2(�)� 1)`:Soit maintenant pour tout n 2 N le polyn�me Sn(X) = E(n2 )Pk=0 � n2k�Xn�2k(X2 � 1)k: Ainsi, pour toutn 2 n 2 N , les polyn�mes Sn et Tn oïnident sur tout x pouvant s'érire sous la forme x = os �,'est à dire sur [�1; 1℄. Cela signi�e que pour tout n 2 N , [�1; 1℄ est inlus dans l'ensemble des rainesdu polyn�me Sn � Tn. Ce polyn�me admet don une in�nité de raines, et est don nul. Ainsi :8n 2 N ; Tn = Sn = E(n2 )Xk=0 � n2k�Xn�2k(X2 � 1)k = E(n2 )Xk=0 (�1)k� n2k�Xn�2k(1�X2)k:Cette méthode qu'on a utilisée pour identi�er Sn et Tn est très importante. Retenez-la !(d) Pour tout n 2 N , et tout � 2℄0; �[,(Tn(os �))0 = � sin �T 0n(os �); et (Tn(os �))0 = (os(n�))0 = �n sin(n�):Ainsi, puisque sin � est non nul pour tout � 2℄0; �[,T 0n(os �) = n sin(n�)sin � :Soit n 2 N � Pour tout � 2℄0; �[, on a : sin �T 0n(os �) = n sin(n�):Dérivons ette expression par rapport à � : pour tout � 2℄0; �[,� sin2 �T 00n (os �) + os �T 0n(os �) = n2 os(n�) = n2Tn(os �):Ainsi, on obtient :8� 2℄0; �[; (1� os2 �)T 00n (os �)� os �T 0n(os �) + n2Tn(os �) = 0Soit Pn le polyn�me P = (1�X2)T 00n �XT 0n + n2Tn = 0. Alors, pour tout � 2℄0; �[, Pn(os �) = 0,et don, pour tout x 2℄�1; 1[, Pn(x) = 0. Ainsi, le polyn�me Pn admet une in�nité de raines. C'estdon le polyn�me nul. On en déduit :8n 2 N ; (1�X2)T 00n �XT 0n + n2Tn = 0:2. (a) Soit n 2 N� . D'après la question 1b, pour tout � 2 R, Tn(os �) = os(n�): Les raines de Tn dans[�1; 1℄ sont de la forme r = os �, pour une valeur de � dans [0; �℄, le osinus étant une bijetion de[0; �℄ sur [�1; 1℄. Une telle valeur r est raine si et seulement si os(n�) = 0, don si et seulement sin� � �2 mod �, don si et seulement s'il existe k 2 N tel que :n� = �2 + k�; puis: � = �2n + k�n :2



Ne prendre que les représentants dans [0; �℄ revient à ne prendre que les valeurs de k dans [[0; n� 1℄℄.Ainsi, l'ensemble des raines de Tn dans [�1; 1℄ est :�os� �2n + k�n � ; k 2 [[0; n� 1℄℄� = �os� (2k + 1)�2n + k�n � ; k 2 [[0; n� 1℄℄� :Le osinus étant injetif sur [0; �℄, toutes les raines ainsi dérites sont deux à deux distintes. On adon n raines du polyn�me Tn, de degré n. On les a don toutes.(b) On rappelle que le oe�ient dominant de Tn est 2n�1. De plus, Tn admettant n raines (réelles),il est sindé dans R. Par onséquent, il admet même déomposition en fateurs irrédutibles dansC [X ℄ et dans R[X ℄ : 8n 2 N� ; Tn = 2n�1 n�1Yk=0�X � os� (2k + 1)�2n �� :() À une onstante près, il s'agit de Tn(0). Plus préisément, pour tout n 2 N� :n�1Yk=0 os� (2k + 1)�2n � = (�1)n2n�1 Tn(0):Or, la suite (Tn(0)n2N) véri�e la relation de réurrene :T0(0) = 1; T1(0) = 0; 8n 2 N ; Tn+2(0) = �Tn(0):Ainsi, si n est impair, Tn(0) = 0, et si n est pair, alors Tn(0) = (�1)n2 . Par onséquent :8n 2 N� ; n�1Yk=0 os� (2n+ 1)�2n � = ( 0 si n est impair(�1)n22n�1 si n est pair.3. On pose, pour tout n 2 N� , Tn = nPk=0 an;kXk.(a) Pour tout n 2 N� , an;n est le oe�ient dominant de Pn, don an;n = 2n�1.Pour tout n 2 N� , Tn est de même parité que n, don le oe�ient de son mon�me de degré n� 1est nul. Ainsi, an;n�1 = 0.(b) D'après les règles de dérivation, on a, pour tout n > 2 :T 0n = nXk=1 an;kkXk�1 = nXk=0 an;kkXk�1T 00n = nXk=2 an;kk(k � 1)Xk�2 = nXk=0 an;kk(k � 1)Xk�2:Ainsi, l'équation di�érentielle de la question 1d se réérit :0 = nXk=2 an;kk(k � 1)Xk�2 � nXk=0 an;kk(k � 1)Xk � nXk=0 an;kkXk + nXk=0 n2an;kXk= n�2Xk=0 an;k+2(k + 2)(k + 1)Xk � nXk=0 an;kk(k � 1)Xk � nXk=0 an;kkXk + nXk=0 n2an;kXk= n�2Xk=0 �an;k+2(k + 2)(k + 1)� an;kk(k � 1)� an;kk + n2an;k�Xk + 2n�1(�n(n� 1)� n+ n2)Xn= n�2Xk=0 �an;k+2(k + 2)(k + 1) + (n2 � k2)an;k�Xk:Un polyn�me étant nul si et seulement si tous ses oe�ients sont nuls (prinipe d'identi�ation desoe�ients), on obtient la relation suivante :8n > 2; 8k 2 [[0; n� 2℄℄; an;k+2(k + 2)(k + 1) + (n� k)(n+ k)an;k:3



() Soit n > 2. Alors pour tout k 2 [[0; E �n+12 �� 1℄℄, an;n�(2k+1) = 0, puisque Tn et n ont même parité.Il su�t don de déterminer les oe�ients an;n�2k pour tout k 2 [[0; E �n2 �℄℄.Pour k = 0, on sait déjà que : an;n = 2n�1. De plus, la relation de réurrene de la question préédentedonne (ave k = n� 2) : an;n�2 = �2n�1 � n(n� 1)2(2n� 2) :En l'appliquant une deuxième fois ave k = n� 4 (si n > 4) :an;n�4 = 2n�1 � n(n� 1)(n� 2)(n� 3)2 � 4 � � � (2n� 2)(2n� 4) :En appliquant itérativement ette relation de réurrene, on obtient don, pour tout k 2 [[1; E(n2 )℄℄,an;n�2k = (�1)k � 2n�1 � n(n� 1) � � � (n� 2k + 1)2 � 4 � � � 2k � (2n� 2)(2n� 4) � � � (2n� 2k) ;formule qu'il faufrait démontrer par une réurrene (immédiate) pour plus de rigueur. Simpli�onsun peu ette expression. Pour tout k 2 [[1; E(n2 )℄℄ :an;n�2k = (�1)k � 2n�1 � n!(n� k � 1)!(n� 2k)! � 2kk! � 2k(n� 1)! = (�1)k � 2n�2k�1 � n(n� k)!(n� k)(n� 2k)!k! = (�1)k�2n�2k�1� nn� k ��n� kk �:Cette expression est aussi valable pour k = 0. On obtient don, pour tout n > 2 (et on n'a pas besoinde distinguer suivant la parité de n) :Tn = E(n2 )Xk=0 (�1)k � 2n�2k�1 � nn� k � �n� kk �Xn�2k:Remarquez que si n est pair, on retrouve le terme onstant, 'est-à-dire Tn(0), alulé plus haut, enonsidérant k = E �n2 � = n2 : an;0 = (�1)n2 � 12 � nn=2 = (�1)n2 :Cette véri�ation on�rme nos aluls.Remarquez que l'expression trouvée pour Tn reste valable pour n = 1, mais pas pour n = 0.Partie II � Polyn�mes de Thebyhev de deuxième espèeSoit (Un)n2N la suite de polyn�mes dé�nie par :U0 = 1; U1 = 2X; 8n 2 N ; Un+2 = 2XUn+1 � Un:1. Montrons par réurrene d'ordre 2 sur n 2 n 2 N que Un est un polyn�me de degré n, de oe�ientdominant 2n.C'est le as pour U0 et U1.Soit n 2 n 2 N tel que e soit le as pour Un et Un+1. Alors Un+2 est un polyn�me en tant que sommede deux polyn�mes, etdeg 2XUn+1 = n+ 2 et degUn = n; don: degUn+2 = max(n+ 2; n) = n+ 2;('est une égalité ar les deux degrés trouvés sont di�érents). De plus, ette étude montre que le mon�medominant de Un+2 provient du mon�me dominant de Un+1. Le oe�ient dominant de Un+1 étant 2n+1d'après l'hypothèse de réurrene, elui de Un+2 est don 2 � 2n+1 = 2n+2.D'après le prinipe de réurrene, on en déduit que pour tout n 2 N , Un est un polyn�me de degré n deoe�ient dominant 2n. 4



2. On montre par réurrene d'ordre 2 sur n 2 N que :8n 2 N ; P(n) : � 8� 2 R; sin � � Un(os �) = sin((n+ 1)�) �:P(0) : 8� 2 R; sin �U0(os �) = sin � = sin((0 + 1)�):P(1) : 8� 2 R; sin �U1(os �) = 2 sin � os � = sin(2�):Soit n 2 N tel que P(n) et P(n+ 1) soient vrais. Alors :sin �Un+2(os �) = 2 sin � os �Un+1(os �)� sin �Un(os �)= 2 os(�) sin((n+ 2)�)� sin((n+ 1)�)= sin((n+ 3)�) + sin((n+ 1)�)� sin((n+ 1)�)= sin((n+ 3)�):D'après le prinipe de réurrene, P(n) est don vrai pour tout n 2 n 2 N .3. Soit n 2 N . D'après la question I-1d, pour tout �in℄0; �[,T 0n+1(os �) = (n+ 1) sin((n+ 1)�)sin � = (n+ 1)Un(os �):Ainsi, T 0n+1 et (n+1)Un sont deux polyn�mes oïnidant sur une in�nité de valeurs, ils sont don égaux :T 0n+1 = (n+ 1)Un.4. En déduire pour tout n 2 N :(a) On a, pour tout n 2 N :Tn+1 = E(n+12 )Xk=0 (�1)k � 2n�2k � n+ 1n+ 1� k � �n+ 1� kk �Xn+1�2k;don : T 0n+1 = E(n2 )Xk=0 (�1)k � 2n�2k � (n+ 1)(n+ 1� 2k)n+ 1� k � �n+ 1� kk �Xn�2k= (n+ 1)E(n2 )Xk=1 (�1)k � 2n�2k ��n� kk �Xn�2k:Remarquez que la modi�ation de l'indie supérieur de la somme permet de se débarasser du termeonstant dans la dérivation lorsque n est pair, mais de garder tous les termes lorsque n est impair(il n'y a pas de terme onstant dans e as). On obtient don �nalement, pour tout n 2 N :Un = E(n2 )Xk=1 (�1)k � 2n�2k � �n� kk �Xn�2k:(b) Soit n 2 N . Alors, (n+1)Un = T 0n+1, (n+1)U 0n = T 00n+1 et (n+1)U 00n = T 000n+1. Dérivons don l'équationdi�érentielle satisfaite par Tn+1, on obtient :(1�X2)T 000n+1 � 2XT 00n+1 �XT 00n+1 � T 0n+1 + (n+ 1)2T 0n+1 = 0;soit: (1�X2)T 000n+1 � 3XT 00n+1 + n(n+ 2)T 0n+1 = 0:Ainsi, Un satisfait la relation :(1�X2)U 00n � 3XU 0n + n(n+ 2)Un = 0:
5



5. On herhe dans un premier temps les raines omprises dans l'intervalle ℄ � 1; 1[, 'est-à-dire s'érivantsous la forme os �, pour une valeur de � 2℄0; �[. Pour es valeurs de �, sin � 6= 0, don os � est raine deUn si et seulement si sin((n+ 1)�) = 0, don ssi :9k 2 N; (n+ 1)� = k� soit: 9k 2 N; � = k�n+ 1 :Pour se restreindre aux représentants dans ℄0; �[, on se retreint à k 2 [[1; n℄℄. Ainsi, l'ensemble des rainesde Un omprises dans ℄� 1; 1[ est : �os� k�n+ 1� ; k 2 [[1; n℄℄� :Le osinus étant injetif sur ℄0; �[, es raines sont deux à deux distintes. On a don n raines distintesd'un polyn�me de degré n, et par onséquent, e sont toutes les raines de Un.Problème 2 � Calul de os �171. On exploite une remarque du ours, en utilisant les exponentielles omplexes. Ainsi :n�1Xk=0 os(b+ kh) = Re n�1Xk=0 ei(b+kh)! = Re ei b � n�1Xk=0(ei h)k! = Re�ei b � 1� einh1� eih �= Re ei b � ei nh2ei h2 � e� i nh2 � ei nh2e� i h2 � ei h2 ! = Re ei(b+(n�1) h2 ) � sin nh2sin h2 != sin nh2 os �b+ (n� 1)h2 �sin h2 :2. On dé�nit deux réels x et y par :� x = os 3a+ os 5a+ os 7a+ os 11ay = osa+ os 9a+ os 13a+ os 15a:(a) On a, d'après la question 1 :x+ y = 7Xk=0 os(a+ 2ak) = sin 8a os 8asin a = sin 16a2 sina :Or, 17a = �, don sin 16a = sin(� � a) = sin a. Ainsi, omme sina 6= 0, x+ y = 12 .(b) On fone dans les aluls tête baissée, ela vaut mieux que de tergiverser.xy = (os 3a+ os 5a+ os 7a+ os 11a) � (osa+ os 9a+ os 13a+ os 15a)= os 3a osa+ os 3a os 9a+ os 3a os 13a+ os 3a os 15a+ os 5a osa+ os 5a os 9a+ os 5a os 13a+ os 5a os 15a+ os 7a osa+ os 7a os 9a+ os 7a os 13a+ os 7a os 15a+ os 11a osa+ os 11a os9a+ os 11a os 13a+ os 11a os 15a= 12� os 2a+ os 4a+ os 6a+ os 12a+ os 16a+ os 10a+ os 18a+ os 12a+ os 6a+ os 4a+ os 14a+ os 4a+ os 18a+ os 8a+ os 20a+ os 10a+ os 8a+ os 6a+ os 16a+ os 2a+ os 20a+ os 6a+ os 22a+ os 8a+ os 12a+ os 10a+ os 20a+ os 2a+ os 24a+ os 2a+ os 26a+ os 4a�= 12� os 2a+ os 4a+ os 6a� os 5a� osa� os 7a� osa� os 5a+ os 6a+ os 4a� os 3a+ os 4a� osa+ os 8a� os 3a� os 7a+ os 8a+ os 6a� osa+ os 2a� os 3a+ os 6a� os 5a+ os 8a� os 5a� os 7a� os 3a+ os 2a� os 7a+ os 2a+ os 8a+ os 4a�= 12 (�4 osa+ 4 os2a� 4 os 3a+ 4 os4a� 4 os 5a+ 4 os 6a� 4 os 7a+ 4 os8a)= �2(osa� os 2a+ os 3a� os 4a+ os 5a� os 6a+ os 7a� os 8a)6



On a utilisé le fait que 17a = �, don pour tout k 2 N, os ka = � os(17� k)a = � os(17 + k)a.Finalement, e n'est pas si monstrueux que ela, si on s'y prend soigneusement.() On utilise à nouveau la question 1. Pour avoir un signe qui alterné, au lieu de se ontenter d'ajoutera à haque fois, on ajoute a+ �. Ainsi :xy = �2 7Xk=0 os(a+ k(a+ �)) = sin 4(a+ �) os �a+ 7a+�2 �sin a+�2 = �2 � sin 4a os � 9a2 � �2 �os a2= �2 � sin 4a sin � 9a2 �os a2 = �os ��a2 �� os 17a2os a2 = �1;ar os 17a2 = os �2 = 0.(d) On en déduit que x et y sont raines du polyn�me X2 � 12 � 1.(e) On ompare en fait x et y à 0 :x = os 3a+ os 5a+ os 7a� os 4a:Or, toutes es valeurs sont dans [0; �2 ℄ = [0; 17a2 ℄, et le osinus est positif et déroissant sur etintervalle. Ainsi, os 3a� os 4a 6 0, etx > os 5a+ os 7a > 0:De même, on obtient, pour y, puisque 4a 6 �3 ,y = osa� os 8a� os 4a� os 2a 6 1� os 8a� 12 � 12 6 0:Ainsi, y 6 0 6 x.(f) Le disriminant de X2 � 12 � 1 est � = 174 , et omme y 6 x,x = 1 +p174 et y = 1�p174 :3. On dé�nit quatre réels z, t, u et v par :8>><>>: z = os 3a+ os 5at = os 7a+ os 11au = osa+ os 13av = os 9a+ os 15a(a) La méthode est la même et les aluls moins fastidieux :zt = (os 3a+ os 5a)(os 7a+ os 11a)= os 3a os 7a+ os 3a os 11a+ os 5a os 7a+ os 5a os 11a= 12� os 10a+ os 4a+ os 14a+ os 8a+ os 12a+ os 2a+ os 16a+ os 6a�= �12� osa� os 2a+ os 3a� os 4a+ os 5a� os 6a+ os 7a� os 8a) = xy4 = �14 :De la même manière :uv = (osa+ os 13a)(os 9a+ os 15a)= osa os 9a+ osa os 15a+ os 13a os 9a+ os 13a os 15a= 12� os 10a+ os 8a+ os 14a+ os 16a+ os 4a+ os 22a+ os 2a+ os 28a�= �12� osa� os 2a+ os 3a� os 4a+ os 5a� os 6a+ os 7a� os 8a) = xy4 = �14 :7



(b) On a zt = � 14 et z+ t = x = 1+p174 . Ainsi, z et t sont raines du polyn�me P1 = X2� 1+p174 �X� 14 .On a uv = � 14 et u+v = x = 1�p174 . Ainsi, u et v sont raines du polyn�me P2 = X2� 1�p174 �X� 14 .() Les réels 3a et 5a sont dans [0; �2 ℄, don z = os 3a+ os 5a > 0.De plus, t = os 7a+os 11a = os 7a�os 5a, et 7a et 5a sont dans [0; �2 ℄, et le osinus est déroissantsur et intervalle. Don t 6 0. Ainsi, t 6 z.Le disriminant de P1 est � = 18 + 2p1716 + 1 = 17 +p178 . Ainsi :z = 1 +p178 + p17 +p174p2 et t = 1 +p178 � p17 +p174p2 :Les réels 9a et 15a sont dans [�2 ; �℄, don v = os 9a+ os 15a 6 0.De plus, u = osa+ os 13a = osa� os 4a, et a et 4a sont dans [0; �2 ℄, et le osinus est déroissantsur et intervalle. Don u > 0. Ainsi, v 6 u.Le disriminant de P2 est � = 18� 2p1716 + 1 = 17�p178 . Ainsi :u = 1�p178 + p17�p174p2 et v = 1�p178 � p17�p174p2 :4. (a) Un dernier e�ort :osa os 13a = 12(os 12a+ os 14a) = �12(os 3a+ os 5a) = �z2 = �1 +p1716 � p17 +p178p2(b) De plus, osa+ os 13a = u = 1�p178 + p17�p174p2 .Les réels osa et os 13a sont don raines du polyn�me :P = X2 � 1�p178 + p17�p174p2 !X � 1 +p1716 + p17 +p178p2 ! :Comme osa > 0 et os 13a 6 0, osa est la plus grande raine de e polyn�me. Calulons ledisriminant de P :� =  1 +p1716 + p17 +p178p2 !2 + 1 +p174 + p17 +p172p2= 18� 2p1764 + 17�p1732 + (1�p17)p17�p1716p2 + p1 +p174 + p17 +p172p2= 17 + 3p1716 + (1�p17)p17�p1716p2 + p17 +p172p2 :On obtient don �nalement (et on en est �er) :os �17 = 1�p1716 + p17�p178p2 + 18s17 + 3p17 + 1�p17p2 q17�p17 + 4p2q17 +p17:
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