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ECS 4 — Mathématiques
A. TROESCH

Devoir Maison n° 14

Probléme 1 — Ou 'on retrouve un dénommé Tchebychev

Partie I — Polynémes de Tchebychev de premiére espéce

Soit (T),)nen la suite de polyndomes définie par :

1.

(a)

TO =1 Tl =X Vn € N, Tn+2 = 2XTn+1 — Tn

On montre par récurrence sur n que T}, est un polynéme et que son degré est n.

L’initialisation pour n = 0 et n = 1 est immédiate. Soit n € n € N tel que T}, et T}, 1 soient deux
polynomes de degrés n et n+1. Alors 2X 7,41 est un polynome de degré n+2, et T}, est un polyndéme
de degré n. En les soustrayant, on obtient bien un polynome, et son degré est le maximum des deux
degrés, puisque ces deux degrés sont distincts. Ainsi, Py, est un polynome de degré n + 2.
D’aprés le principe de récurrence, T, est pour tout n € N un polynome de degré n.

Montrons par récurrence sur n € N, que pour tout n € N, T}, est de la méme parité que 'entier n.
C’est vrai pour Ty et T1. Soit n € N tel que T,, et T,,41 soient respectivement de la méme parité
que n et n+ 1. Alors T, est de la méme parité que n + 2, et 2X 7,11 est de parité opposée a celle
de n + 1, c’est-a-dire de méme parité que n + 2. Leur différence T}, 12 est donc de méme parité que
n+ 2.

D’aprés le principe de récurrence, on en déduit que pour tout n € N, T, est de méme parité que n.

Soit pour tout n € N, a,, le coefficient dominant de P,. Alors, ag = 1, a; = 1, et 'identification des
monomes de degré n + 1 dans la relation de récurrence donne a,,42 = 2a,+1 pour tout n > 0. Ainsi,
pour tout n > 1, a,, = 2"~

Notons pour tout n € N, u,, = P,(1). La suite (u,)nen est décrite par la relation de récurrence
suivante :
ug = 1, up =1, Vn 2 1ups1r = 2up — Up—1-

Une récurrence immédiate donne : u,, = 1 pour tout n € N.
De meéme, soit, pour tout n € N, v, = P,(—1). Alors, (v, )nen vérifie :
v = 1, v = —1, V2> 1, upr1 = —2up — Up—1.

Soit on voit directement que pour tout n € N, v,, = (—=1)" (& démontrer par récurrence), soit on
utilise 1’équation caractéristique de cette relation de récurrence : Q(X) = X2 +2X +1 = (X +1)2.
Ainsi, —1 est racine double du polynoéme caractéristique. On en déduit que les solutions sont de la
forme :

VneN, v, =(n+u)(-1)"
Les conditions initiales donnent : 4 = 1 et —(A+p) = —1. Finalement, pour tout n € N, v, = (—1)™.
Déterminer son degré de T, sa parité et son coefficient dominant, ainsi que les valeurs de T},(1) et
T,(-1).
On montre par récurrence d’ordre 2 surn € Nque:Vn € N, P(n) : «V8 € R, T),(cos(#)) = cos(nb).»
P(0) : V8 € R, To(cos(f)) =1 =cos(0-6)
P(1) : V0 € R, Ti(cos(#)) = cos(f) = cos(1 - 0).
Soit n € N tel que P(n) et P(n + 1) soient vrais. Alors, pour tout § € R :

Ti2(cos(#)) = 2cos(0)Thr1(cos(0)) — Tr(cos(8)) = 2cos(f) cos((n + 1)0) — cos(nh)
= cos((n + 2)8) + cos(nd) — cos(nd) = cos((n + 2)6).

D’apreés le principe de récurrence, on en déduit que pour tout n € N, P(n) est vraie.



()

Soit n € n € N et 8 € R. D’aprés la question 1b et la formule de Moivre, on a :
Ty (cos(#)) = cos(nf) = Re(cos(nd) +isin(nd)) = Re((cos@ +isind)™).
Avec la formule du binéme de Newton, on obtient alors :
Ty (cos(#)) = Re(cos(f) +isin(f))" = Re (Z <Z> cos(6)" ¥ sin(6)* ik> .
k=0

Le terme i* est réel si k est pair et imaginaire pur si k est impair. Ainsi, la partie réelle de cette
expression est obtenue en ne conservant que les termes d’indice pair de la somme :

) E(%)

B

3

Ty (cos(8)) = ) cos(8)" ™ sin(9)2(~1)" = ) (=) cos(6)"(1 — cos?(9))"
COS 2 <2€> COS S 2 <2€> COS COS
B(3) -
= <2€> cos(8)" % (cos?(8) — 1)%.
£=0
B(3

Soit maintenant pour tout n € N le polynoéme S, (X) = > (5;) X" 2*(X? — 1)*. Ainsi, pour tout

n € n € N, les polynémes S, et T, coincident sur tout :U_pouvant s’écrire sous la forme z = cos#f,
c’est & dire sur [—1, 1]. Cela signifie que pour tout n € N, [—1, 1] est inclus dans ’ensemble des racines
du polynome S,, — T},. Ce polyndéme admet donc une infinité de racines, et est donc nul. Ainsi :

E(3) E(%)

VneN, Ty=S,= Y <n>X”2’“(X2 b= S -k (;ﬂ) Xn2h(] - x2)k,

2k
k=0 k=0
Cette méthode qu’on a utilisée pour identifier S,, et T}, est trés importante. Retenez-la!

Pour tout n € N, et tout 6 €]0, 7|,
(T (cosh)) = —sin 0T} (cosb), et (T (cos )" = (cos(nh)) = —nsin(nh).
Ainsi, puisque sin § est non nul pour tout § €]0, 7|,

n sin(nf)
T! )= ————=
n(cos6) sin
Soit n € N- Pour tout 6 €]0,7[, on a : sin 87T, (cos #) = nsin(nh).
Dérivons cette expression par rapport a 6 : pour tout 6 €]0, 7|,

—sin? 9T (cos 0) + cos T (cos §) = n” cos(nb) = n*T),(cosh).
Ainsi, on obtient :
V6 €]0,x[, (1—cos®B)T(cos®) — cosOT (cosf) + n>T,(cosf) = 0

Soit P, le polynéme P = (1 — X?)T — XT}, + n®T,, = 0. Alors, pour tout 6 €]0, [, P,(cos#) =0,
et donc, pour tout €] —1, 1], P,(z) = 0. Ainsi, le polynéme P,, admet une infinité de racines. C’est
donc le polynéme nul. On en déduit :

vneN, (1-X*T) — XT) +n*T, = 0.

Soit n € N*. D’apreés la question 1b, pour tout § € R, T},(cosf) = cos(nf). Les racines de T, dans
[-1,1] sont de la forme r = cos#, pour une valeur de 6 dans [0, 7], le cosinus étant une bijection de
[0, 7] sur [—1,1]. Une telle valeur r est racine si et seulement si cos(nf) = 0, donc si et seulement si

nt = % mod , donc si et seulement s’il existe k € N tel que :

T T km

n9=§—|—k7r, puis: 0=—+—.



Ne prendre que les représentants dans [0, 7] revient a ne prendre que les valeurs de k dans [0,n —1].
Ainsi, ensemble des racines de T;, dans [—1,1] est :

{cos<%+l%r>, ke[[O,n—l]]}:{cos (% k;j) k € [o, n—l]]}

Le cosinus étant injectif sur [0, 7], toutes les racines ainsi décrites sont deux & deux distinctes. On a
donc n racines du polynéme T),, de degré n. On les a donc toutes.

(b) On rappelle que le coefficient dominant de T}, est 2"~!. De plus, T}, admettant n racines (réelles),
il est scindé dans R. Par conséquent, il admet méme décomposition en facteurs irréductibles dans

C[X] et dans R[X] :
n—1
* __9n—1 _ (2k + ]_)71’
Vne N, T,=2 H(X cos( o .
k=0
(c) A une constante prés, il s’agit de T,(0). Plus précisément, pour tout n € N* :

’ﬁcos <(2k+ 1)7r> _ (—1)nTn(0)'

2n
k=0

Or, la suite (T},(0)pen) vérifie la relation de récurrence :
TO(O) = 17 Tl (0) = 07 Vn € NaTn+2(0) = _Tn(o)

Ainsi, si n est impair, 7,,(0) = 0, et si n est pair, alors 7,,(0) = (=1)%. Par conséquent :

n—1 . . .
2 1 0 si n est impair
Vi € N, HCOS'(M):{(DE p

—1)2 . )
k=0 2n 5= Sin est pair.

n
3. On pose, pour tout n € N*, T}, = 3 a, p X*.
k=0

(a) Pour tout n € N*, ay, , est le coefficient dominant de P, donc ay, ,, = 2"71.
Pour tout n € N*, T}, est de méme parité que n, donc le coefficient de son monoéme de degré n — 1
est nul. Ainsi, a,,,—1 = 0.

(b) D’apreés les régles de dérivation, on a, pour tout n > 2 :

n n
= ankkXF = an kXF!
k=1 k=0

n n
Ty = anik(k—1D)X*2 =" appk(k — 1) X" 2
k=2 k=0

Ainsi, I’équation différentielle de la question 1d se réécrit :

0=">anik(k—1)X*2 - Z an kk(k — )XY =3 " an sk X* + > n’a, X"
k=2 = k=0 k=0

n—2

= anpsa(k +2)(k+1)X Zankk -1)X ’“—iamka’“nLinZan,kX’“
k=0 — —

n—2

= Z (ank+2(k+2)(k + 1) — anrk(k — 1) — an ik + n’an ) X* + 2" (—n(n — 1) —n +n?) X"
k=0
n—2

= (anps2(k+2)(k+ 1) + (n* = k*)an 1) X*.
k=0

Un polynoéme étant nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls (principe d’identification des
coefficients), on obtient la relation suivante :

Vn>=2, Vke[0,n—2], apit2(k+2)(k+1)+(n—Fk)(n+k)a,k.



(c) Soit n > 2. Alors pour tout k € [0, E (%52) — 1], ap n—(2k+1) = 0, puisque T}, et n ont méme parité.
1 suffit donc de déterminer les coefficients ay ,,—2x pour tout k € [0, E (%)].
Pour k = 0, on sait déja que : a,, , = 2" 1. De plus, la relation de récurrence de la question précédente
donne (avec k =n —2) :

-2t n(n—1)
2(2n - 2)

En lappliquant une deuxiéme fois avec k=n —4 (sin > 4) :

np,n—2 =

2" Lnn —1)(n—2)(n—3)
2-4---2n—-2)(2n —4)

Un,n—4 =

En appliquant itérativement cette relation de récurrence, on obtient donc, pour tout k € [1, E(3)],

(=DF-2nL.pn—1)---(n—2k+1)
2.4 2k (2n—2)(2n—4) - (2n - 2k)’

n,n—2k =

formule qu’il faufrait démontrer par une récurrence (immeédiate) pour plus de rigueur. Simplifions
un peu cette expression. Pour tout k € [1, E(§)] :

(~D¥ -2 onl(n =k =1 (=1)k- 2721 n(n — k)l wow 1 n (n—h
T 7 ey Ry 77 R A m( k >

Cette expression est aussi valable pour & = 0. On obtient donc, pour tout n > 2 (et on n’a pas besoin
de distinguer suivant la parité de n) :

. —k .
Tn _ -1 k 2n72k71 . n A n anzlc.
Z (=1) n—k k

Remarquez que si n est pair, on retrouve le terme constant, c’est-a-dire 7,,(0), calculé plus haut, en
considérant k = E (%) = 2

no=(—1)% -

Cette vérification confirme nos calculs.

Remarquez que 'expression trouvée pour 7, reste valable pour n = 1, mais pas pour n = 0.

Partie IT — Polynémes de Tchebychev de deuxiéme espéce

Soit (U,)nen la suite de polynomes définie par :
UO = ]., Ul = 2X, Vn € N, Un+2 = 2XUn+1 — Un

1. Montrons par récurrence d’ordre 2 sur n € n € N que U,, est un polynéome de degré n, de coefficient
dominant 2™.

C’est le cas pour Ug et Uy.

Soit n € n € N tel que ce soit le cas pour U, et Up41. Alors Up4o est un polyndme en tant que somme
de deux polynoémes, et

deg2XUpy1 =n+2 et degU,, = n, donc: degUypy2 = max(n +2,n) =n + 2,

(c’est une égalité car les deux degrés trouvés sont différents). De plus, cette étude montre que le monome
dominant de U, provient du monéme dominant de U, ;. Le coefficient dominant de U, étant 2711
d’aprés ’hypothése de récurrence, celui de U, ;o est donc 2 - 271 = 2142,

D’apres le principe de récurrence, on en déduit que pour tout n € N, U, est un polynome de degré n de
coefficient dominant 2.



2. On montre par récurrence d’ordre 2 sur n € N que :
VneN, P(n):«V8eR, sinf-Upy,(cos@) =sin((n + 1)8) ».
P(0) : V8 € R, sinfUp(cosf) = sinf = sin((0 + 1)6).

P(1) : V8 € R, sinfU;(cosf) = 2sinf cosd = sin(20).
Soit n € N tel que P(n) et P(n + 1) soient vrais. Alors :

sin OU,,42(cos ) = 2sin 6 cos QU441 (cos ) — sin U, (cos 9)

= 2cos(f) sin((n + 2)0) — sin((n + 1)0)
sin((n + 3)6) + sin((n + 1)#) — sin((n + 1)0)
=sin((n + 3)0).

D’aprés le principe de récurrence, P(n) est donc vrai pour tout n € n € N.

3. Soit n € N. D’aprés la question I-1d, pour tout #in]0, 7,

(n+1)sin((n + 1)6)
sin @

T, ,(cosf) = = (n+ 1)Uy, (cosb).

Ainsi, T}, et (n+1)U, sont deux polynomes coincidant sur une infinité de valeurs, ils sont donc égaux :
Tp1 = (n+1)Un.
4. En déduire pour tout n € N :
(a) On a, pour tout n € N :

BeE) +1 +1-k
_ _1\k _on—-2k T [ - n+1-2k
Tntr = kg (=1)%-2 n+1—k < k )X ’
donc :
“0) m+(n+1-2k) (n+1-k
TTIH»l — (_l)k . 2n—2k . . Xn_2k

— n+1—-k k

5(%) .
=(n+1) > (-1k-2n2k. ( L >X”2’“.

k=1

Remarquez que la modification de l'indice supérieur de la somme permet de se débarasser du terme
constant dans la dérivation lorsque n est pair, mais de garder tous les termes lorsque n est impair
(il n’y a pas de terme constant dans ce cas). On obtient donc finalement, pour tout n € N :

. —k .
= _1)k . gn—2k (T -2k
U=y () ("2

b) Soit n € N. Alors, (n+1)U,, =T, {, (n+1)U! =T , et (n+1)U" = T"" ,. Dérivons donc I’équation
n+1 n n+1 n n+1
différentielle satisfaite par 7,41, on obtient :

(1-XHT), —2XT) . — XTI, =T, 4+ (n+1)°T,,, =0,

soit: (1= X*) Ty —3XT)  +n(n+2)Th,, =0.

Ainsi, U, satisfait la relation :

(1 - XU} - 3XU} +n(n+2)U, = 0.



5. On cherche dans un premier temps les racines comprises dans 'intervalle | — 1, 1], c’est-a-dire s’écrivant
sous la forme cos#, pour une valeur de 6 €]0, 7[. Pour ces valeurs de 6, sinf # 0, donc cos est racine de
U, si et seulement si sin((n + 1)#) = 0, donc ssi :

km
n+1’

dkeN, (n+1)0=knm soit: dkeN, 6=

Pour se restreindre aux représentants dans |0, 7[, on se retreint & k € [1,n]. Ainsi, 'ensemble des racines

de U,, comprises dans | — 1, 1] est :
km
— ), kel .
{cos <n+1> , kel ,n]]}

Le cosinus étant injectif sur |0, 7|, ces racines sont deux & deux distinctes. On a donc n racines distinctes
d’un polynome de degré n, et par conséquent, ce sont toutes les racines de U,.

Probléme 2 — Calcul de cos %

1. On exploite une remarque du cours, en utilisant les exponentielles complexes. Ainsi :

n—1 n—1 .
. . . l_elnh

i(b+kh) | _ i ihyk ) _ ib
E cos(b+ kh) = (E ell )-Re(e E (e )) Re(e 1_eih>

k=0 k=0

i nh _inh i nh h

. el 2 e 13 —el2 . h sin &

=Re el —— — — | =Re l(o+(n-13) ,Zl
2 e 12 —el2 sin =

2

el
sm—cos( n—l%)

2. On définit deux réels x ety par :

T = cos3a + cos da + cos Ta + cos 11a
Yy = cosa + cos 9a + cos 13a + cos 15a.

(a) On a, d’aprés la question 1 :

7
TH+y= Zcos(a-l-?ak) =
k=0

sin8a cos8a _ sin 16a

sina ~ 2sina’
Or, 17a = 7, donc sin 16a = sin(r — a) = sina. Ainsi, comme sina # 0, z +y = %
(b) On fonce dans les calculs téte baissée, cela vaut mieux que de tergiverser.

xy = (cos 3a + cos 5a + cos Ta + cos 11a) - (cosa + cos 9a + cos 13a + cos 15a)
= cos 3a cos a + cos 3a cos 9a + cos 3a cos 13a + cos 3a cos 15a + cos Ha cos a + cos da cos 9a
+ cos Ha cos 13a + cos Ha cos 15a + cos Ta cos a + cos 7a cos 9a + cos 7a cos 13a + cos 7a cos 15a

+ cosllacosa + cosllacos9a + cos1lacos13a + cos1lacos1da
1
= > ( cos 2a + cos4a + cos 6a + cos 12a + cos 16a + cos 10a + cos 18a + cos 12a + cos 6a + cos 4a

+ cos 14a + cos 4a + cos 18a + cos 8a + cos 20a + cos 10a + cos 8a + cos 6a + cos 16a + cos 2a
+ cos 20a + cos 6a + cos 22a + cos 8a + cos 12a + cos 10a + cos 20a + cos 2a + cos 24a + cos 2a

+ cos 26a + cos 4a)

1
= §(cos2a+cos4a+cosGa—cos5a—cosa—cos7a—cosa—cos5a+0056a+cos4a—cos3a
+ cos4a — cosa + cos8a — cos 3a — cos 7a + cos 8a + cos b6a — cos a + cos 2a — cos 3a + cos b6a

— cos da + cos8a — cos ba — cos 7Ta — cos 3a + cos 2a — cos 7a + cos 2a + cos 8a + cos 4a)

1
2 (—4cosa + 4cos2a — 4 cos3a + 4 cosda — 4 cosba + 4 cosb6a — 4 cos Ta + 4 cos 8a)

= —2(cosa — cos 2a + cos 3a — cos 4a + cos ba — cos 6a + cos 7Ta — cos 8a)



On a utilisé le fait que 17a = 7, donc pour tout k € N, coska = — cos(17 — k)a = — cos(17 + k)a.

Finalement, ce n’est pas si monstrueux que cela, si on s’y prend soigneusement.

(c) On utilise & nouveau la question 1. Pour avoir un signe qui alterné, au lieu de se contenter d’ajouter
a a chaque fois, on ajoute a + . Ainsi :

7 . .
sind(a + ) cos (a + 74T sindacos (% — T
my:—22cos(a—|—k(a—|—7r)): ( ) a+£r 2 ) - _9. (a2 2)
k=0 SIHT COSE
_ . sin 4a sin (97“) _ _cos (—%) —COS% _ 1
)
cos g cos 5
car COS% =cos§ =0.

s . - 2_ 1
(d) On en déduit que z et y sont racines du polynéme X* — 5 — 1.

(e) On compare en fait x et y 4 0 :
2 = cos 3a + cos da + cos Ta — cos 4a.

Or, toutes ces valeurs sont dans [0, 5] = [0, 1;—“], et le cosinus est positif et décroissant sur cet
intervalle. Ainsi, cos3a — cos4a < 0, et

x > cosda + cos 7a > 0.

De méme, on obtient, pour y, puisque 4a < 7,

y = cosa — cos8a — cos4a — cos2a < 1 — cos8a —

Ainsi, y <0< 2.

f) Le discriminant de X? — 1 — 1 est A = 17, et comme y < =,
2 4

r=— et Yy =

3. On définit quatre réels z, t, u et v par :

z = cos 3a + cos da
t =cos7a+ coslla
u = cosa + cos 13a
v = cos 9a + cos 15a

(a) La méthode est la méme et les calculs moins fastidieux :

zt = (cos 3a + cos 5a)(cos 7a + cos 11a)

= cos 3acos 7a + cos 3a cos 11a + cos da cos 7a + cos da cos 11a

[N

= —(cos 10a + cos4a + cos 14a + cos 8a + cos 12a + cos 2a + cos 16a + cos 6a)

1
§(cosa—cos?a-|-cos3a—cos4a-I-cosE)a—0056a+cos7a—cos8a) e A

De la méme maniére :

uv = (cos a + cos 13a)(cos 9a + cos 15a)

= cosacos 9a + cos a cos 15a + cos 13a cos 9a + cos 13a cos 15a

1
=5 (cos 10a + cos 8a + cos 14a + cos 16a + cos 4a + cos 22a + cos 2a + cos 28a)

1 1
—§(c0sa—cos2a+cos3a—cos4a+cosSa—cosGa+cos7a—cos8a) = % =1



(b) Onazt=—-1etz+t=a= %ﬁ. Ainsi, z et t sont racines du polynome P, = X2—1+4—\/ﬁ-X—%.

Onawuv =—1%etu+v =1 =122 Ainsi, u et v sont racines du polynéme P, = X? - 1=27. x 1,

(c) Les réels 3a et 5a sont dans [0, Z], donc z = cos 3a + cos 5a > 0.
De plus, t = cos 7a+cos 11a = cos Ta—cos 5a, et 7a et 5a sont dans [0, 7], et le cosinus est décroissant
sur cet intervalle. Donc ¢t < 0. Ainsi, ¢t < z

18 + 2v/17 . 17+ V17

Le discriminant de P; est A = T+ = —s Ainsi :
_1+\/1_ VIT+VIT o L4VIT V1T VIT
T8 4f -8 42

Les réels 9a et 15a sont dans [T, 7], donc v = cos 9a + cos 15a < 0.
De plus, u = cosa + cos 13a = cosa — cos4a, et a et 4a sont dans [0, 7], et le cosinus est décroissant
sur cet intervalle. Donc u > 0. Ainsi, v < u.

18 — 2/17 17 — V17

Le discriminant de P> est A = 16 +1= —g Ainsi :
_1-VIT VT o e LoVIT  VIT-VIT
-8 4f -8 42

(a) Un dernier effort :

I

1 1 1+V17T V174 V1T
13a = - 12 14a) = — = =_—-=— —
cosacos 13a 2(cos a + cos 14a) 2(cos?>a+c055a) 5 T Wi
1— \/1_ V17—
8 4\/_ '

Les réels cosa et cos 13a sont donc racines du polynome :

poxe_ (L=VAT VT 1+ V1T, V1T+VIT
B 8 4\/_ 16 8\/_ '

Comme cosa > 0 et cosl3a < 0, cosa est la plus grande racine de ce polyndome. Calculons le

(b) De plus, cosa + cos13a = u =

discriminant de P :

A:<1+\/1_ V17 + >+1+\/_ V1T + V1T

16 8v/2 4 2f
_18-2VIT 17— VIT VIDVIT-VIT  V1+VIT | V17T+ V1T
B 64 32 16\/_ * 4 * 2v/2
_17+3VIT VIDV1T - \/ﬁ+\/17+\/1_7
16 16\/_ 2v2

On obtient donc finalement (et on en est fier) :

il 1_\/1_ V1T~ 17 4+ 317 4 = YA7 — V17 VIT 4+ 424/ 17 + V1T.

cos — 17 —

17 16 8\/_ 8 V2




