
Lyée Carnot Mars 2006ECS 4 � MathématiquesA. Troesh Devoir Maison no 16 � Appliations linéaires, matriesExerie �Soit T l'appliation de C0 dans l'ensemble de toutes les fontions qui à f 2 C0 assoie la fontion T (f) dé�niepar : 8x 2 R; (T (f))(x) = Z x0 f(t) sin(x � t) dt:1. (a) C0 est un sous-ensemble du R-espae vetoriel RR des fontions de R dans R. Par ailleurs, la fontionnulle est ontinue, don 0 2 C0. De plus, pour tout � 2 R et tout f; g 2 C0, �f +g est ontinue, don�f + g 2 C0. Ainsi, C0 est un sous-espae vetoriel de RR.De même, une ombinaison linéaire de fontion deux fois dérivable de dérivée seonde ontinue estenore deux fois dérivable de dérivée ontinue, et 0 2 C2. Ainsi, C2 est un sous-espae vetoriel deC2.(b) Soit f une fontion ontinue sur R. Alors8x 2 R; T (f)(x) = Z x0 f(t) sin(x� t) dt = Z x0 f(t)(sinx os t� osx sin t) dt= sinx Z x0 os tf(t) dt� osx Z x0 sin tf(t) dt:Or, pour toute fontion ontinue g sur R, x 7! Z x0 g(t) dt est dérivable de dérivée x 7! g(x). Ainsi,T (f) est dérivable, de dérivée :8x 2 R; T (f)0(x) = osx Z x0 os tf(t) dt+ sinx osxf(x) + sinx Z x0 sin tf(t)� osx sinxf(x)= osx Z x0 os tf(t) dt+ sinx Z x0 sin tf(t):Ainsi, T (f)0 est enore dérivable, et :8x 2 R; T (f)00(x) = � sinx Z x0 os tf(t) dt+ os2(x)f(x) + osx Z x0 sin tf(t) dt+ sin2(x)= f(x) + osx Z x0 sin tf(t) dt� sinx Z x0 os tf(t):Comme f est ontinue, et les intégrales également (elles sont dérivables) ainsi que les fontions sinet os on en déduit que T (f)00 est ontinue. Ainsi, T (f) 2 C2.() D'après la question préédente, T est une appliation de C0 dans C2. Montrons que T est linéaire.Pour ela, soit � 2 R et f; g 2 C0. Alors :8x 2 R; T (�f + g)(x) = Z x0 (�f(t) + g(t)) sin(x� t) dt= � Z x0 f(t) sin(x � t) dt+ Z x0 g(t) sin(x� t) dt = �T (f) + T (g):2. Dans la question 1b, on a obtenu, pour tout f 2 C0 :8x 2 R; T (f)00(x) == f(x) + osx Z x0 sin tf(t) dt� sinx Z x0 os tf(t)= f(x) + Z x0 sin(t� x)f(t) dt = f(x)� T (f)(x):Ainsi, pour tout f 2 C0, T (f) + (T (f))00 = f .Soit f tel que T (f) = 0. Alors T (f)00 = 0, et par onséquent, f = T (f)+T (f)00 = 0. Ainsi, Ker(f) = f0g.1



3. Soit K = fg 2 C2 j g(0) = g0(0) = 0g.(a) K est un sous-ensemble de C2, et la fontion nulle est dans K. De plus, soit g et h deux fontions deK, et � 2 R. Alors �g+h 2 C2, et (�g+h)(0) = �g(0)+h(0) = 0, et (�g+h)0(0) = �g0(0)+h0(0) = 0.Ainsi, �g + h 2 K.Par onséquent, K est un sev de C2.(b) Soit f 2 C0. Alors : T (f)(0) = Z 00 f(t) sin(�t) dt = 0:De plus, T (f)0(0) = os 0 Z 00 os tf(t) dt+ sin 0 Z 00 sin tf(t) = 0:Ainsi, T (f) 2 K. Par onséquent, ImT � K.() Soit g 2 K. Alors 8x 2 R; T (g00)(x) = Z x0 g00(t) sin(x� t):Intégrons par parties, en onsidérant les deux fontions de lasse C1, t 7! g0(t) et t 7! sin(x � t), sedérivant en t 7! g00(t) et t 7! � os(x� t). Ainsi :T (g00) = Z x0 g0(t) os(x� t) dt� hg0(t) sin(x� t)ix0 = Z x0 g0(t) os(x � t) dt:Intégrons par parties, en onsidérant les deux fontions de lasse C1, t 7! g(t) et t 7! os(x � t), sedérivant en t 7! g0(t) et t 7! sin(x� t). Ainsi :8x 2 R; T (g00)(x) = � Z x0 g(t) sin(x�t) dt+hg(t) os(x�t)ix0 = � Z x0 g(t) sin(x�t) dt = �T (g)(x)+g(x):Par onséquent, T (g+ g00) = T (g) + T (g00) = g. Par onséquent, tout g de K est dans l'image de T .Ainsi, Im g = K.4. (a) T se restreint don en une appliation linéaire de C0 sur K. Cette appliation linéaire est injetived'après la question 2, et est surjetive d'après la question 3b. Il s'agit don d'un isomorphisme.(b) Puisque pour tout g 2 K, T (g + g00) = g, on en déduit que T�1(g) = g + g00.5. (a) Pour tout x 2 R, T (s) = Z x0 sin(x� t) sin t dt = 12 Z x0 (os(2t� x)� osx) dt= 14h sin(2t� x)ix0 � 12x osx= 14 sinx� 14 sin(�x)� 12x osx = 12 sinx� 12x osx:(b) Il fallait lire f + f 00 = s. Dans e as, s = T (s) + T (s)00, don il su�t de prendre f = T (s).Problème � Étude de séries de matriesOn dé�nit, pour tout matrie A 2Mp(R) pour laquelle les séries onvergent :exp(A) = +1Xn=0 Ann! ; et ln(A) = +1Xn=1 (�1)n+1(A� Ip)nn :
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Partie I � Premier exempleSoit p 2 N� , p > 2. Soit a 2 R. On pose A = 0BBBBBBBB�0 a 0 � � � 0... . . . . . . . . . ...... . . . . . . 0... . . . a0 � � � � � � � � � 0
1CCCCCCCCA 2 Mp(R).1. (a) A0 = I4, A1 = A, et :A2 = 0BB�0 0 1 00 0 0 10 0 0 00 0 0 01CCA A3 = 0BB�0 0 0 10 0 0 00 0 0 00 0 0 01CCA A4 = 0; puis, pour tout n > 4, An = 0.(b) Ainsi, la somme P Ann! est une somme �nie, don forément onvergente. Par onséquent, exp(A)existe, et : exp(A) = 3Xn=0 Ann! = I4 +A+ 12A2 + 16A3 = 0BB�1 1 12 160 1 1 120 0 1 10 0 0 11CCA() De la même façon, exp(�A) existe, et :exp(�A) = 3Xn=0 (�A)nn! = I4 �A+ 12A2 � 16A3 = 0BB�1 �1 12 � 160 1 �1 120 0 1 �10 0 0 1 1CCA(d) Le produit de exp(A) et exp(�A) donne :exp(A) � exp(�A) = 0BB�1 1 12 160 1 1 120 0 1 10 0 0 11CCA �0BB�1 �1 12 � 160 1 �1 120 0 1 �10 0 0 1 1CCA = 0BB�1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 11CCA = I4:Ainsi, exp(�A) est l'inverse de exp(A). Ce n'est pas étonnant puisque une telle propriété provientpour les réels d'une étude omplètement formelle des séries. La onvergene des séries su�t à justi�erune telle propriété. Ii, la onvergene ne pose pas de problème, puisque les sommes sont �nies.(e) Soit C = exp(A) � I4. Alors :C = 0BB�0 1 12 160 0 1 120 0 0 10 0 0 01CCA ; C2 = 0BB�0 0 1 10 0 0 10 0 0 00 0 0 01CCA ; C3 = 0BB�0 0 0 10 0 0 00 0 0 00 0 0 01CCA ; 8n > 4; Cn = 0:(f) Don la série P (�1)n+1Cnn est �nie, don onvergente, e qui équivaut à l'existene de ln(exp(A)).Alors :ln(exp(A)) = 3Xn=1 (�1)n+1Cnn = 0BB�0 1 12 160 0 1 120 0 0 10 0 0 01CCA� 12 0BB�0 0 1 10 0 0 10 0 0 00 0 0 01CCA+ 13 0BB�0 0 0 10 0 0 00 0 0 00 0 0 01CCA= 0BB�0 1 0 00 0 1 00 0 0 10 0 0 01CCA = A 3



Enore une fois, e résultat n'est pas étonnant puisque là enore, e résultat omplètement formeldéoule de l'étude des séries.2. (a) Soit f l'appliation anoniquement assoiée à A, et soit (e1; : : : ; en) la base anonique. Alors f(e1) =0, et pour tout i 2 [[2; p℄℄, f(ei) = aei�1. Par onséquent, en itérant f , pour tout k 2 [[1; p� 1℄℄,8i 2 [[1; k℄℄; fk(ei) = 0 et 8i 2 [[k + 1; p℄℄; fk(ei) = akei�k:
On en déduit que : Ak = [fk℄ = ak �0BBBBBBBBBBBBB�

0 � � � 0 1 0 � � � 0. . . . . . ...... . . . . . . . . . 01... . . . 0...0 � � � � � � 0
1CCCCCCCCCCCCCA :

Ainsi, il s'agit de la matrie onstitué de ak sur la k-ième diagonale au dessus de la diagonaleprinipale, et de 0 ailleurs.De même, si k > p, pour tout i 2 [[1; p℄℄, f(ei) = 0, don Ak = 0.(b) Par onséquent, la somme dé�nissant exp(A) est �nie, et don onvergente. Ainsi exp(A) existe, et :exp(A) = p�1Xk=0 Akk! = 0BBBBB�1 a1! � � � ap�1(p�1)!0 . . . . . . ...... . . . . . . a1!0 � � � 0 1
1CCCCCA :() De même, exp(�A) existe, et :exp(�A) = p�1Xk=0 (�A)kk! = 0BBBBB�1 � a1! � � � (�a)p�1(p�1)!0 . . . . . . ...... . . . . . . � a1!0 � � � 0 1

1CCCCCA :Calulons le produit de exp(A) et exp(�A) :exp(A) exp(�A) = p�1Xk=0 Akk! � p�1Xk=0 (�A)kk! = 2n�2X̀=0 `A`;où pour tout ` 2 [[0; 2n� 2℄℄,` = Xi+j=`i2[[0;n�1℄℄j2[[1;n�1℄℄ 1i! � (�1)jj! = 1̀! Xi+j=`i2[[0;n�1℄℄j2[[1;n�1℄℄�j̀� � (�1)j :Pour ` < n, la ondition sur i et j est automatiquement véri�ée, et on trouve :` = 1̀! X̀j=0�j̀� � (�1)j = 1̀! (1� 1)`;et par onséquent, 0 = 1 et pour tout ` 2 [[1; n� 1℄℄, ` = 0.De plus, pour tout ` > n, A` = 0. Par onséquent :exp(A) exp(�A) = n�1X̀=0 `A` = A0 = In:Ainsi, exp(�A) est l'inverse de exp(A). 4



3. (a) I4 �A = 0BB�1 �1 0 00 1 �1 00 0 1 �10 0 0 1 1CCA : Inversons le système AX = Y .Soit X = 0BB�x1x2x3x41CCA et Y = 0BB�y1y2y3y41CCA. Alors le système AX = Y est :8>><>>: x1 �x2 = y1x2 �x3 = y2x3 �x4 = y3x4 = y4 () 8>><>>: x1 = y1 + y2 + y3 + y4x2 = y2 + y3 + y4x3 = y3 + y4x4 = y4Par onséquent, I4 �A est inversible, et (I4 �A)�1 = 0BB�1 1 1 10 1 1 10 0 1 10 0 0 11CCA.(b) D'après les valeurs de A2, A3 et An, n > 4, on a :+1Xn=0An = I4 +A+A2 +A3 = 0BB�1 1 1 10 1 1 10 0 1 10 0 0 11CCA = (I4 �A)�1:Cei n'est pas étonnant, par analogie ave la formule 11�x = +1Pn=0xn. On peut remarquer que :(I4 �A) +1Xk=0Ak = (I4 �A) 3Xk=0Ak = I4 �A4 = I4:4. (a) A est nilpotente puisque pour tout k > p, Ak = 0. AinsiPAk est une somme �nie don onvergente.Ainsi : +1Xk=0Ak = p�1Xk=0 = 0BBBBBBBB�1 a � � � � � � ap�10 . . . . . . ...... . . . . . . . . . ...... . . . . . . a0 � � � � � � 0 1
1CCCCCCCCA :(b) Il s'agit de l'inverse de (Ip �A). En e�et, on a une somme télésopique :(Ip �A) n�1Xk=0Ak = In �An = In:Ainsi, (Ip �A)�1 = +1Pn=0An = p�1Pn=0An.Partie II � Deuxième exempleOn pose A = �� 53 � 23� 13 � 43�, P = �2 �11 1 � et D = ��2 00 �1�.1. (a) det(P ) = 3 6= 0, don P est inversible, et P�1 = 13 � 1 1�1 2�.5



(b) PDP�1 = 13 �2 �11 1 ���2 00 �1�� 1 1�1 2� = 13 ��4 1�2 �1�� 1 1�1 2� = 13 ��5 �2�1 �4� = A.() Pour tout n 2 N , Dn = �(�2)n 00 (�1)n�.(d) Le oe�ient en position (1; 1) de la somme dé�nissant exp(D) est +1Pn=0 (�2)nn! . Cette somme onverge,de somme e�2.Le oe�ient en position (2; 2) de la somme dé�nissant exp(D) est +1Pn=0 (�1)nn! . Cette somme onverge,de somme e�1.Les oe�ients en position (1; 2) et (2; 1) sont nuls. Ainsi, les sommes sur haun des oe�ientsonvergent, don exp(D) existe, et exp(D) = �e�2 00 e�1� :(e) On a, pour tout n 2 N, An = PDP�1PDP�1 � � �PDP�1 = PDnP�1. Ainsi, pour tout n 2 N,nXk=0 Akk! = P  nXk=0Dn!P�1:Or, multiplier par une matrie revient à faire une ombinaison linéaire des oe�ients. Comme on aonvergene oe�ient par oe�ient de la sommePDn, il en est don de même, d'après les règlessur les limites, de P �PDn, puis de P (PDn)P�1. Par onséquent, la somme dé�nissant exp(A)onverge, et : exp(A) = P exp(D)P�1:(f) Un alul, qu'il faudrait préiser un peu, amène alors exp(A) = 13 �2e�2 + e�1 2e�2 � 2e�1e�2 � e�1 e�2 + 2e�2 �.2. (a) On obtient de la même manière exp(�A) = P exp(�D)P�1 = P �e2 00 e�P�1 = 13 �2e2 + e 2e2 � 2ee2 � e e2 + 2e2�.(b) Un alul un peu fastidieux mais sans di�ulté amène exp(A) exp(�A) = I2. Enore une fois, laonlusion, très étonnante, est que exp(�A) est l'inverse de exp(A).3. On note B = exp(A). Notre but est de déterminer ln(B) = ln(exp(A)).(a) On a B = exp(A) = P exp(D)P�1, don B � I2 = P (expD � I2)P�1. Ainsi, il su�t de poserD0 = exp(D)� I2 = �e�2 � 1 00 e�1 � 1� :(b) On a don, pour tout n 2 N , D0n = �(e�2 � 1)n 00 (e�1 � 1)n�() Or, puisque je�2 � 1j < 1 et je�1 � 1j < 1, les séries +1Pn=1 (�1)n+1n (e�2 � 1)n et +1Pn=1 (�1)n+1n (e�1 � 1)nonvergent, respetivement vers ln(e�2) = �2 et ln(e�1) = �1. Par onséquent, ln(D0 + I2) existe,et ln(D0 + I2) = ��2 00 �1� = D:(d) Comme plus haut, multiplier par une matrie ne hange pas la onvergene, don la série dé�nissantln(B), obtenue en multipliant la série dé�nissant ln(D0 + I2) par P à gauhe et par P�1 à droiteonverge, d'où l'existene de ln(B), et omme préédemment,ln(exp(A)) = ln(B) = P ln(D0 + I2)P�1 = PDP�1 = A:Cela n'a plus de quoi nous étonner. 6


