
Ly
ée Carnot Avril 2006ECS 4 � MathématiquesA. Troes
h Corre
tion du Devoir Maison no 18 � DiagonalisationExer
i
e 1 �1. Notons An l'événement : � Ali
e a la balle après n lan
ers �, et de même pour Bn et Cn. D'après l'énon
é :� P (An+1jAn) = 0 (on ne s'envoie pas la balle à soi-même), P (Bn+1jAn) = 34 et P (Cn+1jAn) = 14 ;� P (An+1jBn) = 34 , P (Bn+1jBn) = 0 et P (Cn+1jBn) = 14 ;� P (An+1jCn) = 0, P (Bn+1jCn) = 1 et P (Cn+1jCn) = 0.D'après la formule des probabilités totales, appliquée ave
 le système 
omplet (An; Bn; Cn), on obtient :� An+1 = P (An+1) = P (An+1jAn)P (An) + P (An+1jBn)P (Bn) + P (An+1jCn)P (Cn) = 34Bn ;� Bn+1 = P (Bn+1) = P (Bn+1jAn)P (An) + P (Bn+1jBn)P (Bn) + P (Bn+1jCn)P (Cn) = 34An + Cn ;� Cn+1 = P (Cn+1) = P (Cn+1jAn)P (An) + P (Cn+1jBn)P (Bn) + P (Cn+1jCn)P (Cn) = 14An + 14Bn ;On obtient don
 la relation matri
ielle suivante :0�An+1Bn+1Cn+11A = 0�0 34 034 0 114 14 01A0�AnBnCn1A :2. � est valeur propre de M si et seulement si la matri
e M � �I3 = 0��� 34 034 �� 114 14 ��1A est non inversible.E�e
tuons un pivot de Gauss. E�e
tuons L1  4L1, L2  4L2, L3  4L3 et L1 $ L3 :0� 1 1 �4�3 �4� 4�4� 3 0 1A L2  L2 � 3L1L3  L3 + 4�L1 �! 0�1 1 �4�0 �4�� 3 4 + 12�0 3 + 4� �16�2 1AL3  L3 + L2On obtient don
 �nalement la matri
e suivante : M 0 = 0�1 1 �4�0 �4�� 3 40 0 4 + 12�� 16�21A :Attention, ne parlez pas de réduite de Gauss, 
e n'est une réduite de Gauss que si �4� � 3 6= 0, ou si�4�� 3 = 0 et 4 + 12�� 16�2. Dans les autres 
as, la matri
e M 0 n'est pas é
helonnée.Cette matri
e triangulaire supérieure est inversible si et seulement si ses 
oe�
ients diagonaux sont tousnon nuls, 
'est-à-dire si �4�� 3 6= 0 et 4 + 12�� 16�2 6= 0. Ainsi, la matri
e M est non inversible si etseulement si � = � 34 , � = 1 ou � = � 14 . Ainsi, M admet trois valeurs propres : Spe
(M) = f1;� 14 ;� 34g.On peut d'ors et déjà a�rmer que M est diagonalisable, pûisqu'elle admet trois valeurs propres, alorsqu'elle est de taille 3. De plus, les sous-espa
es propres sont tous de dimension 1. Déterminons des basesde 
es sous-espa
es.Sous-espa
e propre E1 : E1 est l'ensemble des solutions de MX = 0, don
 de M 0X = 0 :0�1 1 �40 �7 160 0 0 1A0�xyz1A = 0�0001A ()L1  7L1 + L2 0�7 0 �120 �7 160 0 0 1A0�xyz1A = 0�0001AComme je l'ai déjà dit, 
et espa
e est de dimension 1 ; on a le 
hoix pour z ; 
ela impose les valeurs de yet de z. Ainsi, E�1 = R0�121671A (le 
hoix de 7 pour z permet d'éviter les fra
tions).Sous-espa
e propre E� 14 : 
e sont les solutions de0�1 1 10 �2 10 0 01A0�xyz1A = 0�0001A ()L1  2L1 + L2 0�2 0 30 �2 10 0 01A0�xyz1A = 0�0001AAinsi, E� 14 = R0��312 1A. 1



Sous-espa
e propre E� 34 : 
e sont les solutions de0�1 1 10 0 �50 0 �91A0�xyz1A = 0�0001A ()L2  �L2=5L3  L3 + 9L2L1  L1 � 3L2 0�1 1 00 0 10 0 01A0�xyz1A = 0�0001AAinsi, E� 34 = R0��110 1A.3. Soit f 
anoniquement asso
ié à M . Alors, dans la base B = 0�0�121671A ;0��312 1A ;0��110 1A1A, la matri
e de fest : [f ℄B = 0�1 0 00 � 14 00 0 � 341A :D'après la théorie des 
hangements de base, on a D = P�1AP , ave
 :D = 0�1 0 00 � 14 00 0 � 341A et P = 0�12 �3 �116 1 17 2 0 1A :Cal
ulons P�1 à l'aide d'un pivot. Dans le but de limiter les 
al
uls, je ne vais pas faire les 
al
uls dansl'ordre habituel (les pivots de la gau
he vers la droite).0� 12 �3 �1 1 0 016 1 1 0 1 07 2 0 0 0 1 1A L1  L2 + L1 �! 0� 28 �2 0 1 1 016 1 1 0 1 07 2 0 0 0 1 1A L1  L1 + L3�! 0� 35 0 2 1 1 116 1 1 0 1 07 2 0 0 0 1 1A L2  35L2 � 16L1L3  5L3 � L1 �! 0� 35 0 0 1 1 10 35 35 �16 19 �160 10 0 �1 �1 4 1A L2  2L2 � 7L3�! 0� 35 0 0 1 1 10 0 70 �25 45 �600 10 0 �1 �1 4 1A permutationnormalisation �! 0� 1 0 0 135 135 1350 1 0 � 110 � 110 250 0 1 � 514 914 � 67 : 1ADon
 P�1 = 0� 135 135 135� 110 � 110 25� 514 914 � 67 : 1A.4. M = PDP�1, d'oùMn = PDnP�1 = 0�12 �3 �116 1 17 2 0 1A0�1 0 00 �� 14�n 00 0 �� 34�n1A0� 135 135 135� 110 �110 25� 514 914 � 67 : 1A :Je vous laisse faire les 
al
uls.5. Par une ré
urren
e immédiate, 0�AnBnCn1A = Mn0�A0B0C01A :En passant à la limite, si on note A, B et C les trois limites, on obtient :0�ABC1A = limn!+1Mn0�A0B0C01A :Or,limn!+1Mn = P�1 limn!+1DnP = 0�12 �3 �116 1 17 2 0 1A0�1 0 00 0 00 0 01A0� 135 135 135� 110 �110 25� 514 914 � 67 : 1A = 0� 1235 1235 12351635 1635 1635735 735 15 1A :2



Ainsi, 0�ABC1A = 0� 1235 1235 12351635 1635 1635735 735 735 1A0�A0B0C01A = 0� 1235 (A0 +B0 + C0)1635 (A0 +B0 + C0)735 (A0 +B0 + C0)1A = 0� 123516357351A :En parti
ulier, 
es probabilités ne dépendent pas de A0, B0 et C0, don
 de l'enfant qui avait la balle audébut du jeu.Exer
i
e 2 � (extrait de HEC e
o 2004)Partie I � Diagonalisation de s1. Généralités sur s.(a) Par dé�nition même, s est dé�nie pour tout polyn�me Q de C 2n [X ℄, et s(Q) est un polyn�me dedegré au plus 2n, don
 élément de C [X ℄. Il reste don
 à montrer que s est une appli
ation linéaire.Soit P et Q dans C 2n [X ℄, et � 2 C . Notons : P = 2nPk=0 akXk et Q = 2nPk=0 bkXk:Alors : �P +Q = 2nPk=0(�ak + bk)Xk, don
 s(�P +Q) = 2nPk=0(�a2n�k + b2n�kXk):De plus : �s(P ) + s(Q) = � 2nPk=0 a2n�kXk + 2nPk=0 b2n�kXk = 2nPk=0(�a2n�k + b2n+k)Xk:Ainsi, �s(P ) + s(Q) = s(�P +Q). Don
 s est une appli
ation linéaire.(b) La base 
anonique de C 2n [X ℄ est b:
: = (1; X; : : : ; X2n). Déterminons don
 s(X i) pour tout i 2[[0; 2n℄℄ : 8i 2 [[0; 2n℄℄; s(X i) = X2n�i:Ainsi : [s℄b:
: = 0BBBB�0 � � � 0 1... . . . . . . 00 . . . . . . ...1 0 � � � 01CCCCA 2M2n+1(C ):2. Diagonalisation dans le 
as parti
ulier n = 1(a) Si n = 1, [s℄b:
: 2 M3(C ). Alors : M = [s℄b:
: = 0�0 0 10 1 01 0 11A :(b) Soit � 2 C . E�e
tuons un pivot de Gauss sur la matri
e M � �I3 pour savoir à quelle 
ondition sur� 
ette matri
e n'est pas inversible (et don
 � est une valeur propre de M).M � �I3 = 0��� 0 10 1� � 01 0 ��1A : L1 $ L3�! 0� 1 0 ��0 1� � 0�� 0 1 1A L3  L3 + �L1�! 0�1 0 ��0 1� � 00 0 1� �21ACette matri
e, qui est triangulaire, est inversible si et seulement si ses 
oe�
ients diagonaux sontnon nuls, don
 si � 6= �1 et � 6= 1. Ainsi, M � �I3 est non inversible si et seulement si � = �1. Onen déduit que Spe
(s) = Spe
(M) = f�1; 1g.(
) Déterminons E�1. Le résultat du pivot pré
édent montre que E�1 est l'ensemble des solutions dusysème donné par la matri
e : M 0 = 0�1 0 10 2 00 0 01A : Cette matri
e est é
helonnée de rang 2, don
E�1 est de dimension 3 � 2 = 1, d'après le théorème du rang. Cette information su�rait s'il nes'agissait que de prouver la diagonalisabilité de M . Comme on veut la diagonalisation e�e
tive, on3



va 
her
her une base de E�1. La troisième variable étant paramètre libre, on obtient une base deE�1 en 
onsidérant le ve
teur 0��101 1A.Déterminons E1. Le résultat du pivot pré
édent montre que E1 est l'ensemble des solutions du sysèmedonné par la matri
e : M 00 = 0�1 0 �10 0 00 0 0 1A :Cette matri
e est é
helonnée de rang 1, don
 E1 est de dimension 3� 1 = 2, d'après le théorème durang. On peut don
 dès à présent 
on
lure que M est diagonalisable, puisque dimE�1+dimE1 = 3.On trouve : E1 = Ve
t0�0�0101A ;0�1011A1A.Par 
onséquent, M = PDP�1, ave
 D = 0��1 0 00 1 00 0 11A et P = 0��1 0 10 1 01 0 11A.(d) Cela est un peu redondant ave
 la question pré
édente, et a pour seul but de bien faire le lienentre diagonalisation des matri
es et diagonalisation des endomorphismes. Une base possible estB = 0�0��101 1A ;0�0101A ;0�1011A1A, et la matri
e de s dans 
ette base est D.(e) Trouvons pour 
ommen
er une ra
ine k-ième D0 de D dans C 3 [X ℄. Par exemple D0 = 0�e i�k 0 00 1 00 0 11A.Alors la matri
e d'un endomorphisme t 
onvenable dans la base 
anonique est : N = PD0P�1.Cal
ulons don
 P�1, à l'aide de l'algorithme du pivot, en e�e
tuant les mêmes opérations sur leslignes de I3 que les opérations faites pour passer de P à I3 :0� �1 0 1 1 0 00 1 0 0 1 01 0 1 0 0 1 1A L3  L3 + L1�! 0� �1 0 1 1 0 00 1 0 0 1 00 0 2 1 0 1 1A L1  �L1L3 ! 12L3�! 0� 1 0 �1 �1 0 00 1 0 0 1 00 0 1 12 0 12 1A L1  L1 + L3�! 0� 1 0 0 � 12 0 120 1 0 0 1 00 0 1 12 0 12 1AAinsi, P�1 = 12 0��1 0 10 2 01 0 11A, d'où :N = [t℄b
 = 12 0��1 0 10 1 01 0 11A0�e i�k 0 00 1 00 0 11A0��1 0 10 2 01 0 11A = 12 0��1 0 10 1 01 0 11A0��e i�k 0 e i�k0 2 01 0 1 1A= 12 0�1 + e i�k 0 1� e i�k0 2 01� e i�k 0 1 + e i�k 1A = 0B� 1+e i�k2 0 1�e i�k20 1 01�e i�k2 0 1+e i�k2 1CA3. Étude du 
as général(a) Puisque par dé�nition, s2 = s (
e qui dé�nit une symétrie, soit dit en passant), ses valeurs propressont solutions du polyn�me X2�X = 0. En e�et, soit x un ve
teur propre (don
 non nul) pour unevaleur � donnée, alors s2(x) = s(�x) = �s(x) = �2x, don
 �2x = �x, puis �2 = �, puisque x 6= 0(démonstration à refaire rapidement, surtout si elle apparaît en première moitié de 
opie).4



Ainsi, Spe
(s) � f�1;+1g. D'autre part, s(Xn) = Xn, et s(1 � X2n) = X2n � 1. Don
 Xn estve
teur propre asso
ié à 1, et 1�X2n est ve
teur propre asso
ié à �1. Cela prouve que 1 et �1 sontdes valeurs propres.(b) Pour 
ommen
er : M + I2n+1 = 0BBBB�1 1. . . . . .. . . . . .1 11CCCCACette matri
e possède une symétrie dans ses 
olonnes : C1 � C2n+1 = 0, C2 � C2n = 0 et
. Celafournit n ve
teurs de E�1 : X i�X2n�1, i 2 [[0; n�1℄℄. Ces ve
teurs forment une famille libre (familledont les degrés sont é
helonnés).De même, M � I2n+1 = 0BBBB��1 1. . . . . .. . . . . .1 �11CCCCACette matri
e possède une anti-symétrie dans ses 
olonnes : C1+C2n+1 = 0, C2 +C2n = 0 et
. Celafournit n ve
teurs de E1 : X i+X2n�1, i 2 [[0; n� 1℄℄, ainsi qu'un n+1-ième qu'on a déjà donné Xn.Ces n+ 1 ve
teurs forment une famille libre.On en déduit que dimE1+dimE�1 > 2n+1, et 
omme E1 et E�1 sont en somme dire
te dans C 2n+1 ,dimE1 + dimE�1 = 2n+ 1. Cela montre que M est diagonalisable, et de sur
roît, dimE�1 = n etdimE1 = n+ 1. Ainsi, les familles libres dé
rites sont des bases des espa
es propres.(
) Une base de ve
teurs propres de s est don
 : B = ((X i�X2n�i)i2[[0;n�1℄℄; Xn; (X i+X2n�i)i2[[0;n�1℄℄):Dans 
ette base, la matri
e de s est : D = [s℄B = 0BBBBBBBBBB�
�1 0 � � � 00 . . . �1 . . . ...... . . . 1 . . . 00 : : : 0 1

1CCCCCCCCCCA,
ette matri
e ayant n fa
teurs digonaux égaux à �1 et n+ 1 fa
teurs diagonaux égaux à 1.(d) M est la matri
e de s dans la base 
anonique. On a don
 donné sa diagonalisation dans la questionpré
édente : M = PDP�1, où P est la matri
e de passage de la base 
anonique dans la base B,don
 : P = 0BBBBBBBBBB�
1 1. . . . . .1 11�1 1. . . . . .�1 1

1CCCCCCCCCCA :Trouvons des ra
ines k-ième de la matri
e D. Toute matri
e diagonale D0 dont les 
oe�
ients sontdes ra
ines k-ièmes des 
oe�
ients diagonaux de D 
onvient. On a le 
hoix, pour 
haque 
oe�
ientdiagonal, égal à �1, entre k ra
ines distin
tes. Cela fournit don
 k2n+1 ra
ines distin
tes de D,puisqu'il y a 2n+ 1 
oe�
ients diagonaux :
D0 = 0BBBBBBBBBBB�

e (2`1+1)i�k 0 � � � 00 . . . e (2`n+1)i�k ...... e (2`n+1)i�k . . . 00 : : : 0 e (2`2n+1)i�k
1CCCCCCCCCCCA ; (`1; : : : ; `2n+1) 2 [[0; k�1℄℄2n+1:
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On trouve don
 k2n+1 matri
es N telles que Nk = M , données par N = PD0P�1, pour toutes lesmatri
es D0 dé
rites 
i-dessus (ne faites bien sûr pas le 
al
ul, laissez sous 
ette forme !). Ces matri
esN sont deux à deux distin
tes, puisque les matri
es P�1NP = D0 sont deux à deux distin
tes.Exer
i
e 3 � Ra
ines 
arrées d'une matri
e (extrait de CCP 2004)1. Exemple 1.(a) Cher
hons pour 
ommen
er les valeurs propres de A. Pour 
ela, 
her
hons à quelle 
ondition sur� 2 R la matri
e A� �I3 est inversible, à l'aide d'un pivot de Gauss :0�11� � �5 5�5 3� � �35 �3 3� �1A L1 $ L2�! 0� �5 3� � �311� � �5 55 �3 3� �1A L2  5L2 + (11� �)L1L3  L3 + L1�! 0��5 3� � �30 �2 � 14�+ 8 3�� 80 �� �� 1A si � 6= 0L3  � 1�L3L3 $ L2�! 0��5 3� � �30 1 10 �2 � 14�+ 8 3�� 81A L3  L3 � (�2 � 14�+ 8)L2�! 0��5 3� � �30 1 10 0 ��2 + 17�� 161ASi � = 0, la matri
e obtenue en troisième ligne est non inversible (une ligne nulle), don
 0 est valeurpropre de A. De plus, si � 6= 0, la matri
e obtenue par le pivot est non inversible si et seulement si�2 � 17� + 16 = 0, don
 si (� � 1)(� � 16) = 0. Ainsi, 1 et 16 sont valeurs propres, et 
e sont lesseules valeurs propres non nulles. Par 
onséquent, Spe
(A) = f0; 1; 16g.On peut dès à présent en 
on
lure que A est diagonalisable, puisqu'elle a trois valeur propres, et estdansM3(R).De plus, les espa
es E0, E1 et E16 sont alors de dimension 1. Il su�t, pour en trouver une base, d'entrouver un ve
teur non nul.Base de E0 : on peut revenir à la troisième ligne du système, ou alors, 
onstater que la matri
e Avéri�e : C2 + C3 = 0, don
 0�0111A 2 E0. Ainsi, E0 = R0�0111A.Base de E1 : la matri
e obtenue à l'issue du pivot est dans 
e 
as 0��5 2 �30 1 10 0 0 1A. La troisièmevariable est paramètre libre. Une base de E1 est don
 0��1�11 1A. Don
 E1 = R0��1�11 1A.Base de E16 : la matri
e obtenue est dans 
e 
as 0��5 �13 �30 1 10 0 0 1A. Don
 E16 = R0� 2�11 1A.Par 
onséquent, la base B = 0�0�0111A ;0��1�11 1A ;0� 2�11 1A1A est une base de ve
teurs propres. Soit :D = 0�0 0 00 1 00 0 161A et P = 0�0 �1 21 �1 �11 1 1 1A :Alors A = PDP�1.(b) Cal
ulons P�1 à l'aide de l'algorithme du pivot de Gauss, en e�e
tuant sur I3 les mêmes opérationsqu'on e�e
tue sur P pour parvenir à l'identité.6



0� 0 �1 2 1 0 01 �1 �1 0 1 01 1 1 0 0 1 1A L3  L3 � L2L2 $ L10� 1 �1 �1 0 1 00 �1 2 1 0 00 2 2 0 �1 1 1A L3  L3 + 2L2L2  �L20� 1 �1 �1 0 1 00 1 �2 �1 0 00 0 6 2 �1 1 1A L3  16L30� 1 �1 �1 0 1 00 1 �2 �1 0 00 0 1 13 � 16 16 1A L2  L2 + 2L3L1  L1 + L30� 1 �1 0 13 56 160 1 0 � 13 � 13 130 0 1 13 � 16 16 1A L1  L1 + L20� 1 0 0 0 12 120 1 0 � 13 � 13 130 0 1 13 � 16 16 1AAinsi, P�1 = 16 0� 0 3 3�2 �2 22 �1 11A.(
) SoitR telle que R2 = A, et soit S = P�1RP . Alors S2 = P�1RPP�1RP = P�1R2P = P�1AP = D.Ainsi, S est une ra
ine de D.Ré
iproquement, soit R une matri
e telle que S = P�1RP soit une ra
ine de D. On obtient alorsR2 = PSP�1PSP�1 = PS2P�1 = PDP�1 = A. Don
 R est une ra
ine de A.(d) Soit S une ra
ine 
arrée de D.i. On a DS = S2 � S = S3 et SD = S � S2 = S3. Don
 DS = SD.ii. Supposons S non diagonale, et soit si;j , i 6= j, un 
oe�
ient non nul de S. On note �1, �2, �3les 
oe�
ients diagonaux de D. Alors (DS)i;j = �isi;j et (SD)i;j = �jsi;j . Comme SD = DS,on obtient �isi;j = �jsi;j , puis �i = �j , 
ar si;j 6= 0, 
e qui 
ontredit le fait que i 6= j, et que les
oe�
ients diagonaux de D sont deux à deux distin
ts.Con
lusion : S est diagonale. Ce raisonnement s'applique dès lors qu'on a n valeurs propresdistin
tes pour une matri
e de taille n� n. À retenir !iii. Ainsi, S peut s'é
rire sous la forme :R = 0��1 0 00 �2 00 0 �31A ; (�1; �2; �3) 2 R3 ; d'où S = R2 = 0��21 0 00 �22 00 0 �231A :Ainsi, les réels �1, �2 et �3 véri�ent �21 = 0, �22 = 1 et �23 = 16, don
 �1 = 0, �2 = �1 et�3 = �4. On obtient don
 quatre ra
ines 
arrées de R, et d'après 
e qui pré
ède, 
e sont lesseules. L'ensemble des ra
ines 
arrées de R est don
 :8<:0�0 0 00 1 00 0 41A ; 0�0 0 00 1 00 0 �41A ; 0�0 0 00 �1 00 0 41A ; 0�0 0 00 �1 00 0 �41A9=; :(e) D'après la question (1
), l'ensemble des ra
ines de A est don
 :8<:P 0�0 0 00 1 00 0 41AP�1; P 0�0 0 00 1 00 0 �41AP�1; P 0�0 0 00 �1 00 0 41AP�1; P 0�0 0 00 �1 00 0 �41AP�19=; :2. Exemple 2.(a) SoitM 2M3(R) une matri
e nilpotente, et soit n sont indi
e de nilpoten
e, 
'est-à-dire le seul entiertel que Mn = 0 et Mn�1 6= 0. 7



i. Question 
lassique et vue plusieurs fois en TD ! (vous aurez bien sûr re
ti�é le k en n)Puisque Mn�1 6= 0, il existe X 2 R3 non nul tel que Mn�1X 6= 0 (l'appli
ation linéaire
anoniquement asso
iée n'est pas nulle !). Montrons que la famille (X;MX; : : : ;Mn�1X) estlibre. On montre par ré
urren
e des
endante sur k 2 [[0; n � 1℄℄ que (MkX; : : : ;Mn�1X) estlibre.Initialisation : Puisque Mn�1X est non nul, (Mn�1X) est une famille libre.Hérédité : Soit k 2 [[1; n�1℄℄ tel que (MkX; : : : ;Mn�1X) soit libre. Soit (�k�1; : : : ; �n�1) 2 Rn+1tels que �k�1Mk�1X + � � �+ �n�1Mn�1X = 0:On exploite le fait queMn = 0 en multipliant 
ette expression parM , 
e qui fait partir le dernierterme : �k�1MkX + � � �+ �n�2Mn�1X = 0:D'après l'hypothèse de ré
urren
e, la famille (MkX; : : : ;Mn�1X) étant libre, on obtient �k�1 =� � � = �n�2 = 0, puis �n�1Mn�1X = 0, don
 �n�1 = 0, puisque Mn�1X 6= 0. Par 
onséquent,(Mk�1X; : : : ;Mn�1X) est libre.D'après le prin
ipe de ré
urren
e, on en déduit que la famille (X;MX; : : : ;Mn�1X) est libre.ii. C'est une famille libre dans R3 , de dimension 3. Son 
ardinal est don
 au plus 3. Ainsi, n 6 3.(b) On trouve : A2 = 0�0 0 00 0 01 0 01A et A3 = 0.(
) Soit R une ra
ine 
arrée de A. Alors R4 = A2 = 0�0 0 00 0 01 0 01A et R6 = A3 = 0.Par 
onséquent, R est nilpotente, mais R4 6= 0, don
 son indi
e de nilpoten
e est supérieur ou égalà 5, 
e qui 
ontredit la question pré
édente. Ainsi, A n'admet pas de ra
ine 
arrée.(d) Soit plus généralement p 2 N� et A 2Mp(R) une matri
e nilpotente, d'indi
e de nilpoten
e n.i. Il faut 
orriger l'inégalité en 2n� 1 > p.Le même raisonnement s'applique. L'indi
e de nilpoten
e d'une matri
e nilpotente N deMp(R)est au plus égal à p (même démonstration !).Ainsi, si 2n � 1 > p, et si R est une ra
ine de A, An�1 = R2n�2 6= 0, et An = R2n = 0. Par
onséquent, R est nilpotente, d'indi
e de nilpoten
e au moins égal à 2n � 1, don
 stri
tementsupérieur à p, d'où une 
ontradi
tion.Don
 A n'admet pas de ra
ine 
arrée.ii. Soit B = 0BBBBBB�0 1 0 � � � 0. . . . . . ...... . . . . . . 010 � � � 0
1CCCCCCA. Alors B est nilpotente, d'indi
e de nilpoten
e p. Soit :

A = B2 = 0BBBBBBBBB�
0 0 1 0 � � � 0. . . . . . . . . ...... . . . . . . . . . 0... . . . . . . 100 � � � � � � 0

1CCCCCCCCCAAlors A est nilpotente puisque B l'est, et A admet au moins une ra
ine 
arrée, par exemple B.
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