
Lyée Carnot Mai 2006ECS 4 � MathématiquesA. Troesh Corretion du Devoir Maison no 19Continuité d'une série de fontionsExemple d'une fontion ontinue sur R et dérivable nulle partPartie I � Une limite non ontinue de fontions ontinues1. Si l'étude de la régularité d'une fontion fait l'objet d'une question entière, il est impératif de rédiger trèsexpliitement, sans se ontenter de dire : � par les théorèmes généraux... � .Ainsi : La fontion x 7! �n(x�x0)2 dé�nie sur RR est une fontion polynomiale. Elle est don de lasseC1 sur R. De plus, la fontion exponentielle y 7! ey est de lasse C1 sur R. Par les règles de ompositionsde fontions de laase C1, fx0;n est de lasse C1, étant la omposition de deux fontions de lasse C1sur R.2. Il s'agit de montrer que pour tout x 2 R, la suite numérique (fx0;n(x))n2N onverge. Soit don x 2 R.Alors :� si x 6= x0, (x � x0)2 > 0, et don limninf � n(x� x0)2 = �1, puis limn!+1 fx0;n(x) = 0 ;� si x = x0, alors pour tout n 2 N, fx0;n(x0) = 1, don limn!+1 fx0;n(x0) = 1Ainsi, (fx0;n) onverge simplement vers la fontion fx0 nulle sur R n fx0g, et telle que fx0(x0) = 1.3. fx0 n'est évidemment pas ontinue en x0, puisque limx!x0+ fx0(x) = 0 6= 1 = fx0(x0):4. Soit n 2 N . La fontion fn est une somme �nie de fontions de lasse C1, elle est don de lasse C1.5. Soit x 2 R. D'après e qui préède, haque suite (fxi;n(x))n2N onverge, vers 0 si x 6= xi, et vers 1 six = x0. Les réels xi, i 2 [[1;m℄℄, étant deux à deux distints, et d'après les règles d'arithmétique des limites,on en déduit que (fn(x))n2N onverge vers 0 si x 62 fx1; : : : ; xmg, et onverge vers 1 si x 2 fx1; : : : ; xmg.Don (fn)n2N onverge simplement vers une fontion f égale à 0 en tout point de R, exeptés les pointsx1; : : : ; xm, où elle vaut 1. Cette fontion n'est évidemment pas ontinue aux di�érents points xi, leslimites à droite et à gauhe en es points étant 0, alors que f(xi) = 1.Partie II � Un ritère de ontinuité pour des séries de fontion1. Il fallait lire � uniformément onvergente � bien sûr.La di�érene fondamentale entre onvergene simple et oànvergene uniforme est que dans le as dela onvergene uniforme, le même entier N doit onvenir pour tous les réels x (de I bien sûr) : on auniformité de la vitesse de onvergene (d'où la terminologie).Montrons que (fx0;n)n2N n'est pas uniformément onvergente, don que :9" > 0; 8N > 0; 9x 2 R; 9n > N; jfn(x)� f(x)j > ":Au vu des questions suivantes (eh oui, il peut être intéressant de lire tout le sujet avant de répondre àune question, ela donne parfois des idées), 'est probablement au voisinage de x0 que la onvergeneuniforme va être ontredite, puisque 'est en e point que la limite simple n'est pas ontinue : prohe dex0, (fx0;n(x)) va rester trop longtemps prohe de 1 ; et ne pas tendre assez vite vers 0, l'amplitude de eomportement étant 1, on va prendre " = 12 .Soit alors N quelonque. On doit montrer qu'il existe x (qu'on hoisit di�érnent de x0) tel qu'il existen > N tel que jfn(x)� f(x)j > 12 . Or :jfn(x) � f(x)j > 12 () e�n(x�x0)2 > 12 () (x� x0)2 6 ln 2n () jx� x0j 6r ln 2n :1



On peut don hoisir n > N qulonque, et x tel que x 6= x0 et jx� x0j 6q ln 2n .Cela donne bien l'existene de x 2 R, et de n > N tel que jfn(x)� f(x)j > eps. Par onséquent, (fn)n2Nn'est pas uniformément onvergente.Remarquez qu'il est utile dans e type de raisonnements d'être à l'aise ave les règles élémentaires de lalogique ; il faut notamment savoir nier sans hésitation des propositions logiques.2. Si (fn)n2N onverge uniformément vers f , alors :8" > 0; 9N > 0; 8x 2 R; 8n > N; jfn(x) � f(x)j < ":Montrons la onvergene simple de (fn)n2N vers f . Soit don x 2 R. Il s'agit de montrer que (fn(x))n2Nonverge vers f(x). Soit " > 0, et N donné par la dé�nition de la onvergene uniforme ; alors pour touty 2 R, pour tout n > N , on a jfn(y) � f(y)j < ". Cei est vrai en partiulier pour y = x. Ainsi, on atrouvé N tel que pour tout n > N , jfn(x)� f(x)j < ". D'après la dé�nition de la limite des suites, on endéduit que (fn(x))n2N onverge vers f(x). Cei étant valable pour tout x 2 R, la suite (fn)n2N onvergesimplement vers f .Plus simplement e qu'on vient de faire se résume par une tautologie purement formelle :9N;8x; P (N; x) =) 8x; 9N;P (N; x):En e�et s'il existe un N onvenable indépendemment de x, alors, pour tout x, il existe un N onvenable(pas forément indépendant de x). La réiproque n'est bien sûr pas vraie, e qui est illustré ii parl'exemple (fx0;n)n2N d'une suite simplement onvergente, mais pas uniformément onvergente.3. Soit (x; y) 2 R2 et n 2 N . Alors, d'après l'inégalité triangulaire :jf(x)�f(y)j = jf(x)�fn(x)+fn(x)�fn(y)+fn(y)�f(y)j 6 jf(x)�fn(x)j+jfn(x)�fn(y)j+jfn(y)+f(y)j:4. Il était sous-entendu que (fn)n2N onverge uniformément vers f , et que les fn sont ontinues sur I .Soit x 2 O. Montrons que f est ontinue en x.Soit " > 0. D'après la dé�nition de la onvergene uniforme, il existe N tel que pour tout y 2 I , pourtout n > N , jfn(y)� f(y)j < "3 . Fixons une telle valeur de N , et hoisissons n > N quelonque. Alors,jfn(x)� f(x)j < "3 et 8y 2 I; jfn(y)� f(y)j < "3Deux des termes de la somme de la question préédente sont majorés. Le terme restant peut être majoréen utilisant la dé�nition de la ontinuité de fn en x : il existe � > 0 tel que pour tout y tel que jy�xj < �,jfn(x) � fn(y)j < "3 . Alors, pour tout y tel que jy � xj < �, on a :jf(x)� f(y)j 6 jf(x) � fn(x)j + jfn(x)� fn(y)j+ jfn(y) + f(y)j 6 "3 + "3 + "3 = ":Cela montre bien la ontinuité de f en x.Cei étant valide pour tout x 2 I , f est ontinue sur I .5. Supposons que P fn onverge normalement, et soit (an)n2N telle que dans la dé�nition.Montrons pour ommener que P fn onverge simplement. Soit x 2 R. Alors pour tout n 2 N, jfn(x)j 6an. CommeP an onverge, on déduit du théorème de omparaison des séries à termes positifs queP fn(x)onverge absolument, don onverge.Montrons que la onvergene est uniforme. La fontion limite est g : x 7! +1Pn=0 fn(x). Soit (gn)n2N lasomme partielle de ette série.Or, pour tout n 2 N, et tout x 2 I ,jgn(x)� g(x)j = ����� +1Xk=n+1 fk(x)����� 6 +1Xk=n+1 jfk(x)j 6 +1Xk=n+1 ak:Ce majorant a l'avantage de ne pas dépendre de x.2



Soit " > 0. Comme la sérieP an onverge, il existe N (indépendant de x, don) tel que pour tout n > N ,sum+1k=n+1ak < ". Ainsi, pour tout n > N , et tout x 2 I :jgn(x) � g(x)j < ":Ce N étant indépendant de x, on a, par dé�nition, onvergene uniforme de P fn.Conlusion : siP fn onverge normalement (e qui est assez simple à véri�er), et si les fn sont ontinues,alors la fontion +1Pn=0 fn est ontinue.Partie III � La fontion de Weierstraÿ : une fontion partout ontinue nulle part dérivable1. Soit b 2℄0; 1[. a doit être un entier impair tel que a > 1 + 32�b . Un tel entier existe toujours, puisquel'ensemble des entiers impairs est non borné.2. Tout d'abord, pour tout n 2 N et tout x 2 R, jbn os(an�x)j 6 bn.Or, P bn onverge, puisque b 2℄0; 1[. Ainsi, la somme dé�nissant f est normalement onvergente sur R,don uniformément onvergente (d'après II-5), don simplement onvergente (d'après II-2).3. On a vu dans la question préédente que la somme est normalement onvergente, don uniformémentonvergente. Chaque fontion x 7! bn os(an�x), n 2 N, étant ontinue sur R, on déduit de II � 4 que fest ontinue sur R.4. Soit x 2 R, h 2 R� et n 2 N.Soit fn : R ! R la fontion dé�nie pour tout x 2 R par fn(x) = bn os(an�x). Alors fn est déivable surR et : 8x 2 R; fn(x) = �(ab)n� sin(an�x) don: jfn(x)j 6 (ab)n�:D'après l'inégalité des aroissements �nis entre x et h, fn étant dérivable sur R :jfn(x+ h)� fn(x)j 6 jhj(ab)n�:Soit m 2 N� . En sommant ette inégalité sur n 2 [[0;m� 1℄℄, on obtient :m�1Xn=0 jfn(x + h)� fn(x)j 6 jhj�m�1Xn=0 (ab)n = jhj�((ab)m)� 1ab� 1 6 jhj�(ab)mab� 1 ;ar ab� 1 > 0 par hypothèse. Ainsi, en utilisant l'inégalité triangulaire :jSm(h)j = �����m�1Xn=0 fn(x+ h)� fn(x)h ����� 6 m�1Xn=0 jfn(x+ h)� fn(x)jjhj 6 �(ab)mab� 1 :5. Par dé�nition de la partie entière, amx� 12 < �m 6 amx+ 12 . Ainsi,�12 6 amx� �m < 12 don: � 12 6 �m 6 12 :Par onséquent, 12 6 1� �m 6 32 , don j1� �mj 6 32 . On en déduit que jhmj = j1��mjam 6 32am .6. (a) Le produit de deux nombres impairs est impair. Don le produit de n � m nombres impairs estimpair. L'entier a étant impair, on en déduit que an�m est impair. Ainsi, si �m + 1 est impair, leproduit an�m(�m+1) est enore impair (produit de deux nombres impairs). En revanhe, si �m+1est pair, son produit par n'importe quel nombre entier est enore pair, don an�m(�m +1) est pair.Ainsi, an�m(�m + 1) est de même parité que �m + 1.(b) Déidément, il y avanit de nombreuses erreurs dans l'énoné : il s'agissait de aluler os(�an(x+h)).On a : x+ hm = x+ 1� �mam = amx� �m + 1am = �m + 1am , par dé�nition de �m.Or os(�an(x + hm)) = os(an�m(� + 1)�). D'après la question préédente, an�m(�m + 1) est unentier de même parité que �+ 1, donos(�an(x+ hm)) = (�1)an�m(�+1) = (�1)�+1:3



() De la même manière, an�m étant impair, an�m�m est de même parité que �m. Ainsi,os(�an�m�m) = (�1)an�m�m = (�1)�m ; et sin(�an�m�m) = 0:(d) On en déduit queos(an�x) = os(�an�m(�m + �m))= os(�an�m�m) os(�an�m�m)� sin(�an�m�m) sin(�an�m�m)= (�1)�m os(�an�m�m):7. Il vient alors : Rm(hm) = 1hm +1Xn=m bn(os(an�(x + hm))� os(an�x))= 1hm +1Xn=m bn((�1)�m+1 � (�1)�m os(�an�m�m))= (�1)�m+1hm +1Xn=m bn(1 + os(�an�m�m)):8. Les termes de la série i-dessus sont positifs, ar pour tout y 2 R, 1 + os y > 0. Ainsi, la somme estsupérieure à son premier terme, obtenu pour n = m. Par onséquent :jRm(hm)j = 1jhmj +1Xn=m bn(1 + os(�an�m�m)) > 1jhmjbm(1 + os(��m)):Or, � 12 6 �m 6 12 , don os(��m) > 0. On en déduit que jRm(hm)j > bmjhmj = (ab)m1��m .Or, puisque � 12 6 �m 6 12 , on a : 12 6 1� �m 6 32 6 ab�1� , d'après l'hypothèse sur ab. Ainsi :jRm(hm)j > �(ab)mab� 1 :9. On a : ����f(x+ hm)� f(x)hm ���� = jSm(hm) +Rm(hm)j> jRm(hm)j � jSm(hm)j> (ab)m1� �m � �(ab)mab� 1 = (ab)m ab� 1� �(1� �m)(1� �m)(ab� 1)> (ab)m ab� 1� 3�2(1� �m)(ab� 1)> 2(ab)m3 � ab� �1 + 3�2 �ab� 1 ;puisque 1� �m 6 32 et est positif.10. (a) Par l'hypothèse sur ab, on a ab�(1+ 3�2 )ab�1 > 0 ; de plus, ab > 1, don limm!+1(ab)m = +1. Ainsi :limm!+1 ����f(x+ hm)� f(x)hm ���� = +1:(b) Puisque a > 1 (sinon on n'aurait pas ab > 1, puisque b < 1), (hm)m2N tend vers 0. Ainsi, le résultatpréédent ontredit le ritère séqueniel de la onvergene du taux d'aroissement en x lorsque htend vers 0. Ainsi f n'est pas dérivable en x.Le réel x ayant été hoisi quelonque, la fontion f (appelée fontion de Weierstraÿ), n'est dérivable en auunpoint de R, alors qu'elle est ontinue sur R. 4


