
Ly
ée Carnot Septembre 2005ECS 4 � MathématiquesA. Troes
h Corre
tion du Devoir Maison no 2 � Groupes, lemme des 
inqPartie I � Groupes.1. Exemples.(a) Il n'y a pas grand 
hose à véri�er : l'addition de Z est bien asso
iative et 
ommutative, 0 joue ler�le d'élément neutre puisque pour tout x 2 Z, x+ 0 = 0 + x = x, et l'inverse de x est �x, puisquex+ (�x) = (�x) + x = 0 = e. Ainsi Z est un groupe abélien.Je pourrais répéter exa
tement la même 
hose mot pour mot pour R et C . Ainsi, R et C sont desgroupes abéliens.(b) N n'est pas un groupe, 
ar l'existen
e de l'inverse fait défaut : En e�et, au
un entier n 2 N� n'admetd'inverse ; en e�et, si n admettait un inverse m 2 N on aurait : 0 = n+m > n > 0, puisque m > 0.D'où une 
ontradi
tion/(
) Là en
ore, il n'y a pas grand 
hose à véri�er. L'addition ainsi dé�nie est 
lairement asso
iative et
ommutative, 0 est l'élément neutre, et le seul élément 0 de f0g admet un opposé : lui-même.(d) Voilà qui est plus intéressant. Le groupe étant de petit 
ardinal, on peut véri�er toutes les propriétésvoulues à la main.� L'asso
iativité résulte des 
al
uls suivants :(0+0)+0=0+0=0 0+(0+0)=0+0=0(0+0)+1=0+1=1 0+(0+1)=0+1=1(0+1)+0=1+0=1 0+(1+0)=0+1=1(0+1)+1=1+1=0 0+(1+1)=0+0=0(1+0)+0=1+0=1 1+(0+0)=1+0=1(1+0)+1=1+1=0 1+(0+1)=1+1=0(1+1)+0=0+0=0 1+(1+0)=1+1=0(1+1)+1=0+1=1 1+(1+1)=1+0=1� La 
ommutativité est immédiate de par la dé�nition� 0 est l'élément neutre.� Tout élément a un opposé : 0 est l'opposé de lui-même, et de même 1 est l'opposé de lui-même.Par 
onséquent, Z=2Z est un groupe abélien.(e) � Asso
iativité. Soit (x; y; z) 2 (Z=nZ)3. Soit t = x .+ y. Ainsi, t � x + y mod n. Par 
onséquent,(x .+ y) .+ z � t+ z � x+ y+ z mod n (on utilise i
i l'asso
iativité dans Z). Puisque (x .+ y) .+ z 2[[0; n� 1℄℄, il en résulte que (x .+ y) .+ z est le reste de la division eu
lidienne de x+ y + z par n.On montre de même que x .+ (y .+ z) � x+ y+ z mod n, puis que x .+ (y .+ z) est aussi le reste dela division eu
lidienne de x+ y + z par n. Par 
onséquent, (x .+ y) .+ z = x .+ (y .+ z)� La 
ommutativité résulte immédiatement de la 
ommutativité de l'addition de Z.� 0 est 
lairement l'élément neutre.� Si x = 0, il est opposé de lui-même. Soit x 2 [[1; n�1℄℄. L'entier n�x est alors élément de [[1; n�1℄℄,et puisque x + (n � x) = n, on obtient : x .+ (n � x) = 0. Ainsi, n � x est l'opposé de x. Toutélément admet don
 un opposé.Cela montre que Z=nZ est un groupe abélien.(f) (R� ;+) n'est pas un groupe : il ne possède pas d'élément neutre. En e�et, pour tout x 6= 0, et touty 2 R� , x+ y 6= y, et x n'est don
 pas un neutre.(R� ;�) en revan
he est un groupe : la multipli
ation dans R� est asso
iative, 
ommutative, 1 est unneutre, tout x 2 R� admet un opposé x�1 = 1x .Ainsi, (R� ;�) est bien un groupe, et il est abélien.(g) Pareil ! 1



(h) Erratum : il fallait 
onsidérer l'ensemble SE des bije
tions de E dans lui-même ! Sinon les élémentsne sont bien sûr pas inversibles.SE est un groupe. En e�et, la 
omposition est asso
iative, on dispose d'un neutre (la fon
tionidentité idE), et tout f 2 SE admet un inverse, à savoir la fon
tion ré
iproque f�1.Le groupe SE n'est bien sûr pas abélien en général : la 
omposition n'est pas 
ommutative. Parexemple, soit E = f1; 2; 3g, et soit f dé�nie par f(1) = 2, f(2) = 1 et f(3) = 3, et g dé�nie parg(1) = 1, g(2) = 3 et g(3) = 2. Alors g Æ f 6= f Æ g. En e�et g Æ f(1) = 3 alors que f Æ g(1) = 2.Remarquez que pour montrer qu'une propriété est fausse, on 
her
he un 
ontre-exemple.C'est la seule façon rigoureuse de faire.2. � Asso
iativité : soit (g; h), (g0; h0) et (g00; h00) trois éléments de G�H . Alors :[(g; h) � (g0; h0)℄ � (g00; h00) = (g � g0; h � h0) � (g00; h00) = ((g � g0) � g00; (h � h0) � h00):De la même façon, (g; h) � [(g0; h0) � (g00; h00)℄ = (g � (g0 � g00); h � (h0 � h00):Comme les lois de G et de H sont asso
iatives, on en déduit que :[(g; h) � (g0; h0)℄ � (g00; h00) = (g; h) � [(g0; h0) � (g00; h00)℄ :� Élément neutre : soit 1G et 1H les éléments neutres de G et H . Alors (1G; 1H) est élément neutre deG�H . En e�et, soit (g; h) 2 G�H , alors :(g; h) � (1G; 1H) = (g � 1G; h � 1H) = (g; h); et (1G; 1H) � (g; h) = (1G � g; 1H � h) = (g; h):� Inverse : soit (g; h) 2 G � H). Cet élément admet un inverse dans G �H , donné par (g�1; h�1). Ene�et :(g; h)�(g�1; h�1) = (g�g�1; h�h�1) = (1G; 1H); et (g�1; h�1)�(g; h) = (g�1�g; h�1�h) = (1G; 1H):� Commutativité : si G et H sont abéliens, soit (g; h) et (g0; h0) deux éléments de G�H . Alors :(g; h) � (g0; h0) = (g � g0; h � h0) = (g0 � g; h0 � h) = (g0; h0) � (g; h):3. Soit G un groupe, et soit H � G un sous-ensemble de G.(a) Supposons que le sous-ensemble H � G du groupe G véri�e les trois 
onditions. Alors, la stabilitéde H par la loi de G permet de restreindre la loi de G en une loi sur H (
'est-à-dire une appli
ationde H �H vers H).� Cette loi est asso
iative, 
omme 
onséquen
e immédiate de l'asso
iativité de la loi de G.� Le neutre 1 de G est dans H . En e�et, H est non vide. Il existe don
 x 2 H . Mais alors x�1 2 H ,et par stabilité, x � x�1 2 H , don
 1 2 H . Le neutre 1 de G est 
lairement aussi neutre pour H .� La stabilité de H par passage à l'inverse fournit la troisième propriété requise pour les groupes.Ainsi, H est un groupe.(b) On 
onsidère la loi + de R.� Tout d'abord Z� R ;� Z est non vide, puisque 0 2 Z ;� pour tout x; y 2 Z, x+ y 2 Z ;� si x 2 Z, alors �x 2 Z.Par 
onséquent, Z est un sous-groupe de R.(
) � Tout d'abord, nZ� Z ;� nZ est non vide, puisqu'il 
ontient 0 ;� soit x; y 2 nZ. Alors x � 0 mod n et y � 0 mod n, don
 x + y � 0 mod n, et par 
onséquentx+ y 2 nZ ;� soit x 2 nZ. Alors x � 0 mod n, et par 
onséquent �x � 0 mod n, don
 �x 2 nZ.Ainsi, d'après (3a), nZ est un sous-groupe de Z.(d) � On a S1 � C ;� 1 2 S1, don
 S1 n'est pas vide.� Si z1 et z2 sont dans S1, alors jz1z1j = jz1j � jz2j = 1 � 1 = 1. Ainsi, z1z2 est dans S1.� Si z1 2 S1, alors z1 6= 0, et jz�11 j = jz1j�1 = 1:. Don
 z�11 2 S1.Ainsi, S1 est un sous-groupe de (C � ;�). 2



(e) On l'a déjà montré dans (3a). Le but de la question était juste de bien vous faire remarquer 
e point.(f) On va montrer que H \K est un sous-groupe de G. J'utilise une notation multipli
ative.� H \G est non vide puisque 1 2 H et 1 2 K, don
 1 2 H \K.� Soit x; y 2 H \K. Alors x; y 2 H , et 
omme H est un groupe, x � y 2 H . De même, x � y 2 K.Don
 x � y 2 H \K.� Soit x 2 H \K. Alors x 2 H , et 
omme H est un groupe, x est inversible dans H , 
'est-à-direx�1 2 H . De même, x�1 2 K. Ainsi, x�1 2 H \K.On en déduit que H \K est un sous-groupe de G.(g) En revan
he, H [K n'a au
une raison d'être un sous-groupe. Considérez par exemple 2Z[ 3Z. Ce
in'est pas un sous-groupe de Z, puisqu'il n'est pas stable par l'addition : par exemple, 2 + 3 = 5 622Z[ 3Z.Partie II � Morphismes de groupes1. En prenant x = y = 1G, on obtient : f(1G) � f(1G) = f(1G � 1G) = f(1G). Or, H étant un groupe, f(1G)est inversible dans H . Ainsi,f(1G)�1 � f(1G) � f(1G) = f(1G)�1 � f(1G); soit : 1H � f(1G) = 1H ; soit : f(1G) = 1H :2. On 
ommen
e par montrer que Ker(f) est un sous-groupe de G :� Par dé�nition, Ker(f) � G ;� Ker(f) est non vide, puisqu'il 
ontient 1G, d'après la question pré
édente ;� Soit x; y 2 Ker(f). Alors f(xy) = f(x)f(y) = 1H � 1H = 1H . Don
 xy 2 Ker(f).� Soit x 2 Ker(f). Alors f(x�1) � f(x) = f(x�1 � x) = f(1G) = 1H . Ainsi :f(x�1) = f(x�1) � f(x) � f(x)�1 = 1H � f(x)�1 = 1H � 1�1H = 1H :Don
 x�1 2 Ker(f).On en déduit que Ker(f) est un sous-groupe de G.Étudions maintenant Im(f).� Par dé�nition, Im(f) � H ;� Im(f) est non vide, puisqu'il 
ontient 1H , d'après la question pré
édente (image de 1G) ;� Soit y; y0 2 Im(f). Alors, il existe x et x0 dans G tels que f(x) = y et f(x0) = y0. On en déduit quef(xx0) = f(x)f(x0) = yy0. Don
 yy0 2 Im(f).� En�n, si y 2 Im(f), il existe x tel que f(x) = y ; alors :f(x�1)y = f(x�1)f(x) = f(x�1x) = f(1G) = 1H ;et de même yf(x�1) = 1H . Ainsi, y�1 = f(x�1), et par 
onséquent, y�1 2 Im(f).On en déduit que Im(f) est un sous-groupe de H .3. Exemples (attention, dans la plupart des exemples, les groupes sont additifs, et le neutre est 0 et non 1)(a) � f est un homomorphisme : Soit m;m0 2 Z. Alors :f(m+m0) = n � (m+m0) = n �m+ n �m0 = f(m) + f(m0):� Noyau : f(m) = 0 est équivalent à n � m = 0. Deux 
as se produisent : si n = 0, alors l'égalitéest véri�ée pour tout m 2 Z, et Ker(f) = Z ; sinon, n �m = 0 si et seulement si m = 0, et don
Ker(f) = 0.� Image : y 2 Im(f) si et seulement si il existe m tel que y = n �m, 
'est-à-dire si et seulement si yest divisible par n. Ainsi, Im(f) = nZ.(b) � f est un homomorphisme : Soit m;m0 2 Z. Alors f(m) � m mod n et f(m0) � m0 mod n,d'où f(m) + f(m0) � m+m0 mod n. D'autre part, f(m) .+ f(m0) � f(m) + f(m0) mod n, d'où�nalement : f(m) .+ f(m0) � m+m0 mod n:D'un autre 
oté, on a aussi f(m + m0) � m + m0 mod n. Ainsi, f(m + m0) � f(m) .+ f(m0)mod n, et 
omme ils sont tous deux éléments de f0; : : : n� 1g par dé�nition, on obtient l'égalité :f(m+m0) = f(m) .+ f(m0): 3



� Noyau : Soit m 2 Z. f(m) = 0 si et seulement si le reste de la division eu
lidienne de m par n est0, don
 si et seulement si m est divisible par n. Ainsi, Ker(f) = nZ.� Image : Pour tout m 2 f0; : : : ; n� 1g = Z=nZ, f(m) = m, et don
 m 2 Im(f). PAr 
onséquent,Im(f) = Z=nZ.(
) � f est un homomorphisme : soit x; y 2 R. Alors f(x+ y) = ex+y = ex � ey = f(x)f(y).Remarquez qu'i
i, on a une loi additive pour le groupe de départ, et une loi multipli
ative pour legroupe d'arrivée.� Noyau : Le neutre de (R� ;�) étant 1, il faut étudier f�1(1). Un réel x appartient à Ker(f) si etseulement si ex = 1, don
 si x = 0. Ainsi, Ker(f) = f0g.� Image : La fon
tion exponentielle est 
roissante, de limites 0 et +1 en �1 et +1. Ainsi, d'aprèsle théorème des valeurs intermédiaires (l'exponentielle est 
ontinue !), R�+ � Im(f). Puisque pourtout x 2 R, ex > 0, on a aussi Im(f) � R�+ . Don
 Im(f) = R�+ .(d) Un dernier exemple !� f est bien à valeurs dans S1, et f est un homomorphisme ; on fait à nouveau la remarque que loiloi du groupe d'arrivée est multipli
ative. Soit x; y 2 R. Alorsf(x+ y) = ei(x+y) = eixei y = f(x)f(y):� Noyau : Nous avons à résoudre l'équation eix = 1, dont les solutions sont les multiples de 2�.Ainsi, Ker(f) = 2�Z.� Image : Soit z 2 S1. On utilise la notation exponentielle de z : il existe r et � tels que z = rei �.r est le module de z, don
 r = 1. Ainsi, z = ei � = f(�). Don
 z 2 Im(f). On en déduit queIm(f) = S1.4. (a) Cas de la surje
tivité. Si f est surje
tive, par dé�nition : 8x 2 H; 9y 2 G; f(y) = x.On en déduit que Im(f) = H:Ré
iproquement, si Im(f) = H , pour tout y 2 H , on a y 2 Im(f), don
 il existe x 2 H tel quef(x) = y, 
e qui montre la surje
tivité.(b) Cas de l'inje
tivité. Si f est inje
tive, alors jf�1(1H)j 6 1. Comme 1G 2 f�1(1H), on en déduit que :Ker(f) = f�1(1H) = f1Gg:Ré
iproquement, si Ker(f) = f1Gg, soit x; y tels que f(x) = f(y). Alors, puisque f est un homomor-phisme, f(xy�1) = 0. Ainsi, xy�1 2 Ker(f), puis xy�1 = 1G, soit x = y. Cela prouve l'inje
tivité def .5. Sont inje
tifs : (3a) (si n 6= 0), (3
).Sont surje
tifs : (3a) (si n = 1), (3b), (3d)Au
un n'est bije
tif.6. Soit G un groupe (additif), de neutre 0G. On 
onsidère le groupe 0 de la question I-1
.(a) S'il existe un morphisme f : 0 ! G, il véri�e f(0) = 0G. Comme 0 est le seul élément du groupenul, 
ette relation détermine entièrement f . Ré
iproquement, 
e
i dé�nit de manière évidente unhomomorphisme. Ainsi, il existe un unique homomorphisme de 0 vers G.Son noyau est lui-même f0g, et sa seule image étant 0G, son image est Im(f) = f0Gg.Ce morphisme est don
 inje
tif, mais pas surje
tif, sauf si G = 0. Il n'est don
 un isomorphisme quesi G = 0.(b) S'il existe un morphisme f : G! 0, pour tout x 2 G, f(x) 2 0, don
 f(x) = 0. Ainsi, il n'y a qu'unefaçon de dé�nir f . Ré
iproquement, 
ela dé�nit bien un homomorphisme (immédiat !). Don
 il existeun unique homomorphisme f : G! 0.La seule image possible d'un élément de G est 0, don
 Im(f) = f0g. De plus, pour tout x 2 G,f(x) = 0, don
 Ker(f) = G.Il en résulte que f est surje
tive, et n'est inje
tive que lorsque G = 0. Dans 
e 
as et seulement dans
e 
as, f est un isomorphisme.7. Soit x; y 2 G. Alors :g Æ f(xy) = g(f(xy)) = g(f(x)f(y)) = g(f(x))g(f(y)) = g Æ f(x)g Æ f(y):Don
 g Æ f est un homomorphisme. 4



Partie III � Suites exa
tes1. Soit i 2 [[1; n� 2℄℄.� Supposons que fi+1 Æ fi = 0. Soit y 2 Im(fi). Alors il existe x 2 Gi tel que fi(x) = y. Ainsi :fi+1(y) = fi+1(fi(x)) = fi+1 Æ fi(x) = 0:Don
 y 2 Ker(fi+1). Ainsi, Im(fi) � Ker(fi+1).� Ré
iproquement, si Im(fi) � Ker(fi+1), soit x 2 Gi. Alors :fi+1 Æ fi(x) = fi+1(fi(x)) = 0;
ar fi(x) 2 Im(fi), don
 fi(x) 2 Ker(fi+1).2. (a) Si 0 �! G f�! H est une suite exa
te, alors Ker(f) = Im(0) = 0. Don
 f est inje
tive. Ré
iproque-ment, si f est inje
tive, alors Ker(f) = 0 = Im(0).(b) Si G f�! H �! 0 est une suite exa
te, alors Im(f) = Ker(0) = H , don
 f est surje
tive. Ré
ipro-quement, si f est surje
tive, Im(f) = H = Ker(0).3. � Tout d'abord, le morphisme Z �n�! Z est inje
tif (question II-5). Ainsi, 
ela fournit l'exa
titude de lasuite 0 �! Z �n�! Z.� L'image de Z �n�! Z est nZ (question II-3a), et le noyau de Z�! Z=nZ est nZ aussi (question II-3b),d'où l'exa
titude de la suite Z �n�! Z�! Z=nZ.� Le morphisme Z�! Z=nZ est surje
tif (question II-5), d'où l'exa
titude de Z�! Z=nZ�! 0Ainsi, la suite 0 �! Z �n�! Z�! Z=nZ�! 0 est une suite exa
te.4. On véri�e d'abord que f et g sont des homomorphismes :f(0 + 1) = f(1 + 0) = f(1) = 2 = f(0) + f(1) = f(1) + f(0);f(0 + 0) = f(0) = 0 = f(0) + f(0);f(1 + 1) = f(0) = 0 = f(1) + f(1):D'autre part, g asso
ie la parité : g(x) vaut 0 si x est pair, et 1 si x est impair. Le respe
t de l'addition parg provient alors des règles usuelles de parité des sommes. Montrons maintenant que la suite est exa
te.� f est inje
tive. En e�et, si x 6= y, alors x = 0 et y = 1, ou l'inverse. Supposons x = 0 et y = 1,l'autre 
as étant similaire. Alors f(x) = 0 et f(y) = 2, don
 f(x) 6= f(y). Ainsi, f est inje
tive, et0 �! Z=2Z f�! Z=4Z est exa
te.� L'image de f est f0; 2g, et le noyau de g est aussi 
lairement f0; 2g, d'où l'exa
titude de la suiteZ=2Z f�! Z=4Z g�! Z=2Z.� g est 
lairement surje
tive, d'où l'exa
titude de Z=4Z g�! Z=2Z�! 0Ainsi, la suite 0 �! Z=2Z f�! Z=4Z g�! Z=2Z�! 0 est exa
te.5. Remarquez pour 
ommen
er que f et g sont des homomorphismes :en e�et : 8(x; y) 2 G2; f(xy) = (xy; 1H) = (x; 1H)(y; 1H) = f(x)f(y),et de même : 8((x; y); (x0; y0)) 2 (G�H)2; g((x; y)(x0; y0)) = g(xx0; yy0) = yy0 = g(x; y)g(x0; y0).G �! G�H est inje
tive et G�H �! H est surje
tive. Il su�t don
 de s'assurer que Ker(g) = Im(f).Or : 8x 2 G; f(x) = (x; 1H); don
 Im(f) = G� f1Hg:De plus : Ker(g) = f(x; y) 2 G�H j g(x; y) = 1H ; i.e. y = 1Hg = G� f1Hg:Ainsi, Ker(g) = Im(f). Cela montre l'exa
titude au 
entre de la suite.Ainsi, 0 �! G f�! G�H g�! H �! 0 est une suite exa
te.Partie IV � Lemme des quatre, lemme des 
inq.1. Lemme des 
inq, version faible.0 // A� �� f // B��� g // C //
�� 00 // A0 f 0 // B0 g0 // C 0 // 0;5



(a) On suppose que � et 
 sont inje
tives. Soit x 2 Ker(�). Alors �(y) = 0, don
 g0 Æ �(y) = 0. Enutilisant la 
ommutativité du deuxième 
arré, 
 Æ g(y) = g0 Æ �(y) = 0. Comme 
 est inje
tive, 
elaimplique g(y) = 0. Don
 y 2 Ker(g) = Im(f) (exa
titude de la suite). Ainsi, il existe y 2 A tel quef(y) = x. Alors, 0 = �(x) = � Æ f(y) = f 0 Æ �(y) (
ommutativité du deuxième 
arré). Comme f 0et � sont inje
tive (exa
titude + hypothèse), f 0 Æ � est inje
tive, et l'égalité f 0 Æ �(x) = 0 impliquex = 0. Ainsi, Ker(�) = f0g, 
e qui montre l'inje
tivité de �.(b) Supposons que � et 
 sont surje
tives. Montrons que � est surje
tive. Soit y 2 B0. Comme g et 
sont surje
tives, il existe x 2 B tel que 
 Æ g(x) = g0(y). Ainsi,g0(y � �(x)) = g0(y)� g0 Æ �(x) = g0(y)� 
 Æ g(x) = g0(y)� g0(y) = 0(on a utilisé la 
ommutativité du deuxième 
arré). Don
 y� �(x) 2 Ker(g0) = Im(f 0). Il existe don
z 2 A0 tel que f 0(z) = y � �(x). De plus, � étant surje
tive, il existe t 2 A tel que �(t) = z. Alorsf 0 Æ �(t) = y � �(x), et par 
ommutativité du premier 
arré, �(f(t)) = y � �(x). On en déduit quey = �(x + f(t)). Ainsi, y 2 Im(�). L'homomorphisme � est don
 surje
tif.(
) On applique simultanément les deux questions pré
édentes : � et 
 sont inje
tives, don
 � estinje
tive ; � et 
 sont surje
tives, don
 � est surje
tive. Ainsi, � est bije
tive.2. Lemme des quatre. A� �� f // B� �� g // C h //
�� DÆ��A0 f 0 // B0 g0 // C 0 h0 // D0;(a) Supposons � et Æ inje
tive, et � surje
tive. Alors, soit x 2 Ker(
). On a alors Æ Æ h(x) = h0 Æ 
(x) =h0(0) = 0, et don
, puisque Æ est inje
tive, h(x) = 0. Ainsi, x 2 Ker(h) = Im(g). Il existe don
 y 2 Btel que g(y) = x.Alors g0 Æ �(y) = 
 Æ g(y) = 
(0) = 0. Ainsi, �(y) 2 Ker(g0) = Im(f 0). Il existe don
 z 2 A0tel que f 0(z) = �(y). De plus, � étant surje
tive, il existe t 2 A tel que �(t) = z. On en déduitque � Æ f(t) = f 0 Æ �(t) = f 0(z) = �(y). Comme � est inje
tive, il en résulte que y = f(t), puisx = g(y) = g Æ f(t).Souvenons-nous que Ker(g) = Im(f), et don
 que g Æ f = 0. Ainsi, x = g Æ f(t) = 0. Par 
onséquent,Ker(
) = f0g, et 
 est inje
tive !(b) Supposons � et 
 surje
tives et Æ inje
tive. Soit x 2 B0. Comme 
 est surje
tive, il existe y 2 C telque 
(y) = g0(x). Alors Æ Æ h(y) = h0 Æ 
(y) = h0 Æ g0(x) = 0 (
ar h0 Æ g0 = 0). Comme Æ est inje
tive,
ela implique que h(y) = 0. Ainsi, y 2 Ker(h) = Im(g). Il existe don
 z 2 B tel que g(z) = y.Alors : g0 Æ �(z) = 
 Æ g(z) = 
(y) = g0(x). Ainsi, g0(x � �(z)) = 0. Il en résulte que x � �(z) 2Ker(g0) = Im(f 0). Don
, il existe t 2 A0 tel que f 0(t) = x � �(z) ; � étant surje
tive, il existe u 2 Atel que �(u) = t.Alors : � Æ f(u) = f 0 Æ �(u) = f 0(t) = x� b(z). On en déduit que x = �(f(u) + z), don
 x 2 Im(�),
e qui montre que � est surje
tive. Ouf !3. Lemme des 
inq, version forte.A� �� f // B� �� g // C h //
�� DÆ�� k // E"��A0 f 0 // B0 g0 // C 0 h0 // D0 k0 // E0;(a) Comme � est surje
tive, et � et Æ inje
tives, la question (2a) amène l'inje
tivité de 
Comme " inje
tive et � et Æ surje
tives, la question (2b) amène la surje
tivité de �.Ainsi, � est un isomorphisme.(b) La raisonnement pré
édent montre que pour que 
 soit inje
tive, il su�t que � soit surje
tive et �et Æ inje
tives ; pour que 
 soit surje
tive, il su�t que " soit inje
tive, et � et Æ surje
tives.(
) Ainsi, pour que 
 soit un isomorphisme, il su�t que � et Æ soient des isomorphismes, que � soitsurje
tive et que " soit inje
tive.(d) La version faible du lemme des 
inq est le 
as parti
ulier ou A = A0 = 0 et E = E0 = 0. Dans 
e
as � et " sont les homomorphismes nuls de 0 vers 0, et sont don
 inje
tifs et surje
tifs. La versionfaible du lemme des 
inq résulte alors dire
tement de la version forte.6


