
Ly
ée Carnot Mai 2006ECS 4 � MathématiquesA. Troes
h Corre
tion du Devoir Maison no 20Exer
i
e 1 � Étude détaillée d'une fon
tionSoit f : x 7! (x� 1)2x+ 1 .1. f est dé�nie en tout point en lequel x+ 1 ne s'annule pas, don
 sur R n f�1g.Sur 
e domaine, f est dérivable en tant que 
omposé et quotient de fon
tions dérivables, et :8x 2 R n f�1g; f 0(x) = 2(x� 1)(x+ 1)� (x� 1)2(x + 1)2 = (x� 1)(x+ 3)(x+ 1)2 :De plus, les limites aux bords du domaine sont :� En �1, f(x) ��1 x2x = x, don
 limx!�1 f(x) = �1 et limx!+1 f(x) = +1.� En �1� : x+1 tend vers 0, et f est négatif au voisinage à gau
he de �1. Don
 limx!�1� f(x) = �1.� En �1+ : de même, limx!�1� f(x) = +1.De plus f(�3) = �8 et f(1) = 0. On obtient don
 le tableau de variations suivant :xf 0(x)f(x) �1 +1�3 �1 1+ � � +0 0�1 �8 �1 +1 0 +1
2. La droite y = �1 est une asymptote verti
ale, au voisinage de �1 en �1� et de +1 en �1+.De plus, f(x) ��1x. Don
 la droite y = x est une dire
tion asymptotique (
e qui ne signi�e pas qu'elle estasymptote, ni même qu'il existe une asymptote). Une droite asymptote en +1, si elle existe, est don
d'équation y = x+ b. De plus,8x 2 R n f�1g; f(x)� x = (x � 1)2 � x(x + 1)x+ 1 = �2x+ 1� xx+ 1 = 1� 3xx+ 1 :Ainsi, lim�1 f(x)� x = lim+1 f(x)� x = �3. On en déduit que la droite d'équation y = x� 3 est asymptoteà la 
ourbe représentative de f en �1 et en +1. Par ailleurs :8x 2 R n f�1g; f(x)� x+ 3 = 1� 3x+ 3x+ 3x+ 1 = 4x+ 1 :Cette expression est négative si x < �1 et positive si x > �1. Ainsi, la 
ourbe représentative de f estau-dessous de son asymptote y = x� 3 sur l'intervalle ℄�1;�1[, et au-dessus sur l'intervalle ℄� 1;+1[.3. Les points d'in�exion annulent la dérivée se
onde. Cher
hons don
 les zéros de la dérivée se
onde, pourtrouver les 
andidats à être points d'in�exions. La fon
tion f 0 est dérivable sur R n f�1g, et :8x 2 R n f�1g; f 00(x) = (2x+ 2)(x+ 1)� 2(x� 1)(x+ 3)(x + 1)3 = 4x+ 2� 4x+ 6(x+ 1)3 = 8(x + 1)3Ainsi, f 00 ne s'annule pas sur R n f�1g. Don
 f n'admet pas de point d'in�exion.1



4. Le signe de f 00 est négatif sur ℄ �1;�1[ et positif sur ℄� 1;+1[. Don
 f est 
on
ave sur ℄�1;�1[ et
onvexe sur ℄� 1;+1[.5. On obtient le tra
é suivant (attention, les é
helles ne sont pas les mêmes sur les deux axes) :
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Exer
i
e 2 � Étude d'une suite dé�nie par ré
urren
eSoit f : R ! R la fon
tion dé�nie pour tout x 2 R par f(x) = 12 Ar
tanx, et (un)n2N la suite dé�nie par laré
urren
e suivante : u0 = 1 et 8n 2 N; un+1 = f(un):1. La fon
tion f est dé�nie sur R dérivable sur R, et de dérivée :8x 2 R; f 0(x) = 12(1 + x2)Ainsi, pour tout x 2 R, jf 0(x)j 6 12 . D'après l'inégalité des a

roissements �nis, pour tout x et y réels, ona don
 : jf(x)� f(y)j 6 12 jx� yj:Soit n 2 N� . Appliquons l'inégalité pré
édente à x = un et y = un�1. Ainsi :jun+1 � unj = jf(un)� f(un�1)j 6 12 jun � un�1j:Cette utilisation de l'IAF pour les suites dé�nies par ré
urren
e est ar
hi-
lassique ; il fautabsolument retenir 
ette méthode.2. On en déduit que pour tout n 2 N , jun+1 � unj 6 12n ju1 � u0j.Or,P 12n ju1 � u0j est une série géométrique de raison 12 , don
 
onvergente. On déduit alors du théorèmede 
omparaison des séries à termes positifs queP jun+1�unj 
onverge, don
 queP (un+1 � un) 
onvergeabsolument. La 
onvergen
e de 
ette dernière série équivaut à la 
onvergen
e de la suite (un)n2N. Don
(un)n2N 
onverge. 2



3. L'énon
é semble ne pas 
oller pour les premières valeurs. On 
her
he où est l'erreur.On 
al
ule le reste de la série pré
édente :8n 2 N� ; ����un � limn!+1un���� = �����+1Xk=n(uk+1 � uk)����� 6 +1Xk=n juk+1 � ukj 6 +1Xk=n 12k ju1 � u0j = 12n�1 ju1�u0j = 1� �82n�1 :Or, le seul point �xe de f est 0 (
ar f est 
on
ave sur R+ , don
 sous la tangente y = x2 , don
 pour toutx > 0, f(x) 6 x2 < x, et de même sur R� ). Comme f est 
ontinue, (un)su 
onverge vers un point �xede f , don
 vers 0. De plus, R+ est un intervalle stable par f , don
 pour tout n 2 N, un > 0. Ainsi, onobtient : 8n 2 N� ; 0 6 un 6 1� �82n�1 :Voilà. Le 
on
epteur de l'énon
é (moi...) avait oublié le fa
teur 12 dans le 
al
ul de u1 !4. On a majoré le terme positif un par le terme général d'une série géométrique 
onvergente, don
 Pun
onverge, et : +1Xn=0un 6 u0 + �1� �8� +1Xn=1 12n�1 = 1 + 2�1� �8� = 3� �4 :Problème � Polyn�mes de T
heby
hev : le retourLe but de 
et exer
i
e est d'étudier quelques propriétés analytiques des polyn�mes de T
heby
hev. On rappelleque les polyn�mes de T
heby
hev sont les polyn�mes Pn, n 2 N, dé�nis par la relation de ré
urren
e suivante :( P0 = 1; P1 = X ;Pn+1 = 2XPn � Pn�1 pour tout n > 2.1. Révisions : voir un DM antérieur. À savoir faire impérativement !2. Étude des ra
ines de Pn et P 0n.(a) Les ra
ines dans [�1; 1℄ sont de la forme r = 
os(�), pour une 
ertaine valeur � 2 [0; �℄ (un intervallesur lequel 
os est une bije
tion sur [�1; 1℄). Ainsi,0 = Pn(r) = Pn(
os(�)) = 
os(n�):Nous avons don
 à résoudre l'équation en � : 
os(n�) = 0. Les solutions de 
ette équation sontn� = �2 + k� soit � = �2n + kn � �; k 2 NAinsi les solutions dans l'intervalle [0; �℄ sont :� �2n; 3�2n; 5�2n; : : : ; (2n� 1)�2n � :Les ra
ines de Pn dans l'intervalle [�1; 1℄ sont don
 :�
os� �2n� ; 
os�3�2n� ; : : : ; 
os� (2n� 1)�2n �� :(Attention, 
os étant dé
roissant sur [0; �℄, elles sont rangées en ordre dé
roissant). Cela fournit nra
ines distin
tes de Pn. Comme Pn est de degré n, il a au plus n ra
ines. Ce sont don
 là toutes lesra
ines de Pn. 3



(b) Appelons pour simpli�er r1 < � � � < rn les n ra
ines (distin
tes) de Pn. Soit k 2 [[ 1; n � 1 ℄℄ . Alors,on peut appliquer le théorème de Rolle appliqué sur l'intervalle [rk; rk�1℄, 
ar Pn est 
ontinue sur
et intervalle, dérivable sur l'intervalle ouvert 
orrespondant, en tant que fon
tion polynomiale. Ilexiste don
 sk 2℄rk ; rk+1[ tel que P 0n(sk) = 0. Cela fournit n� 1 ra
ines de P 0n(sk) (on a bien dé�nides réels sk distin
ts deux à deux, puisqu'ils sont dans les intervalles ouvert ℄rk ; rk+1[). Comme P 0nest de degré n� 1, il admet au plus n� 1 ra
ines. L'ensemble fs1; : : : ; sn�1g fournit don
 toutes lesra
ines de P 0n. Par 
onstru
tion, 
es ra
ines sont toutes dans [�1; 1℄, et même dans ℄� 1; 1[.(
) Ainsi, les ra
ines de P 0n sont de la forme sk = 
os(�k), ave
 �k 2 [0; �℄, et même �k 2℄0; �[. De plus,soit fn(�) = Pn(
os(�)). Alors f 0n(�) = � sin(�)P 0n(
os(�)):Comme sin(�) ne s'annule pas sur ℄0; �[, on en déduit que pour � 2℄0; �[, � est ra
ine de f 0n si etseulement si 
os(�) est ra
ine de P 0n. Par 
onséquent, pour trouver les ra
ines (sous la forme 
os(�))de P 0n, il su�t de trouver les ra
ines de f 0n. Or, la question 1
 donne une autre expression de fn :fn(�) = 
os(n�); d'où f 0n(�) = �n sin(n�):Ainsi, les ra
ines de f 0n sont (si n 6= 0) :��n; 2�n ; : : : ; (n� 1)�n �Par 
onséquent, les ra
ines de P 0n sont (également rangées en ordre dé
roissant) :�
os��n� ; 
os�2�n � ; : : : ; 
os� (n� 1)�n ��On savait déjà qu'on obtient ainsi toutes les ra
ines de P 0n. Une petite véri�
ation ne fait toutefoisjamais de mal : on a bien n� 1 ra
ines, et elles sont bien réparties entre les ra
ines de Pn.Remarque : Ce raisonnement est faux pour n = 0, d'ailleurs, le résultat lui-même est faux : dans 
e
as, P 00 = 0 don
 tout élément de R est ra
ine de P 00.(d) Les extremas de Pn sont obtenus aux valeurs annulant la dérivée P 0n, 
'est-à-dire aux points 
os �k�n �,pour k 2 [[ 1; n� 1 ℄℄ . Or, pour une telle valeur de k, d'après la question ?? :Pn �
os�k�n �� = 
os (k�) = (�1)kAttention, 
omme les ra
ines de P 0n étaient rangées en ordre dé
roissant, le premier extremum ren-
ontré est (�1)n�1 et non (�1)�1. Ainsi, Pn dé
roît de +1 à �1 (si n est pair) ou 
roît de �1 à1 (si n est impair), puis os
ille entre �1 et 1 ; le dernier extremum ren
ontré est �1 (quelque soit laparité de n), et Pn 
roît à partir de là jusqu'à +1.(e) Je me dispense des tableaux de variation. La des
ription 
i-dessus est su�sante.
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3. (a) Q est 
ontinue sur [�1; 1℄, 
ar 
'est une fon
tion polynomiale. Ainsi, jQj est 
ontinue sur un intervallefermé borné : jQj est don
 borné sur 
et intervalle, et y atteint ses bornes. En d'autre terme, Q admetun minimum et un maximum sur [�1; 1℄. D'où l'existen
e de M(Q) = maxjxj61 jQ(x)j.(b) i. Qn(1) = Pn(1)� 2n�1Q(1) = 1� 2n�1Q(1) > 0, 
ar Q(1) 6M(Q) < 12n�1 :ii. Qn(�1) = Pn(�1) � 2n�1Q(�1) = (�1)n � 2n�1Q(�1). Ainsi, Qn(�1) > 0 si n est pair, etQn(�1) < 0 si n est impair. La raison : jQ(�1)j 6M(Q) < 12n�1 :iii. De même, aux extréma sk, k 2 f1; : : : ; k � 1g :Qn(sk) = Pn(sk)� 2n�1Q(sk) = (�1)k � 2n�1Q(sk)( > 0 si k pair< 0 si k impair(
) Notons s0 = 1 et sn = �1. Alors, on a n+ 1 réels tels que :s0 > s1 > : : : > sn�1 > sn et ( f(sk) > 0 si k pairf(sk) < 0 si k impairQn étant 
ontinue (fon
tion polynomiale), on peut appliquer le TVI sur 
ha
un des intervalles[sk�1; sk℄, pour k 2 [[ 1; n ℄℄ . Ainsi, il existe des réels 
1; : : : ; 
n véri�ant :s0 > 
1 > s1 > 
2 > : : : 
n�1 > sn�1 > 
n > sn et Qn(
1) = � � � = Qn(
n) = 0:Ainsi, Qn possède au moins n ra
ines distin
tes. Mais, Qn étant une di�éren
e de polyn�mes de degrén, son degré est au plus n, et son 
oe�
ient de degré n est 2n�1 � 2n�1 � 1 = 0 (
ar le 
oe�
ient dedegré n de Pn est 2n�1 et 
elui de Q est 1 puisqu'il est unitaire). Par 
onséquent, le degré d de Qnest stri
tement plus petit que n. De plus, Qn n'est pas le polyn�me nul, 
ar Qn(1) > 0. Ainsi, Qnadmet au plus d ra
ines, 
e qui rentre en 
ontradi
tion ave
 le fait d'avoir trouvé n ra
ines distin
tes.Con
lusion : l'hypothèse de départ est fausse, et par 
onséquent, M(Q) > 12n�1 .4. Polyn�mes de T
heby
hev et interpolation de Lagrange.(a) Erratum : lire : �de degré n� 1�Le polyn�me Pf dé
rit dans l'énon
é est bien un polyn�me de degré au plus n� 1, et véri�e, pourtout ` 2 [[ 0; n� 1 ℄℄ :Pf (x`) = n�1Xk=0 f(xk) �Yi 6=k x` � xixk � xi = f(x`) �Yi 6=k x` � xix` � xi = f(x`):5



En e�et, si k 6= `, le terme indexé par i = ` dans le produit annule x`� xi, ainsi Yi 6=k x` � xixk � xi = 0. Leseul terme non nul dans dans somme 
orrespond don
 à l'indi
e k = `. Par 
onséquent, 
e polyn�merépond au problème, d'où l'existen
e de Pf .Supposons que Q soit un autre polyn�me de degré au plus n � 1 tel que pour tout ` 2 [[ 0; n � 1 ℄℄ ,Q(x`) = f(x`). Alors le polyn�me Pf �Q est de degré au plus n� 1 et s'annule en tous les pointsxk, k 2 [[ 0; n� 1 ℄℄ , don
 a au moins n ra
ines. Comme il a plus de ra
ine que son degré, il s'agit dupolyn�me nul, et don
 Q = Pf . Cela démontre l'uni
ité.Raisonnement 
lassique, à savoir refaire.(b) i. Fx(x) = exPn(x) � exPn(x) = 0:ii. Fx(xk) = exkPn(x) � exPn(xk) = 0, 
ar :� f(xk) = Pf (xk) par dé�nition de Pf , don
 exk = 0 ;� Pn(xk) = 0 puisque xk est une ra
ine de Pn.(
) Fx est un fon
tion dérivable sur R, puisque de 
lasse Cn (on suppose n > 1). On peut don
 appliquerle théorème de Rolle sur 
ha
un des intervalles dé�nis par les réels (xk) et x. Ces n + 1 réels sontdeux à deux distin
ts, et dé�nissent don
 n intervalles en 
onsidérant deux réels 
onsé
utifs parmis
es n + 1 réels. Fx est dérivable sur 
haun de 
es intervalles (fermés), et s'annule aux extrémités.D'après le théorème de Rolle, il existe don
 une ra
ine de F 0x dans 
haque intervalle (ouvert). Onobtient ainsi n ra
ines distin
tes de F 0x, toutes 
omprises entre �1 et 1.En re
ommençant ainsi, on obtient n � 1 ra
ines distin
tes de F 00x dans [�1; 1℄ et
.. Au �nal, onobtient 2 ra
ines distin
tes de F (n�1)x dans [�1; 1℄, et une dernière appli
ation du théorème de Rolleentre 
es ra
ines (possible 
ar Fx est de 
lasse Cn, don
 F (n�1)x est dérivable sur R, et même dederivée 
ontinue, mais ça, 
'est inutile) donne l'existen
e de � 2 [�1; 1℄ (et même � 2℄ � 1; 1[) telque F (n)x (�) = 0.(d) On a F (n)x (t) = e(n)t Pn(x)� exP (n)n (t) (dérivation par rapport à t). Or :i. et = f(t)�Pf (t), don
 e(n)t = f (n)(t)�P (n)f (t). Comme Pf est de degré n� 1, P (n)f (t) = 0. Par
onséquent, e(n)t = f (n)(t).ii. Pn est de degré n. Ainsi, P (n)n est une 
onstante, obtenue en derivant n fois le mon�me de plushaut degré de Pn, 
'est-à-dire 2n�1Xn. Ainsi, P (n)n = 2n�1n!.Ainsi, F (n)x (t) = f (n)(t)Pn(x) � ex2n�1n!. En spé
ialisant à la valeur � trouvée dans la questionpré
édente, on obtient :0 = f (n)(�)Pn(x)� ex2n�1n!; soit : ex = Pn(x)2n�1n! � f (n)(�):(e) Pour tout x 2 [�1; 1℄, jPn(x)j 6 1. De plus, f étant de 
lasse Cn, f (n) est 
ontinue sur [�1; 1℄, don
bornée : il existe M tel que jf (n)(t)j 6 M sur [�1; 1℄. Alors, jf (n)(�)j 6 M . Par 
onséquent, pourtout x 2 [�1; 1℄, ex 6 M2n�1n! :Il s'agit d'une bonne approximation !Remarque : Attention à la majoration de f (n)(�) ; on ne peut pas prendre dire
tement M = f (n)(�)
ar � dépend de x. C'est pour 
ela que nous devons majorer f (n) sur [�1; 1℄, a�n d'obtenir unemajoration indépendante de x. 6


