
Lyée Carnot Pour le mardi 30 mai 2006ECS 4 � MathématiquesA. Troesh Devoir Maison no 21 � d'après ESSEC 2003Problème � Dans tout le problème, on désigne par n un entier naturel. À toute fontion f appartenant àC0(R), on assoie l'appliation notée 'f dé�nie sur R par : 'f(x) = Z xx�1 f(t) dt:Partie I � Généralités1. Puisque f est ontinue sur R, f est intégrable sur R. Ainsi, f est intégrable sur [x � 1; x℄. Don '(f)est bien dé�nie. De plus, les fontions x 7! x et x 7! x � 1 sont de lasse C1. D'après le théorème dedérivation des intégrales dépendant de leurs bornes, '(f) est don de lasse C1, don en partiulier delasse C0. Ainsi, ' est une fontion de C0 dans C0.Montrons qu'il s'agit d'une appliation linéaire. Soit f et g deux fontions de C0(R), et � 2 R. Alors :8x 2 R; '(f + �g)(x) = Z xx�1 f(t) + �g(t) dt = Z xx�1 f(t) dt+ � Z xx�1 g(t) dt = '(f)(x) + �'(g)(x):Ainsi, ' est une appliation linéaire.2. (a) Soit f 2 C0(R) et x 2 R. E�etuons un hangement de variables de lasse C1 donné par : u = t�x+1,du = dt. Alors : '(f)(x) = Z xx�1 f(t) dt = Z 10 f(x+ u� 1) du:(b) Soit f une fontion ontinue sur R et paire. Alors, par un hangement de variables u = �t, du = � dt,on obtient : 'f(�x) = Z �x�x�1 f(t) dt = � Z xx+1 f(�u) du = Z x+1x f(u) du = 'f(x+ 1):() D'après le théorème de dérivation des intégrales dépendant de leurs bornes, '(f) est dérivable surR, et : 8x 2 R; ('f)0(x) = f(x)� f(x� 1):Ainsi, si f est roissante, pour tout x 2 R, ('f)0(x) > 0, et 'f est don roissante aussi. De même,si f est déroissante, 'f est déroissante.(d) Soit f une fontion onvexe.Attention, on ne suppose pas que f est de lasse C2, ni même dérivable. On ne peut don utiliserque la dé�nition de la onvexité par inégalités.Soit x et y deux réels, et � 2 [0; 1℄. Alors :'f(�x+ (1� �)y) = Z 10 f(�x+ (1� �)y + u� 1) du:Or, pour tout u 2 [0; 1℄, f étant onvexe,f(�x+(1��)y+u� 1) = f(�(x+u� 1)+ (1��)(y+u� 1)) 6 �f(x+u� 1)+ (1��)f(y+u� 1):Ainsi,'f(�x+ (1� �)y) 6 Z 10 (�f(x + u� 1) + (1� �)f(y + u� 1)) du= � Z 10 f(x+ u� 1) du+ (1� �) Z 10 f(y + u� 1) du = �'f(x) + (1� �)'f(y):Par onséquent, 'f est onvexe.On montrerait de la même façon que si f est onave, 'f est onave.1



3. (a) Soit P 2 Rn [X ℄. Soit Q une primitive de P . Alors Q est un polyn�me de degré n+ 1 au plus, et :8x 2 R; 'P (x) = Q(x)�Q(x� 1):Ainsi, 'P = Q(X) � Q(X � 1). Or, Q(X) et Q(X � 1) sont deux polyn�mes de même degré, etmême oe�ient dominant. Don e oe�ient s'annule en faisant la diférene, et par onséquent,deg(Q(X)�Q(X � 1)) < degQ 6 n+ 1:Ainsi, 'P 2 Rn [X ℄.(b) Soit j 2 [[0; n℄℄, et fj : x 7! xj . Alors :8x 2 R; 'fj(x) = Z xx�1 f(u) du = 1j + 1huj+1ixx�1= 1j + 1(xj+1 � (x� 1)j+1) = 1j + 1 jXi=0(�1)i+j�j + 1i �xiLa matrie de 'n est don la matrie (ai;j)(i;j)2[[0;n℄℄2 , dé�nie par :8(i; j) 2 [[0; n℄℄; ai;j = ( (�1)i+jj+1 �j+1i � si i 6 j0 si i > jC'est une matrie triangulaire supérieure.() La matrie de 'n dans la base anonique de Rn [X ℄ est une matrie triangulaire supérieure. Sesvaleurs propres sont don les oe�ients diagonaux à savoir :Spe('n) = � 1j + 1�j + 1j �; j 2 [[0; n℄℄� = f1g:Ainsi, il n'y a qu'une valeur propre � = 1. Déterminons l'espae propre assoié à ette valeur propre.Tout d'abord, si f est la fontion onstante, '(f) est la fontion qui à x assoieZ xx�1 dx = 1:Don les polyn�mes onstants sont veteurs propres.D'autre part, les oe�ients au-dessus de la diagonale de la matrie de 'n sont �1j+1�j+1j�1� 6= 0. Ainsi,la matrie ['n℄ � In+1 est un matrie triangulaire supérieure, dont les oe�ients diagonaux sonttous nuls, et dont les oe�ients de la diagonale supérieure sont non nuls. Il s'agit don d'une matrieéhelonnée de rang n, son noyau est don de dimension 1. Ainsi, E1('n) est de dimension 1. On endéduit que E1('n) = R0 [X ℄.4. (a) On a déjà répondu à ette question. Le fait que 'f soit de lasse C1 provient du théorème dedérivation des fontions dépendant de leurs bornes. Vu la façon dont est tournée la question, ilpeut être judiieux de redonner rapidement une justi�ation. Soit F une primitive de f sur R (unetelle primitive existe ar f est ontinue sur R. Alors F est de lasse C1, et pour tout x 2 R,'f(x) = F (x)�F (x� 1). Ainsi, d'après les règles usuelles de somme et omposition de fontions delasse C1, 'f est de lasse C1, et d'après les règles de dérivation des fontions omposées,8x 2 R; ('f)0(x) = F 0(x) � F 0(x� 1) = f(x)� f(x� 1):(b) Soit k un entier, et f 2 Ck(R). Alors 'f est de lasse C1, et sa dérivée est donnée par l'expressionde la question préédente. Puisque f est de lasse Ck sur R, on en déduit que ('f)0 est de lasse Ckaussi, don que 'f est de lasse Ck+1. Ainsi, 'f 2 Cj(R), pour tout j 6 k + 1.Montrons qu'à l'inverse, pour tout j > k+1, '(Ck(R)) 6� Cj(R). Il faut don trouver f 2 Ck(R) telleque 'f 62 Cj(R). Attention au fait qu'en général, dire que f n'est pas de lasse Cj ne su�t pas, arla somme de deux fontions n'étant pas de lasse Cj peut très bien être de lasse Cj . Il faut dononstruire expliitement une fontion donnant un ontre-exemple.Le raisonnement préédent peut se faire si f est de lasse Cj sauf en un unique point x0, ar danse as, x 7! f(x� 1) est de lasse Cj en x0, et la somme d'une fontion de lasse Cj en x0 et d'une2



fontion qui ne l'est pas est une fontion qui n'est pas de lasse Cj . Trouvons don une telle fontion.Pour ela partons d'une fontion dérivable (et même de lasse C+1, sauf en un point) : la fontiong : x 7! jxj par exemple. La fontion g étant ontinue, elle admet une primitive sur R, elle-mêmeontinue, et. On peut don primitiver suessivement k fois, jusqu'à obtenir une fontion f dérivablek fois et telle que f (k) = g. La fontion g n'étant pas dérivable en 0, f n'est pas k + 1 fois dérivableen 0. Ainsi, f n'est pas dans Ck+1(R). En revanhe, elle est de lasse C+1 sur R� .Alors, de manière immédiate, d'après la formule de la question préédente, ('f)0 n'est pas k+1 foisdérivable en 0 et en 1. Ainsi, ('f)0 n'est pas de lasse Ck+1 sur R, don 'f n'est pas de lasse Ck+2sur R, don pas de lasse Cj , j > k + 1.Par onséquent, si j > k + 1, '(Ck(R)) 6� Cj(R).() Soit f 2 Ker('). Alors 'f = 0, don aussi ('f)0 = 0. On en déduit que :8x 2 R; f(x)� f(x� 1) = 0:Ainsi, f est périodique. De plus, dire que 'f = 0 est dire que l'intégrale de f sur une période estnulle.Réiproquement, soit f une fontion 1-périodique d'intégrale nulle sur une période. L'intégrale surune période ne dépendant pas du hoix de la période (f ours), on en déduit que :8x 2 R; Z xx�1 f(t) dt = 0 soit: 'f = 0:Ainsi, f 2 Ker'.Don, Ker(') est onstitué des fontions 1-périodiques et d'intégrale nulle sur une période.(d) S'il s'agit de 'n, omme semble l'indiquer le titre, il su�t de onstater que Ker'n = Ker'\Rn [x℄ =f0g, ar les polyn�mes non onstants ne sont pas périodiques, et la seule onstante d'intégrale nullesur un intervalle de longueur 1 est 0. Ainsi 'n est injetive, et omme 'est un endomorphisme d'unespae de dimension �nie, 'n est surjetive.S'il s'agit bien de ', la non nullité du noyau indique que ' n'est pas injetive. Cela n'st pas su�santpour onlure quant à la surjetivité, ar ii, on n'est pas sur un espae de dimension �nie. Maison peut onstater que les fontions ontinues non dérivables ne sont pas dans l'image de ', ainsi, 'n'est pas surjetive.5. (a) Soit f une fontion propre assoiée à une valeur propre � 6= 0. Alors, pour tout x 2 R,�f(x) = Z xx�1 f(t) dt = 'f(x)Montrons par réurrene sur k 2 N que pour tout k 2 N, f est de lasse Ck sur R.Initialisation : f est de lasse C0 par hypothèse.Hérédité : Soit k 2 N tel que f est de lasse Ck sur R. Alors, d'après la question (4b), 'f est delasse Ck+1. Par onséquent, �f est de lasse Ck+1, et par onséquent, � étant non nul, f est delasse Ck+1 sur R.Par onséquent, d'après le prinipe de réurrene, f est de lasse Ck pour tout k 2 N, don f est delasse C1 sur R.(b) Soit P un polyn�me fontion propre de ', et soit n son degré. Alors P est aussi fontion proprede 'n, et est don onstant. Ainsi, les seuls polyn�mes fontions propres de ' sont les polyn�mesonstants.() Soit a 2 R, et fa : x 7! eax. Alors :8x 2 R; 'fa(x) = Z xx�1 eat dt = 1a(ea(x�1) � eax) = eax� 1aea � 1� :Ainsi, f est vateur propre pour la valeur propre � si et seulement si � = 1aea �1, don si aea = 1�+1 .Comme 1�+1 > 0, ela impose a > 0. Or, sur R�+ , la fontion a 7! aea est stritement roissante etontinue. Elle réalise don une bijetion de R�+ sur R�+ . Ainsi, il existe une et une seule valeur de atelle que aea = 1�+1 , don une et une seule valeur de a telle que fa soit fontion propre assoiée à� > 0.On en déduit que tout réel � > 0 est valeur propre (il existe un veteur propre assoié !) donR�+ � Spe('). 3



(d) Soit � > 1, et soit f une fontion bornée du sous-espae propre assoié à �. On a 'f = �f , donpour tout x 2 R, Z xx�1 f(t) dt = �f(x):Soit M la borne supérieure de jf j sur R. Supposons que M > 0. Alors, puisque � > 1, et pardé�nition de la borne supérieure, il existe x 2 R tel que �jf(x)j > M . Or :�jf(x)j = ����Z xx�1 f(t) dt���� 6 Z xx�1 jf(t)j dt 6 Z xx�1M dt 6M:D'où une ontradition. Ainsi, M = 0, e qui signi�e que f est la fontion nulle.Dans la suite du problème, on étudie le sous-espae propre E1(') assoié à la valeur propre 1.Partie II � Existene d'une fontion non onstante dans E1(')1. (a) Montrons que pour tout x 2 [� 12 ; 12 ℄, f0( 12 + x) = �f0( 12 � x). C'est évident si x = � 12 , et sinon :f0�12 + x� = x exp��x+ 12��x� 12�� ;et f0�12 � x� = �x exp���12 � x��12 � x�� = �f0�12 + x� :(b) f0 est de lasse C1 sur ℄0; 1[, omme produit et omposée de fontions de lasse C1. Elle est ontinueen 0+ et en 1�, puisque la limite de 1x(x�1) en es points est �1, don la limite de l'exponentielleest 0.Ainsi, d'après le théorème de prolongement des fontions de lasse C1, f0, qui est le prolongementpar ontinuité de x 7! �x� 12� exp� 1x(x�1)�, est de lasse C1 sur [0; 1℄.D'autre part, pour aluler l'intégrale, on exploite la symétrie de f0 :Z 10 f0(t) dt = Z 120 f0(t) dt+Z 112 f0(t) dt = Z 120 f0(t) dt�Z 012 f0(1�u) du = Z 120 f0(t) dt+Z 120 f0(1�u) du;par un hangement de variables de lasse C1, t = 1� u. Or, d'après la symétrie de la ourbe de f0prouvée dans la question (1a), pour tout u 2 [0; 12 ℄, f(1� u) = �f(u), don :Z 10 f0(t) dt = Z 120 f0(t) dt� Z 120 f0(u) du = 0:2. (a) Montrons par réurrene sur n 2 N que pour tout n 2 N, fn est de lasse C1 sur [0; 1℄.C'est le as pour f0. Soit n 2 N. Supposons que fn est de lasse C1 sur R. En partiulier, fn estontinue sur R. Ainsi, x 7! R x0 fn(t)e�t dt est une primitive de la fontion ontinue t 7! fn(t)e�t ; ils'agit don d'une fontion de lasse C1. Comme l'exponentielle est aussi de lasse C1, on en déduitque fn+1 est de lasse C1, omme produit et somme de fontions de lasse C1.D'après le prinipe de réurrene, pour tout n 2 N, fn est de lasse C1 sur [0; 1℄. De plus :8x 2 [0; 1℄; f 0n+1(x) = fn(1)ex � exfn(x)e�x � ex Z x0 fn(t)e�t dt = fn+1(x)� fn(x):(b) On intègre l'égalité préédente entre 0 et 1 :Z 10 (fn+1(t)� fn(t)) dt = Z 10 f 0n+1(t) dt = hfn+1(t)i10 = fn+1(1)� fn+1(0):() On a : fn+1(0) = fn(1)e0 � e0 Z 00 fn(t)e�t dt = fn(1):On montre alors par réurrene sur l'entier n que pour tout n 2 N, fn(1) = Z 10 fn(t) dt:4



Pour n = 0, ela vient de la question (1b).Soit n 2 N tel que fn(1) = Z 10 fn(t) dt. Alors, d'après la question (2b),Z 10 fn+1(t) dt = Z 10 fn(t) dt+ fn+1(1)� fn+1(0) = fn(1) + fn+1(1)� fn+1(0) = fn+1(1);la dernière égalité provenant du début de la question.(d) Soit h la fontion : 8x 2 [0; 1℄; h(x) = Z x0 fn+1(t) dt+ Z 1x fn(t) dt:h est dérivable d'après le théorème de dérivation des intégrales dépendant de leur borne, et :8x 2 [0; 1℄; h0(x) = fn+1(x)� fn(x) = f 0n+1(x):De plus, h(0) = Z 10 fn(t) dt = fn(1) = fn+1(0). Ainsi, h et fn+1 ayant même dérivée sur l'intervalle[0; 1℄, et oïnidant en un point, es deux fontions sont égales.(e) Puisque pour tout n 2 N, fn est ontinue sur ℄0; 1[, f est ontinue sur ℄n; n + 1[. De plus, f estontinue en 0, et pour tout n 2 N� , f est ontinue à droite en n (ar fn est ontinue en 0) et deplus : limx!n� f(x) = limx!n� fn�1(x� n� 1) = limy!1 fn�1(y) = fn�1(1) = fn(0) = f(n):Ainsi, f est aussi ontinue à gauhe en n. Ainsi, f est ontinue en tout n 2 N.Par onséquent, f est ontinue sur R+ .De plus, soit x > 1. Soit n tel que x 2 [n; n+ 1[. On a alors :Z xx�1 f(t) dt = Z nx�1 f(t) dt+ Z xn f(t) dt = Z nx�1 fn�1(t� (n� 1)) dt+ Z xn fn(t� n) dt= Z 1x�n fn�1(t) dt+ Z x�n0 fn(t) dt = fn(x� n) = f(x):L'avant-dernière égalité résulte de la question (2d), la préédente résulte de deux hangements devariables u = t� (n� 1) et u = t� n.3. f et f 0 étant ontinues sur [0; 1[, f ainsi dé�nie est ontinue sur [�1; 0[, et, omme on l'a déjà vu, sur R�+(on est obtligé d'�ter la valeur 0, puisque maintenant, il faut véri�er la ontinuité à droite et à gauhe)La ontinuité à droite en 0 provient de la ontinuité de f en 0 avant prolongement. Étudions la ontinuitéà gauhe : limx!0� f(x) = limx!0�(f(x+ 1)� f 0(x+ 1)) = limy!1�(f0(y)� f 00(y)):Or, f0 est ontinue en 1, et dérivable en 1 d'après (1b), de dérivée ontinue en 1, et égale à :f 00(1) = limx!1�exp 1x(x� 1) � (x� 12 )(2x� 1)x2(x � 1)2 � exp 1x(x � 1)� = 0;d'après les roissanes omparées.Ainsi, limx!0� f(x) = f0(1) = 0 = f0(0) = f(0): Par onséquent, f est ontinue à gauhe en 0. On en déduitque f est ontinue en 0, puis don sur [�1;+1[.On a déjà démontré l'égalité demandée sur [0;+1[. Soit don x 2 [�1; 0[. AlorsZ xx�1 f(t) dt = Z 0x�1 f(t) dt+ Z x0 f(t) dt = Z 0x�1 f(t+ 1) dt� Z 0x�1 f 0(t+ 1) dt+ Z x0 f(t) dt= Z 1x f(t) dt+ Z x0 f(t) dt� f(1) + f(x) = f(x)(l'intégrale est nulle d'après la question (1b)) 5



Partie III � Limite en +1 d'une fontion de E1(')1. (a) Soit n 2 N. La fontion f est ontinue sur R, don en partiulier sur l'intervalle fermé borné [n; n+1℄.Par onséquent, f y est bornée, et atteint ses bornes ; don f admet un maximum Mn sur [n; n+1℄,et l'atteint en un ertain réel xn 2 [n; n+ 1℄ (e qui signi�e f(xn) = Mn).(b) On suppose que n > 1.i. Si xn 2℄n; n + 1[, f admet un maximum loal en xn, et est de lasse C1 sur R (d'après I-5a),don, f 0(xn) = 0.Je ne vois pas trop e que e alul apporte, et je ne vois pas quoi dire de f(xn�1). En revanhe,on ompare failement f(xn�1) et f(xn), et ei sans avoir à utiliser la dérivée :si Mn�1 < Mn, on a :Mn = f(xn) = Z xnxn�1 f(t) dt = Z nxn�1 f(t) dt+ Z xnn f(t) dt6 Z nxn�1Mn�1 dt+ Z xnn Mn dt 6 (n� xn + 1)Mn�1 + (xn � 1)Mn < Mn:Ainsi, on obtient une ontradition, don f(xn�1) > f(xn), 'est-à-dire Mn�1 >Mn.Remarquez que ei est valable aussi si xn = n, mais pas pour xn = n+ 1, la dernière inégalitén'étant pas strite dans e as.ii. Si xn = n+ 1, alors Mn+1 = f(n+ 1) = Z n+1n f(t) dtAinsi, Z n+1n (Mn � f(t)) dt = 0, alors que pour tout t 2 [n; n+ 1℄, Mn � f(t) > 0, et que ettefontion est ontinue.Montrons que ela implique que Mn � f est la fontion nulle. En e�et, soit G une primitive deette fontion. G est dérivable, et G0 = Mn � f sur [n; n+ 1℄, et est don positive. Ainsi, G estroissante. De plus, 0 = Z n+1n Mn � f(t) dt = G(n+ 1)�G(n):Par onséquent, G est roissante sur [n; n + 1℄, et G(n) = G(n + 1). On en déduit que G estonstante, puis que Mn � f est la fontion nulle sur [n; n+ 1℄.À retenir : si l'intégrale d'une fontion positive et ontinue est nulle, alors la fontionest nulle.() Dans le premier as, y ompris xn = n, on a déjà montré que Mn�1 >Mn. Dans le deuxième as, fétant onstante sur [n; n+ 1℄, Mn = f(n), et don, Mn 6 maxx2[n�1;n℄ f(x) = Mn�1.Ainsi, la suite (Mn)n2N est déroissante.(d) De la même manière exatement, on montre que la suite (mn)n2N est roissante.Or, pour tout n 2 N, mn 6Mn. Ainsi, pour tout n 2 N, m0 6 mn 6Mn, et m0 est un minorant de(Mn)n2N, et de même, M0 est un majorant de (mn)n2N.La suite (Mn)n2N est don déroissante et minorée : elle onverge dans R. De même pour la suite(mn)n2N, roissante et majorée.2. (a) Pour pouvoir dériver ette expression, il faut d'abord sortir le terme x de l'intégrale : on ne saitdériver que les intégrales dont seules les bornes dépendent de x. Ainsi :8x 2 R; g(x) = Z x+1x tf(t) dt� x Z x+1x f(t) dt:Cette expression est dérivable sur R, d'après le théorème de dérivation des intégrales dépendant deleurs bornes, et en tant que produit et somme d'expressions dérivables. On obtient :8x 2 R; g0(x) = (x+1)f(x+1)�xf(x)�Z x+1x f(t) dt�x(f(x+1)�f(x)) = f(x+1)�'f(x+1) = 0;la dernière égalité déoulant du fait que f 2 E1(').Par onséquent, g est onstante sur R, et : 8x 2 R; g(x) = g(0) = Z 10 tf(t) dt = L2 :6



(b) Puisque x > n, il existe N > n tel que x 2 [N;N +1℄. Alors, pour tout t 2 [x; x+1℄, t 2 [N;N +1℄,ou t 2 [N + 1; N + 2℄, don f(t) 6 MN ou f(t) 6 MN+1℄℄. Comme (Mn)n2N est déroissante, onobtient : 8t 2 [x; x+ 1℄; f(t) 6MN 6Mn; don: Mn � f(t) > 0:De plus, pour tout t 2 [x; x+ 1℄, on a : 0 6 t� x 6 1, don :8t 2 [x; x+ 1℄; 0 6 (t� x)(Mn � f(t)) 6Mn � f(t);et en intégrant es inégalités (et par roissane de l'intégrale) :0 6 Z x+1x (t� x)(Mn � f(t)) dt 6 Z x+1x (Mn � f(t)) dt = Mn � Z x+1x f(t) dt = Mn � f(x+ 1);puisque f 2 E1('). Or, on a :Z x+1x (t� x)(Mn � f(t)) dt = Mn Z x+1x (t� x) dt� g(x) =Mnh12(t� x)2ix+1x � L2 = Mn � L2 :En prenant x = xn+1 � 1 2 [n; n+ 1℄ � [n;+1[ dans l'inégalité préédente, on obtient don :0 6 Mn � L2 6Mn � f(xn+1) =Mn �Mn+1:() On ne refait pas la totalité du raisonnement. On obtient ette fois, pour tout x > n,0 > Z x+1x (t� x)(mn � f(t)) dt > Z x+1x (mn � f(t)) dt = mn � Z x+1x f(t) dt = mn � f(x+ 1);En évaluant en x0n+1�1, où (x0n) est la suite similaire à (xn) pour les minima (don pour tout n 2 N,x0n 2 [n; n+ 1℄ et f(x0n) = mn), on obtient :0 > Mn � L2 >Mn � f(x0n+1) = mn �mn+1:Or (Mn)n2N et (mn)n2N onvergent, don (Mn �Mn+1)n2N et (mn �mn+1)n2N onvergent vers 0.En utilisant le théorème d'enadrement pour les deux enadrements trouvés , on en déduit que :limn!+1Mn � L2 = 0 et limn!+1 mn � L2 = 0; don: limn!+1Mn = limn!+1mn = L:Ainsi, le minimum et le maximum de f sur les intervalles f tendent vers une même limite L, autrementdit, f est de plus en plus érasé entre deux valeurs tendant vers L, e qui intuitivement implique quela limite de f est L.Soyons plus rigoureux. Soit " > 0. Il existe N 2 N tel que pour tout n > N , jMn � Lj < ", etjmn�Lj < ". Alors, pour tout x > N , x est dans un intervalle du type [n; n+1℄, ave n > N , don :L� " < mN 6 mn 6 f(x) 6Mn 6MN < L+ ":On a ii enore utilisé la roissane de (mn) et la déroissane de (Mn).Ainsi, on a véri�é la propriété dé�nissant la onvergene de f vers L en +1.Partie IV � Reherhe des fontions bornées de E1(')1. (a) Pour tout x 2 R,u(x) = Z xx�1(f(t)� f(x))2 dt = Z xx�1 f(t)2 dt� 2f(x) Z xx�1 f(t) dt+ f(x)2 Z xx�1 1 dt= '(f2)(x) � 2f(x)f(x) + f(x)2 = '(f2)(x) � f2(x):L'avant dernière égalité résulte du fait que f 2 E1(').7



(b) f est de lasse C1 d'après la question I-5a, et par onséquent, f2 aussi, puis 'f2 aussi. On obtient :8x 2 R; u0(x) = '(f2)0(x)� 2f 0(x)f(x) = f2(x)� f2(x� 1)� 2(f(x)� f(x� 1))f(x)= �f2(x) � f2(x� 1) + 2f(x)f(x� 1) = �(f(x)� f(x� 1))2 6 0:Ainsi, u0 est déroissante sur R.2. (a) La fontion un est dérivable sur R, et : 8x 2 R; u0n(x) = un�1(x) � un�1(x� 1):Montrons par réurrene sur n 2 N que la fontion un est déroissante.On a fait l'initialisation pour u0 dans la question préédente.Soit don n > 1 tel que un�1 soit déroissante. Alors, d'après l'expression i-dessus de la dérivée deun, pour tout x 2 R, u0n(x) 6 0, don un est une fontion déroissante.D'après le prinipe de réurrene, on en déduit que les fontions un, n 2 N, sont toutes déroissantessur R.(b) Soit x un réel �xé. Soit n 2 N� . La fontion un�1 étant déroissante, on a, pour tout t 2 [x� 1; x℄,un�1(t) > un�1(x). Intégrons ette inégalité sur [x� 1; x℄, on obtient :un(x) = Z xx�1 un�1(t) dt > Z xx�1 un�1(x) dt = un�1(x):La suite (un(x))n2N est don roissante.() La suite un(x) est positive, ar u0(x) > 0 (intégrale d'une fontion positive), et (un(x))n2N estroissante. On obtient ainsi failement la positivité de la somme.La majoration est loin d'être évidente ; on démontre en fait par réurrene une propriété un peu plusforte : 8n 2 N; P(n) : � 8x 2 R; nXk=0 uk(x) 6M2 � f(x)2 �:Initialisons pour n = 0 : 8x 2 R; u0(x) = Z xx�1(f(t))2 dt�f(x)2 6 Z xx�1M dt�f(x)2 =M2�f(x)2:Soit n 2 N� tel que P(n� 1) soit véri�é. Alors, soit x 2 R. On a :nXk=0uk(x) = u0(x) + nXk=1 Z xx�1 uk�1(t) dt = u0(x) + Z xx�1 n�1Xk=0 uk(t)! dt:= Z xx�1 f(t)2 dt+ Z xx�1 n�1Xk=0 uk(t)! dt� f(x)2 = Z xx�1 f(t)2 + n�1Xk=0 uk(t)! dt� f(x)2:Or, d'après l'hypothèse de réurrene, pour tout t 2 [x� 1; x℄, (f(t)2 + n�1Pk=0 uk(t) 6M2, don :nXk=0 uk(x) 6 Z xx�1M2 dt� f(x)2 = M2 � f(x)2:Ainsi, P(n� 1) implique P(n).D'après le prinipe de réurrene, on en déduit que pour tout n 2 N, P(n) est vraie, don :8n 2 N;8x 2 R; nXk=0uk(x) 6M2 � f(x)2 6M2:(d) À x �xé, la sériePun(x) est à termes positifs et de somme partielle bornée, don elle onverge. Sonterme général un(x) tend don vers 0 lorsque n tend vers +1.Par onséquent, (un(x)) est une suite positive, roissante, de limite nulle. Ce ne peut être le as ques'il s'agit de la suite nulle, don si pour tout n 2 N, un(x) = 0. Cela étant vrai pour tout x, onobtient que pour tout n, la fontion un est identiquement nulle.En partiulier, u0 = 0. Or, u0(x) est dé�nie omme l'intégrale d'une fontion ontinue et positive.Cette intégrale ne peut être nulle que si la fontion qu'on intègre est identiquement nulle sur l'inter-valle d'intégration (raisonnement déjà fait dans e devoir). Ainsi, pour tout x 2 R, (f(t)�f(x))2 estnulle sur [x; x� 1℄, don f est onstante sur haque intervalle [x; x+1℄, don f est onstante sur R.8


