
Lyée Carnot Juin 2006ECS 4 � MathématiquesA. Troesh Corretion du Devoir Maison no 22 � Exerie 2Exerie 2 �1. Intégrales de Wallis. Soit, pour n 2 N, In = Z �20 sinn x dx:(a) I0 = Z �20 1 dx = �2 ; I1 = Z �20 sinx dx = h� osxi �20 = 1:(b) Soit n > 1. Intégrons In+1 par parties, en dérivant sinn et en intégrant un fateur sin. Les fontionsonsidérées étant de lasse C1, l'intégration par partie est liite, et don :In+1 = Z �20 sinn+1(x) dx = h� osx sinn xi �20 + n Z �20 os2 x sinn�1 x dx= n Z �20 (1� sin2 x) sinn�1 x dx = n(In�1 � In+1):En isolant In+1 dans ette équation, on trouve In+1 = nn+ 1 � In�1.() On montre par réurrene sur p 2 N la propriété : H(p) : � I2p = (2p)!22p(p!)2 � �2 �Initialisation : Pour p = 0, H(0) est véri�ée ssi I0 = �2 , e qui provient de la question 1.Hérédité : Soit p 2 N� tel que H(p� 1) soit véri�é. Alors, d'après la question 2,I2p = 2p� 12p I2p�2 = 2p� 12p (2p� 2)!22p�2((p� 1)!)2 � �2 = 2p(2p� 1)4p2 (2p� 2)!22p�2((p� 1)!)2 � �2 = (2p)!22p(p!)2 � �2 :La propriété est don héréditaire. D'après le prinipe de réurrene, elle est vraie pour tout p 2 N.L'expression pour I2p+1 se démontre bien sûr de la même manière. Je propose une démonstrationalternative (qui, pour être omplètement rigoureuse, néessiterait aussi une réurrene). Il s'agit biensûr d'une autre façon de mettre en forme la même idée. D'après la question 2,I2p+1 = 2p2p+ 1I2p�1 = 2p2p� 1 � 2p� 22p� 3I2p�3 = � � � = 2p(2p� 2) � � � 2(2p+ 1)(2p� 1) � � � 1I1(2p(2p� 2) � � � 2)2(2p+ 1)! = (2pp!)2(2p)! = 22p(p!)2(2p+ 1)! :(d) Soit n 2 N. Pour tout x 2 [0; �2 ℄, 0 6 sinx 6 1, don 0 6 sinn x 6 sinn+1 x. Ainsi,Z �20 sinn x dx 6 Z �20 sinn+1 x dx soit : In 6 In+1:Ainsi, la suite (In)n2N est déroissante. Par onséquent, pour tout n 2 NN�, In+1In 6 1, et de plus,puisque In�1 > In, In+1In > In+1In�1 : On obtient don, pour tout n 2 N� , l'enadrement :1 > In+1In > In+1In�1 :(e) On alule la limite de In+1In�1 en alulant la limite des ses deux suites extraites des termes pairs etdes termes impairs. Or :I2p+2I2p = (2p+ 1)(2p+ 2)4(p+ 1)2 et I2p+1I2p�1 = 4p22p(2p+ 1) :1



Ces deux suites extraites ont la même limite 1. Don la suite � In+1In�1�n2N� admet une limite en +1,égale à 1. D'après le théorème d'enadrement, on en déduit que � In+1In �n2N admet une limite, et queette limite est égale à 1.Pour trouver la formule de Wallis, on exprime I2pI2p�1 :I2pI2p�1 = (2p)!22p(p!)2 � �2 � (2p� 1)!22(p�1)((p� 1)!)2 = � (2p)!22p(p!)2�2 � 2p22p � � = � (2p)!22p(p!)2�2 � p�:Cette expression tend vers 1 lorsque p tend vers +1 d'après e qui préède. Ainsi, en passant à laraine arrée, on obtient limp!+1 (2p)!22p(p!)2pp = 1p� :2. Formule de Stirling. Soit, pour n 2 N� , Sn = ln n!ennnpn .(a) On obtient, à l'aide de l'indiation :Sn � Sn�1 = ln n!ennnpn � ln (n� 1)!en�1(n� 1)n�1p(n� 1) = ln� n!ennnpn � (n� 1)n�1pn� 1(n� 1)!en�1 �= ln e�1� 1n�n� 12! = 1 +�n� 12� ln�1� 1n�= 1 +�n� 12��� 1n � 12n2 +O� 1n3�� = 1� 1 + 12n � 12n +O� 1n2� = O� 1n2�(b) Il existe don A 2 R�+ tel que pour tout n 2 N� , jSn+1 � Snj 6 An2 . Or, P An2 est une série deRiemann onvergente, don la série PSn+1 � Sn est absolument onvergente, don onvergente.Or, la somme partielle de ette série est nXk=1Sk+1�Sk = Sn+1�S1. Ainsi, la onvergene de la sérieest équvalente à la onvergene de la suite (Sn)n2N� vers un réel �ni S.() Soit n 2 N� . �n = eSn , don, puisque la fontion exponentielle est ontinue, limn!+1�n = eS .Ainsi, limn!+1 �2n�2n = (eS)2eS = eS .De plus : �2n�2n = � n!ennnpn�2 (2n)2np2n(2n)!e2n = 22n(n!)2p2(2n)!pn :D'après la question (1e), la limite de ette suite est p2�. Ainsi, eS = p2�, soit : S = lnp2�.(d) La limite de (�n)n2N� est p2�, don :limn!+1 n!ennnpn = p2�; soit : n!ennnpn = p2�(1 + o(1)); soit : n! = nne�np2�n(1 + o(1)):
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