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ECS 4 — Mathématiques
A. TROESCH

Correction du Devoir Maison n° 22 — Exercice 2

Exercice 2 —

™

2
1. Intégrales de Wallis. Soit, pour n € N, [, = / sin" ¢ dx.
0

z P T z
(a) In = l1dz = —; L = sinz dox = [—cosa:] =1.
0 2 0 0

(b) Soit n > 1. Intégrons I,,+1 par parties, en dérivant sin” et en intégrant un facteur sin. Les fonctions
considérées étant de classe C*°, l'intégration par partie est licite, et donc :

3 z 3 B
Iy = / sin"*t(z) dz = [— cos z sin” x] + n/ cos? xsin 'z dx
0 0 0

= n/2 (1—sin’z)sin" 'z de =n(l, 1 — 1)
0

n
En isolant I, 1 dans cette équation, on trouve I,,41 = Tt Y
n
0 ¢ ' N1 et H(p) : « Iy = DL T
(¢) On montre par récurrence sur p € N la propriété : H(p) : « Izp = W 3

Initialisation : Pour p = 0, H(0) est vérifiée ssi Iy = T, ce qui provient de la question 1.
Heérédité : Soit p € N* tel que H(p — 1) soit vérifié. Alors, d’apreés la question 2,

_2p(2p-1) (2p-2)!

2p—1 _2p—-1  (2p-2)! o (2p)!
=g 2= 2= 4 Ep-DP

2 2 2((p- D)) 20(p))?

La propriété est donc héréditaire. D’aprés le principe de récurrence, elle est vraie pour tout p € N.

™ ™
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L’expression pour Iz,41 se démontre bien str de la méme maniére. Je propose une démonstration
alternative (qui, pour étre complétement rigoureuse, nécessiterait aussi une récurrence). Il s’agit bien
sir d’une autre facon de mettre en forme la méme idée. D’aprés la question 2,

I _2p I _2p 2p-2 o 2p(2p—2)---2 7
LT oy 1P T op 1 2p—37PP T T 2p+)(2p—1)---17"
(2p(2p—2)---2)* _ (27p))* _ 2%7(p})?

(2p +1)!  (2p)! (2p+ 1)l

(d) Soit n € N. Pour tout z € [0, %], 0 < sinz < 1, donc 0 < sin™ z < sin*! z. Ainsi,

3 ]
/ sin” z da < / sin" ™! ¢ dx soit : Iy < Inga.
0 0
.. . , . , * In+1
Ainsi, la suite (I,)nen est décroissante. Par conséquent, pour tout n € NN*, N < 1, et de plus,
n
1, 1,

puisque I,,_1 > I,,, 7}—4_1 > 241 On obtient donc, pour tout n € N*, I’encadrement :

n n—1

(e) On calcule la limite de % en calculant la limite des ses deux suites extraites des termes pairs et
des termes impairs. Or :

Lpy2 _ 2p+1)@2p+2) o Dpp _ 4p°

Izp 4(p+ ].)2 Igp,1 2p(2p+ ].)



2. Formule de Stirling. Soit, pour n € N* S, =In

(a)

(b)

(d)

Ces deux suites extraites ont la méme limite 1. Donc la suite (ﬁ"ﬁ) admet une limite en +oo,
neN*

n—

égale & 1. D’aprés le théoréme d’encadrement, on en déduit que (I"I“) admet une limite, et que
™ /neN

cette limite est égale & 1.

. . I
Pour trouver la formule de Wallis, on exprime L 2"1
-

Iy, 2)! 2p — 1)! 2p)! \? 2p? 2p)! \°

Cette expression tend vers 1 lorsque p tend vers +o0o d’aprés ce qui précéde. Ainsi, en passant a la
racine carrée, on obtient

Lypy  2%(ph? 2 220-1((p - 1))?

(2p)! _ 1
A VP T
nle™

On obtient, & 'aide de I'indication :

er " (n —1)lent :ln < nle® (n — 1)”_1\/m>
LD (n — 1)n*1\/(n -1) n\/n (n—1)len1

SUCHINERCORES)
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A A
Il existe donc A € R} tel que pour tout n € N, |Sy,41 — Sy| < —5. Or, 37— est une série de
n n

n!
Sn - Sn—l =In o

Riemann convergente, donc la série Y S,11 — S, est absolument convergente, donc convergente.
n
Or, la somme partielle de cette série est Z Sk+1— Sk = Spy1 — S1. Ainsi, la convergence de la série
k=1
est équvalente a la convergence de la suite (Sy,)nen+ vers un réel fini S.

Soit n € N*. ¢,, = °», donc, puisque la fonction exponentielle est continue, liT op =6,
n—r—+00
2 5\2
L o e
Aingi, lim —2& = ( S) — e,
n—+00 g9y, e

o2 nle™ \* (2n)*"2n  227(n!)2V/2
De plus : — = = .

Oon n"\/n (2n)le2n (2n)'\/n
D’aprés la question (1e), la limite de cette suite est v/27. Ainsi, e® = /27, soit : S = In /2.

La limite de (0, )pen+ est V27, donc :

nle” n!
lim = V2w, soit :
n—-+o00 n”\/ﬁ n

% — VIr(1 + o(1)), soit : n!=n"e "VZImn(l + o(1)).



