LyCEE CARNOT Pour le jeudi 3 novembre 2005

ECS 4 — Mathématiques
A. TROESCH

Devoir Maison n° 5 — Séries numeériques

Probléme 1 - Etude de séries dont le terme général est le reste d’une série convergente

(extrait de Concours communs polytechniques - concours national DEUG 2004)

Exemple 1
1. Justifions d’abord que pour tout n € N, r,, existe. Cela provient de la convergence de la série > ay, du
fait qu’il s’agit d’une série géométrique de raison % €] -1,1].

Calculons maintenant r,, pour tout n € N. Soit n € N. Alors

& E & 11
'n = Z2_]€_Z2Tl+1+1€_2n+1z2_]€_2n+1.1_l_2_71'
k=n+1 k=0 k=0 2

La deuxiéme égalité provient d’un changement d’indice k' = k — (n + 1), l’avant-derniére provient de la
formule de la somme des séries géométriques (& connaitre par cceur).
Ainsi, (rp)nen est une suite géométrique de raison fracl2 €] — 1,1[. D’apreés les résultats de convergence

des séries géométriques, on en déduit que ) r, converge, et

+oo —+o0o
1 1
n=0 T

1
n=0 2

Exemple 2
1
2. On pose, pour tout n > 1, a, = —-
n
(a) > ap est une série de Riemann ) #, avec a = 2, donc a > 1. D’aprés les régles de convergence des

séries de Riemann, elle est donc convergente.
(b) Soit n € N* et N un entier supérieur & 2 et & n + 1. Soit f la fonction définie sur [1, +oo[ par :
1
Vit e[l,+o0], f(z) = e
Soit k € [n+1,N]. Alors, f étant décroissante sur [k, k + 1], pour tout ¢ € [k, k+ 1], on a f(k+1) <
f(t) < f(k). En intégrant cette inégalité sur tout Uintervalle [k, k + 1] sur lequel elle est vraie, on

~

obtient :

k+1 k+1 k+1
s = [ pwrnars [ pwar< [ de= oo,

Cette double-inégalité étant vraie pour tout k € [n+1, N], on peut la sommer pour toutes les valeurs
deken+1,N]:
N N k+1 N
> okrn Y [ a3 s,
k=n+1 k=n+1 k k=n+1

soit, en revenant a l’expression de f et en utilisant la relation de Chasles :

i 1L /N+1 dt _ AR |
72 X _2 X _27
k=n+1 (k + 1) n+l t k=n+1 k



(c) On calcule 'intégrale ci-dessus :

/'N+1 dt_|: 1:|t—N+1_ 1 1
w1 B2 |ty n+1l N41

Ainsi, en injectant ce résultat dans la double-inégalité de la question précédente, et en faisant un
changement d’indice dans la somme de gauche, on obtient, pour tout n € N* et tout N >n+1:

N N
1 1 1 1
E — < -~ < E T3
k2 “n+1 N+1 k2
k=n+2 k=n+1

Les limites de ces trois termes lorsque N tend vers +oco existent (pour les termes de gauche et de
droite, il s’agit de 'existence de 7, et 7,41, c’est-a-dire de la convergence de " a;). On peut donc
passer & la limite lorsque N tend vers +oo. D’aprés le théoréme de prolongement des inégalités, pour
tout n € N*,
1 < 1

n+1)2 S n+1

1 1
n+1 * (n+1)%

Tn — S Tn-

La premiére inégalité donne : Vn € N*, r, <

Ainsi, avec la seconde inégalité, on obtient : Vn € N*, 1 <rp <
n

1 < 1
n+1l| > (n+1)2

r”_n-lH:O((nil)?) :O<n-1|-1>'

1 1
0) déduit ~ ~ =,
n en déduit que ry ~ ——— ~

(d) Ainsi, pour tout n € N*, |r,, . Donc,

1
(e) Comme 7, fodie et que les séries considérées sont a termes positifs, par le théoréme de comparaison
oo n

de séries & termes positifs équivalents, > 7, et Z% sont de méme nature. D’aprés les résultats de
convergence des séries de Riemann, > % diverge, donc >_ r, diverge.

Exemple 3
(="

n

n
On pose, pour tout n > 1, a,, = . On note pour toutn > 1, S, = Z Q-
k=1

3. Montrons que les suites (S2,,)nen+ €t (San+1)nen sont adjacentes. En effet :
e Pour tout n € N*,

(_1)2n+2 N (_1)2n+1 B 1 1 <
2n + 2 2n+1  2n+2 2n+1

Song2 — Son = 0,

car la suite (%) est décroissante. Donc (Sa,,)nen+ est décroissante.

neN*
e De méme, pour tout n € N*,

(_1)2n+3 (_1)2n+2 1 1
= - >
2n+ 3 + 2n + 2 M+2 2n+3

Sonts — Song1 = 0,

car la suite (%)neN*

e Pour tout n € N,

est décroissante. Donc (Sap,+1)nen est croissante.

(_1)2n+1 B 1
2n+1  2n+1’

SZn - 52n+1 - -

donc (Sa, — S2n+1)nen+ tend vers 0 lorsque n tend vers +o00.



Ainsi, les deux suites (Sap)nen+ €t (S2nt1)nen sont adjacentes. Elles convergent donc vers une méme
limite ; soit £ leur limite commune. Alors, étant donné € > 0, il existe N; et Ny tels que :

Vn > Ny, |Sgn—€| <eg, Vn > Ns, |Szn+1—€| <E.

Alors : Vn > 2 - max(Ny, Na), |S, —£] <e.

Donc (S,,)nen+ converge vers £ : la série Y a,, est convergente.
4. Expression intégrale de r,,-
n

T
d
1+z o

1
On définit la suite (I,,)pen+ par : Yn € N*, I, = (—1)”/
0

n

(a) Soit n € N*. Pour tout z € [0,1], 1+ > 1, donc 0 < f—xgx”.

En intégrant cette inégalité, et par croissance de l'intégrale, on obtient :
1 n 1 nt1q2=1
x x 1
0< / dx < / " da = [ ] = .
o 14+=z 0 n+1l| o, n+1l

1 1
Ainsi, pour tout n € N*, |I,,| < . Comme (—) tend vers 0, on en conclut, d’apres le
n neN

théoréme d’encadrement, que (I,),en- tend vers 0 lorsque n tend vers +oo.

(b) Soit n € N*. Suivons l'indication :

i 1—(—2)" " 1 ik
k_ +— \T n _ k
Vo €[0,1], Y (—a)* = o, (e Vae [0,1], (=1)"5 il s > (—z)*.
k=0 k=0
Intégrons cette égalité entre O et 1 :
L de &= !
I, = — -1 k/ o* dz
" /0 I+ g( ) 0
n—1 z=1
z=1 zh+1
(1 +2)] =3 (-1F ]
n—1 )k+1
=1In2
nes Z 1
(c) En passant a la limite dans 1’égalité précédente, on obtient :
+00 +00
(=" : (="
0 = 1 2 t: = —1 2
n2+ ,; e so1 ; - n

Soit n € N*. Pour exprimer r,,, on remarquera que :

+0oo n
N CDF (=1)*
e D D

k=0 k=0

Ainsi : r, = —1n2— (I, —In2) = I,,.
5. Conclusion
(a) Intégrons I, par parties, en considérant les fonctions u et v définies pour tout « € [0,1] par :

zntt 1
t = .
e v(z) Ttz

u(z) =

n+1
Ces deux fonctions sont de classe C! (hypothése a ne pas oublier de mentionner), et :

-1

vz € [0,1], u'(x) = 2" et v'(z) = v o7



On peut donc intégrer par parties :

[ASYERTTY | St I [ J
" n+1l n+1], _, n+1l/, (1+x)?
anrl
Or, pour tout z € [0, 1], m < 2", donc

T
1 n+1
o< [
o 1+

(_1)n /1 anrl
ntl ), U+a)

On en déduit donc que :

Ainsi, dx

o< [z
:O<m+1n+1>

_(=p"
=5+ *

Comme pour tout n € N*, r,

_1\n _1\n 1 n+1
de | = (=1) (=D / a: dz.
2ln+1) n+1l )y (1+x)?
n+1 d _
T = p——t

1 1
< > puisque (n+1)(n+1) foon?

°(5)

= I, il s’agit de déterminer la nature de la série Y I,,. Dans la

question précédente, on a décomposé I,, en la somme de deux expressions ; étudions la convergence

des séries correspondant & chacune de ces expressions.

- =
e La série Z —_—
= 2(n+1)

montré que cette série converge dans la question 3. Ainsi, E

=D

e La série Z (In 0

1
est égale (par un changement d’indice) a la série —3 Z

(=D"

n

. Or, on a
n>2
(="

3 +1) converge.

n>1

> converge absolument d’aprés le théoréme de comparaison des séries

A termes positifs. En effet, d’aprés la question précédente, il existe M > 0 tel que pour tout n € N*,

(1"

M
Or,ZF

par le TCSTP, donc la convergence absolue de Z <In —

" 2(n+1)

est une série de Riemann convergente. On en déduit la convergence de E

M

X "o
n2

(=D"

I, - o——
2(n+1)

Par conséquent, Y I, (et donc > r,) est la somme de deux séries convergentes, elle est donc conver-

gente.

Probléme 2 — Quelques régles pour I’étude de la semi-convergence

1. Cas des séries alternées

(a) Nous allons montrer que (S2,,)nen €t (Sant1)nen sont adjacentes :

e Pour tout n € N :

2n+2 2n
Santz—Sm = > (=1)Far =Y (~1)Fa; =
k=0 k=0

(=1)?" a0+ (=1)*"Magy 1 = aspi2 — a1 <0,

car (ap)nen est décroissante. Ainsi, (Sap,)nen est décroissante.

e Pour tout n € N,

2n+3 2n+1
Sonts—Sont+1 = Z (—D*ar— Z (—D*ar =
k=0 k=0

(_1)2n+3a2n

In+2
43+ (=1 Pag, 1y = azni2—a2n4s = 0,

car (an)nen est décroissante. Ainsi, (Sa5,4+1)nen est croissante.

e Pour tout n € N, So,11

— Sop = (—=1)?"tlag, 11 = —azny1, dont la limite est 0 par hypothése.



Ainsi, les suites (Sapn)nen €t (San+1)nen sont adjacentes, dont convergent vers une limite ¢. Comme

dans le probléme précédent (raisonnement par €), on en déduit que (S,)nen tend vers £. Ainsi,

> (-1)"a,, converge.

®) i

ii.

iii.

1
C d —1)"In{1+sin—|.
onvergence de Z( )" ln ( + sin -

La premiére chose & faire est bien str d’étudier la convergence absolue. Soit pour tout n € N*,

a, = In (1 + sin %) Pour tout n > 1, % € [0, 5], donc sin% > 0. Ainsi, a,, > 0. La suite (a,)nen-
1
E)neN*

1 1 1
In <1+sin—> ~ gin— ~ —.
n

est donc & termes positifs. Comme (sin est de limite nulle,

Or, > % diverge, donc d’aprés le théoréme de comparaison par équivalences des séries & termes
positifs, Y a, diverge, donc Y (—1)"a, ne converge pas absolument.

Etudions la semi-convergence.
Attention, gardez-vous bien de raisonner par équivalents pour la semi-convergence :

ce n’est pas une série & termes positifs.
l) T
n/neN* ’2

croissante sur cet intervalle, la suite (sin ) _.. est décroissante. Comme la fonction In est

croissante, on en déduit que (a,)nen+ est décroissante.

e La suite ( est décroissante, & valeurs dans [0,Z]. Comme la fonction z — sinx est

1 1
e Comme sin et In sont continues, lim In (1 + sin —) =In (1 +sin lim —) =Inl=0.
noo n n—too n

Ainsi, (ap)nen est positive, décroissante de limite nulle. Donc d’aprés la question précédente,
> (—=1)"a,, est semi-convergente.

_1)»
Convergence de Z %
La suite (In(lnn)) est définie pour n > 2, et In(Inn) > 0 si lnn > 1 c’est-a-dire si n > e, donc,

(=D"

puisque n est entier, si n > 3. Nous étudions la série E (i)’
nn
>3

. n
Etude de la convergence absolue. D’aprés les régles de croissance comparée, la suite | ———
In(Inn)/ >,

tend vers +o00. Dong, il existe IV tel que :

n 1

Vn>N, ———>1 d : Vn>N, —— >
"z " In(lnn) 7 one "z " In(lnn) 7

)

1
e

1
D’apres le TCSTP, puisque Z — diverge, Z diverge.
n

1
In(lnn)
Ainsi Z ﬂ n’est pas absolument convergente.

’ In(Inn)

Etude de la semi-convergence.
e La suite | ——— est de limite nulle.
In(Inn)/, <,
e D’aprés la croissance du logarithme et la décroissance de la fonction inverse sur R, , la suite

1
<T> est décroissante. Remarquez qu’on est obligé de considérer la suite & partir de
n n>3

Inn)
n = 3, pour s’assurer que tous les termes sont dans le domaine de croissante de la fonction
inverse. "
Ainsi, d’aprés la question 1, quitte & poser ag = a; = as = 0, Z i est semi-convergente.
i In(lnn)

(="
Convergence deZ o

Ne vous lancez pas téte baissée dans le théoréme des suites adjacentes. Il est trés maladroit

d’utiliser ce théoréme si la série est absolument convergente, comme c’est le cas ici. En effet,

—1" . L L .
%‘ = #, et ceci est le terme général d’une série de Riemann convergente.

pour tout n € N*,



Donc la série est absolument convergente. Le théoréme des suites adjacentes, quoique applicable
dans cette situation, n’est donc d’aucun intérét ici.

2. Régle d’Abel

(a)

(b)

(e)

On introduit les termes de la suite (7},),en dans Pexpression de S, en constatant que pour tout
k€N b, =T, —Tj_1. Ainsi, pour tout n € Net p > n,

p p p p
Sp— S = Z apby = Z ar (T —Tp—1) = Z arTy — Z arTh—1
k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1
4 p—1 p—1
= Z apTy — Z ak+1T]¢ = Z (ak — ak+1)Tk + apr — an+1Tn.
k=n+1 k=n k=n+1

Attention & ne pas majorer « & l'intérieur d’une valeur absolue ». Il faut toujours d’abord utiliser
I'inégalité triangulaire. Soit n € N et p > n. Alors :

p—1
|Sp — Sn| < Z lak, — ags1] - [Tk| + |ap| - |Tp| + |ans1]| - |Tnl
k=n+1
p—1
< Z lak, — agt1| - M + |ap| - M + |apg1] - M.
k=n+1

Or, (an)nen est décroissante de limite nulle (donc positive), ainsi, pour tout & € [n + 1,p — 1],
ar — ag+1 = 0, et ap >0, aps1 > 0. Ainsi,

p—1 p—1 P
|Sp = Snl < Z (ar —ag+1) - M +ap - M + any 'M:M< Z Ak = Z ak+ap+an+1>
k=n+1 k=n+1 k=n+2

= (ant1 — ap + ap + app1)M = 2Mapy1.

Il y a donc une petite erreur d’indice dans 1’énoncé, sans grande conséquence pour la suite.

Soit & > 0. Comme (a,)nen tend vers 0, il existe N € N tel que pour tout n > N, a, = |an| < 557
Alors, d’aprés la question précédente, pour tout n > N et tout p > n, |S,, — Sp| < €. En inversant
éventuellement le role de n et p, on obtient donc :

Vn > N,¥p > N, |S, —Sp| <e.

Ainsi, la suite (S,,)nen est de Cauchy. Elle est donc convergente : la série ) a,,b,, converge.

Exemple 1 : dans cette situation, pour tout n € N, b,, = (—1)", et par conséquent :

Vn € N, Tgn = ]., et T2n+1 =0.
Ainsi, (T},)nen est bornée, et on peut donc appliquer la régle d’Abel, qui donne exactement la régle
de convergence des séries alternées.

Exemple 2 :

i. On pose pour tout n € N, b,, = et 11 suffit, d’aprés la régle d’Abel, de montrer que la somme
partielle (T},)nen de la série > by, est bornée. Or (by,)nen est une suite géométrique de raison
el #1 (car # Z 0 mod 27), donc pour tout n € N :

n :
1—é f(n+1)
k=0
Ainsi, d’aprés 'inégalité triangulaire, pour tout n € N,

1+|ei00(n+1)| 2
T-¢? —[d-a’

Tl <

On a donc trouvé un majorant (indépendant de n) de (|7,|)nen. Cette suite est donc bornée.

Par application de la régle d’Abel, la série complexe Y a,e!" est convergente.



ii. Dans les deux exemples # = 1 donc § Z 0 mod 27.

. 1
A. Convergence de e"sin | — ).
© 2 (ﬁ )
D’apreés ce qui précede, il suffit de montrer que la suite (a,)nen+ définie pour tout n € N*
par a, = sin (\/iﬁ) est décroissante de limite nulle, ce qui provient du fait que (\/iﬁ)neN*

est décroissante, & valeurs dans [0, 5] et de limite 0, et que la fonction sin est croissante sur
cet intervalle, continue en 0, de valeur 0. D’otu la convergence de la série.

Précisons que la convergence n’est pas absolue, puisqu’on a 1’équivalence suivante entre

. L .1 1 1 - . . .
sultes positives : sin —— ~ ——, et que E —— est une série de Riemann divergente : ainsi,
\/ﬁ +o0o \/ﬁ \/ﬁ

ZsinL diverge
i VR

. 1
B. C d e ——1].
onvergence de Z e | cos

La D'utilisation du théoréme d’Abel est trés maladroite, car la série est absolument conver-
gente! On obtient donc sa convergence avec trés peu d’effort, en déterminant un équivalent
du module du terme général :

. 1 1 1
in Z_1)l=1= o~
e <cosn >‘ COS— ~ 53

d’apres les équivalents classiques (qu’il faut connaitre!). Or, > # est , & une constante mul-

tiplicative prés, une somme de Riemann convergente, donc, d’aprés le théoréme de compa-
raison par équivalences des séries & termes positifs, 3 ¢! (cos L — 1) est absolument conver-

gente.
s z" z\" 1 .
iii. Soit, pour tout n > 2 et tout z € C, u,(z) = = (—) —. Soit z € C.
27 lnn 2/ Inn
" z
e Si|z] < 2, alors pour tout n > 3, |up(2)] = — < r", ot r = Ll < 1. Comme Y r™ est une

série géométrique positive de raison strictement inférieure & 1, e%le converge. Ainsi, d’aprés le

TCSTP, > |u,(z)| converge, donc Y u,(z) converge absolument.
rn el Inr | |
,our = —

e Si |z] > 2, alors, pour tout n > 2, |u,(2)] > > 1. D’aprés les

m: Inn
n

croissances comparées, <1T—> tend vers +oo, donc (Jun(2)|)n>2 aussi. Ainsi, > un(2)
nnj >

diverge grossiérement.

1
e Si z =2, alors pour tout n > 2, u, = o et on reconnait une série de Bertrand divergente.
nn

n
On refait la démonstration SVP : pour tout n > 2, v/nu,(2) = 1£’ et d’aprés les croissances
nn

comparées, lim v/nu,(2) = +oo. En utilisant la définition de la divergence vers +oo avec
A =1, on obtient :

1
AN >2, Vn > N, nu, > 1, soit : un(2) > NG

< 1, donc divergente. D’apreés le TCSTP,

1 . .
Or, E —— est une série de Riemann de parameétre %

n
on en déduit que Y u,,(2) diverge. La divergence n’est pas grossiére.

. eic0

e Si|z| =2, et z #2, il existe  €]0, 27[ tel que z = 2e'?. Alors, pour tout n > 2, u,(2)

“lnn

1
Comme (1—> est décroissante de limite nulle, on peut utiliser le théoréme d’Abel, dans
nn n>2

=

le cas ott (b,) = e'? (exemple 2). Ainsi, 3 u,(2) converge. Cette convergence n’est pas absolue,
puisque Y |un(z)| = X un(2) et que cette série diverge.



(f) Exemple 3 :

i. Cela découle immédiatement de ce qu’on a fait dans 'exemple précédent. Soit toujours pour

ii.

iii.

iv.

tout n € N, b, = ", et b/, = cos(fn) et bl! = sin(d,). Notons (T})nen, (T5)nen et (T)nex
les sommes partielles de > by, > b!, et > b!'. Alors, d’aprés la question précédente, (T},)nen est
bornée :

AM ER, VneN, |T,| <M

Donnons-nous une telle valeur de M. De plus, pour tout n € N, b!, = Re(b,,) et b!! = Im(b,).
Donc pour tout n € N, par additivité de la partie réelle et de la partie imaginaire, on obtient :

= Re(T},) et T} = Im(T},). Or, pour tout nombre complexe z, |Re(z)| < |z[, et |Im(z)| < |z|.
Par conséquent, pour tout n € N :

Tol = Re(To)| < |Tol < M et |T}| = [Im(T0)] < |T| < M.

Ainsi, les deux suites (T}, )nen et (T} )nen sont bornées. On peut donc utiliser la régle d’Abel
avec (b)) )nen ainsi qu’avec (b)pen. Sous les hypothéses convenables sur (a,)nen, cela donne
donc la convergence de Y a, cos(6n) et de Y ay, sin(fn).

On applique la régle d’Abel, avec pour tout n € N*, b, = sinn et a,, = % Alors (ay,)nen+ est
bien décroissante de limite nulle, et (b, )pen- vériﬁe les propriétés requises d’aprés la question

précédente. D’oul la convergence de la série E . Le but des questions suivantes est de
n
montrer que cette convergence n’est pas absolue.

2 2 .
——, si et seulement si n est dans

1
n > 3 si et seulement si |sinn| > 5

Pour tout n € N, sin

Vintervalle [Z, 3T] modulo .
Soit ¢ € N. Supposons que sin®(3i +2) < 1. Alors il existe « € [F, 7] tel que 3i +2 =z mod .
Puisque 0 < 7 <1< 3 :

esize(0,5],alorsz+1€[l,F+1]C[%,3]. Ainsi, sin (3z—|—3) =sin*(z +1) > ;
esize [ ,0], alors  — 1 €[X —1,-1] C [=2%, =F]. Ainsi, sin®(3i + 1) = sin®(z — 1) > L.
Ainsi, soit sin®(3i +2) L, soit un de ces deux cas de figure est vrai, c’est-a-dire sin*(3i+1) > %

2
ou sin?(3i + 3) > +. Par conséquent il existe n € {3i +1,3i + 2, 3i + 3} tel que sin’n > :

Soit i € N, et n € {3i + 1,30 +2,3i + 3} tel que sin®n > L. Une telle valeur de n existe d’aprés
la question précédente. Alors, (uy,)nen+ étant & termes posmfs :

N n S sin®n S 1 1

Uus; Usito + Us; Uy = —_
3i+1 3142 3i+3 = Un n = om = 2(3Z + 3),
puisque n < 37 + 3.

Soit (Sp)nen+ la somme partielle associée a la série > uy,. Alors (Sp)nen+ est croissante, car
(un)nen+ est & termes positifs. Elle est donc soit convergente (dans R, ), soit divergente vers
+00. Montrons que (Ss,)nen tend vers +oo. En effet, pour tout n € N*, en regroupant les termes

trois par trois :
n—1

S3p, = Z S3i41 + S3i42 + S3i43.
i—0

Or, ceci est la somme partielle d’une série dont le terme général est positif et vérifie :

; 1 1
Vi € N, S3441 +S3i+2+53i+325n>6.n+17
1 n est tier de {3i + 1,3i + 2,3i + 3} tel que Sy, > ——
ou n est un entier ae 7 7 7 e ue o, =2 .
) ) q 6(n+]_)

Ainsi, son terme général étant minoré par le terme général de la série de Riemann divergente

1 1 1 1
= Z == Z —, elle diverge, d’apres le TCSTP.
6 son +1 6 =i




Ainsi, (S3p,)nen+ diverge vers +o00. On en conclut que (Sy,)ren ne peut converger vers une limite
finie. On peut, pour le justifier sérieusement, utiliser la définition de la convergence. Si (Sy,)nen+
converge vers £, alors, en prenant ¢ = 1 dans la définition, il existe N € N tel que pour tout
n > N, S, <{+ 1. En particulier, pour tout n > N, on a 3n > N, donc S3, < ¢+ 1, ce qui
contredit la convergence de (Ssp,)nen- vers +00, en prenant A = £+ 1 dans la définition. Ainsi,
(Sn)nen+ ne convergeant pas vers une limite finie, et étant croissante, elle converge vers +o0o.
Par conséquent, > u,, diverge.

sin? n | sinn|
P G R

De plus, pour tout n € N*, puisque |sinn| < 1, on a . D’aprés le TCSTP,

. s " sin®n . . ) |sinn| . .
puisque la série & termes positifs E — diverge, il en est donc de méme de E —. Ainsi,
n n

sinn .
E ne converge pas absolument. Elle est donc seulement semi-convergente.
n

Exercice —
Inn
1. Nature de Z m
1 B
Soit, pour tout n € N*, u,, = % Etudions d’abord la divergence grossiére de la série ) u,,, en
n(e” —

calculant la limite de (uy,)pen+. Pour tout n € N*,

Inn Inn Inn

- In(e” — 1) “Inen + In(l—e")  n+In(l—en)’

Un

Or, (n)nen tend vers +o0o et (In(1 — e ™)),en+ tend vers 0. Ainsi, In(1 — e™™) = o(n). On en déduit
I’équivalent suivant en +00 :

Inn
n+In(l—e ") ~ n, donc : Up ~ —.
+oo +oo N
s ) . , . Inn . .. L.
D’aprés les résultats de croissance comparée, lim —— =0, donc lim w, = 0. Ainsi, la série ) u, ne
n—+oo 1 n—-+00

diverge pas grossiérement.

n
positive, on peut utiliser le théoréme de comparaison de deux séries & termes positifs équivalents : les

L. Inn A
deux séries E Up €t E —— sont de méme nature.
n

On reconnait 14 une série de Bertrand divergente. Comme les séries de Bertrand ne sont pas au programme,

Inn
Au passage, on a trouvé un équivalent simple de > u,,. Comme cet équivalent (—) est une suite
neN=

il faut rapidement redonner 'argument, d’autant qu’ici il est particuliérement simple. En effet pour tout
1

Inn 1
n > 3,lnn > 1, donc — > = > 0. D’aprés le TCSTP, la série Z — étant une série de Riemann
n n n
. L Inn . . .
divergente, la série Z - diverge. Ainsi Z uy, diverge.
n!
2. Nature de la série —.
nn

n!
Soit, pour tout n € N, u,, = —-. Etudions d’abord la divergence grossiere de > uy,. Cela résulte de la
n

1
remarque suivante : u,, = O <—> , ce qu’on a déja montré en TD. Je refais la démonstration rapidement :
n

n

V21, u, = 2 zniz 11
Hn i:ln i=2

i=1

<

)

S|

S|
S| =

puisque pour tout i € [2,n], 0 < — < 1. La suite (u,)nen étant en outre positive, cela implique que
n

1 1
Uy, = O <—> Comme (—) tend vers 0, il en est donc de méme que (uy,)nen- La série Y u, n’est
n neN*

donc pas grossiérement divergente.



Pour montrer que ) u, converge, on peut arranger un tout petit peu le raisonnement ci-dessus pour

1
montrer que u, = O ( ) En effet :
n?

1
Ainsi, (un)nen étant & termes positifs, u, = O < ) D’aprés le corollaire du TCSTP, puisque Z
n?

est une série de Riemann de paramétre 2 > 1, donc convergente, on en déduit que > u,, converge.
1 1
. Nature de la série In cos —)(Insin —
> ol )

1 1
Soit, pour tout n € N*; u, = (Incos —)(lnsin —). Pour commencer, constatons que y_ u, est une série
n n

L et sin L sont dans ]0,1]; ainsi, Incos L < 0 et

A termes positifs : En effet, pour tout n € N*, cos
Insin L < 0; par conséquent u,, > 0.

Etudions maintenant la limite de (uy,),en-.

Tout d’abord, trouvons un équivalent de In cos % Comme la limite de (cos %)nGN* est 1,ona:
1 1
Incos— ~ cos——1 ~
n+oo 0 foo 22

-1
Ainsi, les séries concernées étant a termes positifs, Y u,, est de méme nature que E -~ Insin —
n’

7m
De plus, pour tout z € [1,72],sinz > 277” Par conséquent, pour tout n € N*, ——— < —, et, le logarithme
si

ni 2
1 ™ "
étant croissant sur R} : Vn € N*, 0 < —Insin ﬁ <In 5 = =lnn+ In 2 3

o Inn InZ . T 1 . . .
Ainsi, pour tout n € N*, 0 < up < — + —22 La série In 5 Z — converge, car il s’agit d’une série
n n

. \ . nn , s 12 .
de Riemann de paramétre 2 > 1. La série E —,- converge également. En effet, considérons la suite
n

Inn Inn

(ng 5 ) = (—) . Cette suite tend vers 0 d’aprés les croissances comparées. Il existe donc
n neN* \/ﬁ neN*

N € N* tel que :

Inn Inn 1
Vn > N, n3 > <1 soit : Vn>N,— < —.
n n ni

Les séries concernées étant a termes positifs, on peut apphquer le TCSTP. La série Z —5 est une série
n-2

de Riemann de paramétre 2 5 > 1, donc convergente. Ainsi, E —2 converge.

lnn In 5
Par conséquent, E —- + —= est la somme de seux séries convergentes, elle est donc convergente.
n?

D’apreés le TCSTP une nouvelle fois, on en déduit que > u,, converge. Ouf!
. Nature de la série Z nw — 1.

Soit, pour tout n € N*, u,, = n= — 1. Tout d’abord, pour tout n € N*, n > 1 et % > 0, donc n= >1;

ainsi, u,, > 0. La suite (u,)nen+ est donc & termes positifs.

Inn
On obtient facilement un équivalent de (uy,),en=. En effet, (—) tend vers 0, donc :
neN*

Inn Inn
Un:e n —]_ ~ —
+oo n

Inn
La série Zun étant & termes positifs, les séries Zun et Z —— sont donc de méme nature, d’aprés
n
le théoréme de comparaison de deux séries a termes positifs équivalents. De plus on a déja montré plus

1
haut que Z un diverge. Donc la série Z u,, diverge.
n
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