
Lyée Carnot Pour le jeudi 3 novembre 2005ECS 4 � MathématiquesA. Troesh Devoir Maison no 5 � Séries numériquesProblème 1 � Étude de séries dont le terme général est le reste d'une série onvergente(extrait de Conours ommuns polytehniques - onours national DEUG 2004)Exemple 11. Justi�ons d'abord que pour tout n 2 N, rn existe. Cela provient de la onvergene de la série P an, dufait qu'il s'agit d'une série géométrique de raison 12 2℄� 1; 1[.Calulons maintenant rn, pour tout n 2 N. Soit n 2 N. Alorsrn = .+1Xk=n+1 12k = +1Xk=0 12n+1+k = 12n+1 +1Xk=0 12k = 12n+1 � 11� 12 = 12n :La deuxième égalité provient d'un hangement d'indie k0 = k � (n + 1), l'avant-dernière provient de laformule de la somme des séries géométriques (à onnaître par ÷ur).Ainsi, (rn)n2N est une suite géométrique de raison fra12 2℄� 1; 1[. D'après les résultats de onvergenedes séries géométriques, on en déduit que P rn onverge, et+1Xn=0 rn = +1Xn=0 12n = 11� 12 = 2:Exemple 22. On pose, pour tout n > 1, an = 1n2 .(a) Pan est une série de RiemannP 1na , ave a = 2, don a > 1. D'après les règles de onvergene desséries de Riemann, elle est don onvergente.(b) Soit n 2 N� et N un entier supérieur à 2 et à n+ 1. Soit f la fontion dé�nie sur [1;+1[ par :8t 2 [1;+1[; f(x) = 1t2 :Soit k 2 [[n+1; N ℄℄: Alors, f étant déroissante sur [k; k+1℄, pour tout t 2 [k; k+1℄, on a f(k+1) 6f(t) 6 f(k). En intégrant ette inégalité sur tout l'intervalle [k; k + 1℄ sur lequel elle est vraie, onobtient : f(k + 1) = Z k+1k f(k + 1) dt 6 Z k+1k f(t) dt 6 Z k+1k f(k) dt = f(k):Cette double-inégalité étant vraie pour tout k 2 [[n+1; N ℄℄, on peut la sommer pour toutes les valeursde k 2 [[n+ 1; N ℄℄ : NXk=n+1 f(k + 1) 6 NXk=n+1 Z k+1k f(t) dt 6 NXk=n+1 f(k);soit, en revenant à l'expression de f et en utilisant la relation de Chasles :NXk=n+1 1(k + 1)2 6 Z N+1n+1 dtt2 6 NXk=n+1 1k2 ;
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() On alule l'intégrale i-dessus :Z N+1n+1 dtt2 = ��1t �t=N+1t=n+1 = 1n+ 1 � 1N + 1 :Ainsi, en injetant e résultat dans la double-inégalité de la question préédente, et en faisant unhangement d'indie dans la somme de gauhe, on obtient, pour tout n 2 N� et tout N > n+ 1 :NXk=n+2 1k2 6 1n+ 1 � 1N + 1 6 NXk=n+1 1k2 :Les limites de es trois termes lorsque N tend vers +1 existent (pour les termes de gauhe et dedroite, il s'agit de l'existene de rn et rn+1, 'est-à-dire de la onvergene de P ak). On peut donpasser à la limite lorsque N tend vers +1. D'après le théorème de prolongement des inégalités, pourtout n 2 N� , rn � 1(n+ 1)2 6 1n+ 1 6 rn:La première inégalité donne : 8n 2 N� ; rn 6 1n+ 1 + 1(n+ 1)2 .Ainsi, ave la seonde inégalité, on obtient : 8n 2 N� ; 1n+ 1 6 rn 6 1n+ 1 + 1(n+ 1)2 .(d) Ainsi, pour tout n 2 N� , ����rn � 1n+ 1 ���� 6 1(n+ 1)2 . Don,rn � 1n+ 1 = O� 1(n+ 1)2� = o� 1n+ 1� :On en déduit que rn �+1 1n+ 1 �+1 1n .(e) Comme rn �+1 1n et que les séries onsidérées sont à termes positifs, par le théorème de omparaisonde séries à termes positifs équivalents, P rn et P 1n sont de même nature. D'après les résultats deonvergene des séries de Riemann, P 1n diverge, don P rn diverge.Exemple 3On pose, pour tout n > 1, an = (�1)nn . On note pour tout n > 1, Sn = nXk=1 an.3. Montrons que les suites (S2n)n2N� et (S2n+1)n2N sont adjaentes. En e�et :� Pour tout n 2 N� , S2n+2 � S2n = (�1)2n+22n+ 2 + (�1)2n+12n+ 1 = 12n+ 2 � 12n+ 1 < 0;ar la suite � 1n�n2N� est déroissante. Don (S2n)n2N� est déroissante.� De même, pour tout n 2 N� ,S2n+3 � S2n+1 = (�1)2n+32n+ 3 + (�1)2n+22n+ 2 = 12n+ 2 � 12n+ 3 > 0;ar la suite � 1n�n2N� est déroissante. Don (S2n+1)n2N est roissante.� Pour tout n 2 N, S2n � S2n+1 = � (�1)2n+12n+ 1 = 12n+ 1 ;don (S2n � S2n+1)n2N� tend vers 0 lorsque n tend vers +1.2



Ainsi, les deux suites (S2n)n2N� et (S2n+1)n2N sont adjaentes. Elles onvergent don vers une mêmelimite ; soit ` leur limite ommune. Alors, étant donné " > 0, il existe N1 et N2 tels que :8n > N1; jS2n � `j < "; 8n > N2; jS2n+1 � `j < ":Alors : 8n > 2 �max(N1; N2); jSn � `j < ":Don (Sn)n2N� onverge vers ` : la sérieP an est onvergente.4. Expression intégrale de rn�On dé�nit la suite (In)n2N� par : 8n 2 N� ; In = (�1)n Z 10 xn1 + x dx:(a) Soit n 2 N� . Pour tout x 2 [0; 1℄, 1 + x > 1, don 0 6 xn1 + x 6 xn:En intégrant ette inégalité, et par roissane de l'intégrale, on obtient :0 6 Z 10 xn1 + x dx 6 Z 10 xn dx = � xn+1n+ 1�x=1x=0 = 1n+ 1 :Ainsi, pour tout n 2 N� , jInj 6 1n+ 1 . Comme � 1n+ 1�n2N tend vers 0, on en onlut, d'après lethéorème d'enadrement, que (In)n2N� tend vers 0 lorsque n tend vers +1.(b) Soit n 2 N� . Suivons l'indiation :8x 2 [0; 1℄; n�1Xk=0(�x)k = 1� (�x)n1 + x ; don 8x 2 [0; 1℄; (�1)n xn1 + x = 11 + x � n�1Xk=0(�x)k:Intégrons ette égalité entre 0 et 1 :In = Z 10 dx1 + x � n�1Xk=0(�1)k Z 10 xk dx= h ln(1 + x)ix=1x=0 � n�1Xk=0(�1)k � xk+1k + 1�x=1x=0= ln 2 + n�1Xk=0 (�1)k+1k + 1 = ln 2 + nXk=1 (�1)kk :() En passant à la limite dans l'égalité préédente, on obtient :0 = ln 2 + +1Xn=1 (�1)nn ; soit : +1Xn=1 (�1)nn = � ln 2:Soit n 2 N� . Pour exprimer rn, on remarquera que :rn = +1Xk=0 (�1)kk � nXk=0 (�1)kk :Ainsi : rn = � ln 2� (In � ln 2) = In:5. Conlusion(a) Intégrons In par parties, en onsidérant les fontions u et v dé�nies pour tout x 2 [0; 1℄ par :u(x) = xn+1n+ 1 et v(x) = 11 + x:Ces deux fontions sont de lasse C1 (hypothèse à ne pas oublier de mentionner), et :8x 2 [0; 1℄; u0(x) = xn et v0(x) = �1(1 + x)2 :3



On peut don intégrer par parties :In = (�1)n � xn+1n+ 1 � 1n+ 1�x=1x=0 + 1n+ 1 Z 10 xn+1(1 + x)2 dx! = (�1)n2(n+ 1) + (�1)nn+ 1 Z 10 xn+1(1 + x)2 dx:Or, pour tout x 2 [0; 1℄, xn+1(1 + x)2 6 xn+1, don0 6 Z 10 xn+1(1 + x)2 dx 6 Z 10 xn+1 dx = 1n+ 2 :Ainsi, (�1)nn+ 1 Z 10 xn+1(1 + x)2 dx = O� 1(n+ 1)(n+ 1)� = O� 1n2�, puisque 1(n+ 1)(n+ 1) �+1 1n2 :On en déduit don que : In = (�1)n2(n+ 1) +O� 1n2� :(b) Comme pour tout n 2 N� , rn = In, il s'agit de déterminer la nature de la série P In. Dans laquestion préédente, on a déomposé In en la somme de deux expressions ; étudions la onvergenedes séries orrespondant à haune de es expressions.� La série Xn>1 (�1)n2(n+ 1) est égale (par un hangement d'indie) à la série �12Xn>2 (�1)nn . Or, on amontré que ette série onverge dans la question 3. Ainsi, Xn>1 (�1)n2(n+ 1) onverge.� La sérieX�In � (�1)n2(n+ 1)� onverge absolument d'après le théorème de omparaison des sériesà termes positifs. En e�et, d'après la question préédente, il existeM > 0 tel que pour tout n 2 N� ,����In � (�1)n2(n+ 1) ���� 6 Mn2 :Or,XMn2 est une série de Riemann onvergente. On en déduit la onvergene deX����In � (�1)n2(n+ 1) ����par le TCSTP, don la onvergene absolue deX�In � (�1)n2(n+ 1)�.Par onséquent,P In (et donP rn) est la somme de deux séries onvergentes, elle est don onver-gente.Problème 2 � Quelques règles pour l'étude de la semi-onvergene1. Cas des séries alternées(a) Nous allons montrer que (S2n)n2N et (S2n+1)n2N sont adjaentes :� Pour tout n 2 N :S2n+2�S2n = 2n+2Xk=0 (�1)kak� 2nXk=0(�1)kak = (�1)2n+2a2n+2+(�1)2n+1a2n+1 = a2n+2�a2n+1 6 0;ar (an)n2N est déroissante. Ainsi, (S2n)n2N est déroissante.� Pour tout n 2 N,S2n+3�S2n+1 = 2n+3Xk=0 (�1)kak�2n+1Xk=0 (�1)kak = (�1)2n+3a2n+3+(�1)2n+2a2n+2 = a2n+2�a2n+3 > 0;ar (an)n2N est déroissante. Ainsi, (S2n+1)n2N est roissante.� Pour tout n 2 N, S2n+1 � S2n = (�1)2n+1a2n+1 = �a2n+1, dont la limite est 0 par hypothèse.4



Ainsi, les suites (S2n)n2N et (S2n+1)n2N sont adjaentes, dont onvergent vers une limite `. Commedans le problème préédent (raisonnement par "), on en déduit que (Sn)n2N tend vers `. Ainsi,P(�1)nan onverge.(b) i. Convergene de X(�1)n ln�1 + sin 1n�.La première hose à faire est bien sûr d'étudier la onvergene absolue. Soit pour tout n 2 N� ,an = ln �1 + sin 1n�. Pour tout n > 1, 1n 2 [0; �2 ℄, don sin 1n > 0. Ainsi, an > 0. La suite (an)n2N�est don à termes positifs. Comme �sin 1n�n2N� est de limite nulle,ln�1 + sin 1n� �+1 sin 1n �+1 1n:Or,P 1n diverge, don d'après le théorème de omparaison par équivalenes des séries à termespositifs, P an diverge, don P(�1)nan ne onverge pas absolument.Étudions la semi-onvergene.Attention, gardez-vous bien de raisonner par équivalents pour la semi-onvergene :e n'est pas une série à termes positifs.� La suite � 1n�n2N� est déroissante, à valeurs dans [0; �2 ℄. Comme la fontion x 7! sinx estroissante sur et intervalle, la suite �sin 1n�n2N� est déroissante. Comme la fontion ln estroissante, on en déduit que (an)n2N� est déroissante.� Comme sin et ln sont ontinues, limn!+1 ln�1 + sin 1n� = ln�1 + sin limn!+1 1n� = ln 1 = 0:Ainsi, (an)n2N est positive, déroissante de limite nulle. Don d'après la question préédente,P(�1)nan est semi-onvergente.ii. Convergene de X (�1)nln(lnn) .La suite (ln(lnn)) est dé�nie pour n > 2, et ln(lnn) > 0 si lnn > 1 'est-à-dire si n > e, don,puisque n est entier, si n > 3. Nous étudions la série Xn>3 (�1)nln(lnn) .Étude de la onvergene absolue. D'après les règles de roissane omparée, la suite� nln(lnn)�n>3tend vers +1. Don, il existe N tel que :8n > N; nln(lnn) > 1; don : 8n > N; 1ln(ln n) > 1n:D'après le TCSTP, puisqueX 1n diverge,X 1ln(lnn) diverge.Ainsi, X (�1)nln(lnn) n'est pas absolument onvergente.Étude de la semi-onvergene.� La suite � 1ln(lnn)�n>2 est de limite nulle.� D'après la roissane du logarithme et la déroissane de la fontion inverse sur R+ , la suite� 1ln(lnn)�n>3 est déroissante. Remarquez qu'on est obligé de onsidérer la suite à partir den = 3, pour s'assurer que tous les termes sont dans le domaine de roissante de la fontioninverse.Ainsi, d'après la question 1, quitte à poser a0 = a1 = a2 = 0, Xn>3 (�1)nln(lnn) est semi-onvergente.iii. Convergene de X (�1)nn2 .Ne vous lanez pas tête baissée dans le théorème des suites adjaentes. Il est très maladroitd'utiliser e théorème si la série est absolument onvergente, omme 'est le as ii. En e�et,pour tout n 2 N� , ��� (�1)nn2 ��� = 1n2 , et ei est le terme général d'une série de Riemann onvergente.5



Don la série est absolument onvergente. Le théorème des suites adjaentes, quoique appliabledans ette situation, n'est don d'auun intérêt ii.2. Règle d'Abel(a) On introduit les termes de la suite (Tn)n2N dans l'expression de Sn, en onstatant que pour toutk 2 N� , bk = Tk � Tk�1. Ainsi, pour tout n 2 N et p > n,Sp � Sn = pXk=n+1 akbk = pXk=n+1 ak(Tk � Tk�1) = pXk=n+1 akTk � pXk=n+1 akTk�1= pXk=n+1 akTk � p�1Xk=n ak+1Tk = p�1Xk=n+1(ak � ak+1)Tk + apTp � an+1Tn:(b) Attention à ne pas majorer � à l'intérieur d'une valeur absolue �. Il faut toujours d'abord utiliserl'inégalité triangulaire. Soit n 2 N et p > n. Alors :jSp � Snj 6 p�1Xk=n+1 jak � ak+1j � jTkj+ japj � jTpj+ jan+1j � jTnj6 p�1Xk=n+1 jak � ak+1j �M + japj �M + jan+1j �M:Or, (an)n2N est déroissante de limite nulle (don positive), ainsi, pour tout k 2 [[n + 1; p � 1℄℄,ak � ak+1 > 0, et ap > 0, an+1 > 0. Ainsi,jSp � Snj 6 p�1Xk=n+1(ak � ak+1) �M + ap �M + an+1 �M = M  p�1Xk=n+1 ak � pXk=n+2 ak + ap + an+1!= (an+1 � ap + ap + an+1)M = 2Man+1:Il y a don une petite erreur d'indie dans l'énoné, sans grande onséquene pour la suite.() Soit " > 0. Comme (an)n2N tend vers 0 , il existe N 2 N tel que pour tout n > N , an = janj < "2M .Alors, d'après la question préédente, pour tout n > N et tout p > n, jSn � Spj < ". En inversantéventuellement le r�le de n et p, on obtient don :8n > N;8p > N; jSn � Spj < ":Ainsi, la suite (Sn)n2N est de Cauhy. Elle est don onvergente : la série Panbn onverge.(d) Exemple 1 : dans ette situation, pour tout n 2 N, bn = (�1)n, et par onséquent :8n 2 N; T2n = 1; et T2n+1 = 0:Ainsi, (Tn)n2N est bornée, et on peut don appliquer la règle d'Abel, qui donne exatement la règlede onvergene des séries alternées.(e) Exemple 2 :i. On pose pour tout n 2 N, bn = ei �n. Il su�t, d'après la règle d'Abel, de montrer que la sommepartielle (Tn)n2N de la série P bn est bornée. Or (bn)n2N est une suite géométrique de raisonei � 6= 1 (ar � 6� 0 mod 2�), don pour tout n 2 N :Tn = nXk=0 bn = 1� ei �(n+1)1� ei � :Ainsi, d'après l'inégalité triangulaire, pour tout n 2 N,jTnj 6 1 + jei�(n+1)jj1� ei �j = 2j1� ei �j :On a don trouvé un majorant (indépendant de n) de (jTnj)n2N. Cette suite est don bornée.Par appliation de la règle d'Abel, la série omplexe Panei �n est onvergente.6



ii. Dans les deux exemples � = 1 don � 6� 0 mod 2�:A. Convergene de X ein sin� 1pn�.D'après e qui préède, il su�t de montrer que la suite (an)n2N� dé�nie pour tout n 2 N�par an = sin� 1pn� est déroissante de limite nulle, e qui provient du fait que � 1pn�n2N�est déroissante, à valeurs dans [0; �2 ℄ et de limite 0, et que la fontion sin est roissante suret intervalle, ontinue en 0, de valeur 0. D'où la onvergene de la série.Préisons que la onvergene n'est pas absolue, puisqu'on a l'équivalene suivante entresuites positives : sin 1pn �+1 1pn , et queX 1pn est une série de Riemann divergente : ainsi,X sin 1pn diverge.B. Convergene de X ein�os 1n � 1�.Là l'utilisation du théorème d'Abel est très maladroite, ar la série est absolument onver-gente ! On obtient don sa onvergene ave très peu d'e�ort, en déterminant un équivalentdu module du terme général :����ein�os 1n � 1����� = 1� os 1n �+1 12n2 ;d'après les équivalents lassiques (qu'il faut onnaître !). Or,P 12n2 est , à une onstante mul-tipliative près, une somme de Riemann onvergente, don, d'après le théorème de ompa-raison par équivalenes des séries à termes positifs,P ein �os 1n � 1� est absolument onver-gente.iii. Soit, pour tout n > 2 et tout z 2 C , un(z) = zn2n ln n = �z2�n 1lnn: Soit z 2 C .� Si jzj < 2, alors pour tout n > 3, jun(z)j = rnlnn 6 rn, où r = jzj2 < 1. Comme P rn est unesérie géométrique positive de raison stritement inférieure à 1, elle onverge. Ainsi, d'après leTCSTP, P jun(z)j onverge, don Pun(z) onverge absolument.� Si jzj > 2, alors, pour tout n > 2, jun(z)j > rnlnn = en ln rlnn , où r = jzj2 > 1. D'après lesroissanes omparées, � rnlnn�n>2 tend vers +1, don (jun(z)j)n>2 aussi. Ainsi, Pun(z)diverge grossièrement.� Si z = 2, alors pour tout n > 2, un = 1lnn , et on reonnaît une série de Bertrand divergente.On refait la démonstration SVP : pour tout n > 2, pnun(2) = pnlnn , et d'après les roissanesomparées, limpnun(2) = +1. En utilisant la dé�nition de la divergene vers +1 aveA = 1, on obtient :9N > 2; 8n > N; pnun > 1; soit : un(2) > 1pn:Or,X 1pn est une série de Riemann de paramètre 12 6 1, don divergente. D'après le TCSTP,on en déduit que Pun(2) diverge. La divergene n'est pas grossière.� Si jzj = 2, et z 6= 2, il existe � 2℄0; 2�[ tel que z = 2ei �. Alors, pour tout n > 2, un(z) = ei�lnn .Comme � 1lnn�n>2 est déroissante de limite nulle, on peut utiliser le théorème d'Abel, dansle as où (bn) = ei � (exemple 2). Ainsi,Pun(z) onverge. Cette onvergene n'est pas absolue,puisque P jun(z)j =Pun(2) et que ette série diverge.7



(f) Exemple 3 :i. Cela déoule immédiatement de e qu'on a fait dans l'exemple préédent. Soit toujours pourtout n 2 N, bn = ei�n, et b0n = os(�n) et b00n = sin(�n). Notons (Tn)n2N, (T 0n)n2N et (T 00n )n2Nles sommes partielles deP bn,P b0n etP b00n. Alors, d'après la question préédente, (Tn)n2N estbornée : 9M 2 R; 8n 2 N; jTnj 6M:Donnons-nous une telle valeur de M . De plus, pour tout n 2 N, b0n = Re(bn) et b00n = Im(bn).Don pour tout n 2 N, par additivité de la partie réelle et de la partie imaginaire, on obtient :T 0n = Re(Tn) et T 00n = Im(Tn). Or, pour tout nombre omplexe z, jRe(z)j 6 jzj, et j Im(z)j 6 jzj.Par onséquent, pour tout n 2 N :jT 0nj = jRe(Tn)j 6 jTnj 6M et jT 00n j = j Im(Tn)j 6 jTnj 6M:Ainsi, les deux suites (T 0n)n2N et (T 00n )n2N sont bornées. On peut don utiliser la règle d'Abelave (b0n)n2N ainsi qu'ave (b00n)n2N. Sous les hypothèses onvenables sur (an)n2N, ela donnedon la onvergene de P an os(�n) et de Pan sin(�n).ii. On applique la règle d'Abel, ave pour tout n 2 N� , bn = sinn et an = 1n . Alors (an)n2N� estbien déroissante de limite nulle, et (bn)n2N� véri�e les propriétés requises d'après la questionpréédente. D'où la onvergene de la série X sinnn . Le but des questions suivantes est demontrer que ette onvergene n'est pas absolue.iii. Pour tout n 2 N, sin2 n > 12 si et seulement si j sinnj > p22 , si et seulement si n est dansl'intervalle [�4 ; 3�4 ℄ modulo �.Soit i 2 N. Supposons que sin2(3i+2) < 12 . Alors il existe x 2 [��4 ; �4 ℄ tel que 3i+2 � x mod �.Puisque 0 < �4 < 1 < �2 :� si x 2 [0; �4 ℄, alors x+ 1 2 [1; �4 + 1℄ � [�4 ; 3�4 ℄. Ainsi, sin2(3i+ 3) = sin2(x+ 1) > 12 ;� si x 2 [��4 ; 0℄, alors x� 1 2 [�4 � 1;�1℄ � [�3�4 ; ��4 ℄. Ainsi, sin2(3i+ 1) = sin2(x� 1) > 12 .Ainsi, soit sin2(3i+2) > 12 , soit un de es deux as de �gure est vrai, 'est-à-dire sin2(3i+1) > 12ou sin2(3i+ 3) > 12 . Par onséquent, il existe n 2 f3i+ 1; 3i+ 2; 3i+ 3g tel que sin2 n > 12 .iv. Soit i 2 N, et n 2 f3i+ 1; 3i+ 2; 3i+ 3g tel que sin2 n > 12 . Une telle valeur de n existe d'aprèsla question préédente. Alors, (un)n2N� étant à termes positifs :u3i+1 + u3i+2 + u3i+3 > un = sin2 nn > 12n > 12(3i+ 3) ;puisque n 6 3i+ 3.v. Soit (Sn)n2N� la somme partielle assoiée à la série Pun. Alors (Sn)n2N� est roissante, ar(un)n2N� est à termes positifs. Elle est don soit onvergente (dans R+ ), soit divergente vers+1. Montrons que (S3n)n2N tend vers +1. En e�et, pour tout n 2 N� , en regroupant les termestrois par trois : S3n = n�1Xi=0 S3i+1 + S3i+2 + S3i+3:Or, ei est la somme partielle d'une série dont le terme général est positif et véri�e :8i 2 N; S3i+1 + S3i+2 + S3i+3 > Sn > 16 � 1n+ 1 ;où n est un entier de f3i+ 1; 3i+ 2; 3i+ 3g tel que Sn > 16(n+ 1) .Ainsi, son terme général étant minoré par le terme général de la série de Riemann divergente16 Xn>0 1n+ 1 = 16Xn>1 1n , elle diverge, d'après le TCSTP.8



Ainsi, (S3n)n2N� diverge vers +1. On en onlut que (Sn)n2N ne peut onverger vers une limite�nie. On peut, pour le justi�er sérieusement, utiliser la dé�nition de la onvergene. Si (Sn)n2N�onverge vers `, alors, en prenant " = 1 dans la dé�nition, il existe N 2 N tel que pour toutn > N , Sn 6 ` + 1. En partiulier, pour tout n > N , on a 3n > N , don S3n 6 ` + 1, e quiontredit la onvergene de (S3n)n2N� vers +1, en prenant A = `+ 1 dans la dé�nition. Ainsi,(Sn)n2N� ne onvergeant pas vers une limite �nie, et étant roissante, elle onverge vers +1.Par onséquent, Pun diverge.De plus, pour tout n 2 N� , puisque j sinnj 6 1, on a sin2 nn 6 j sinnjn . D'après le TCSTP,puisque la série à termes positifsX sin2 nn diverge, il en est don de même deX j sinnjn . Ainsi,X sinnn ne onverge pas absolument. Elle est don seulement semi-onvergente.Exerie �1. Nature deX lnnln(en � 1) .Soit, pour tout n 2 N� , un = lnnln(en � 1) . Étudions d'abord la divergene grossière de la série Pun, enalulant la limite de (un)n2N� . Pour tout n 2 N� ,un = lnnln(en � 1) = lnnln en + ln(1� e�n) = lnnn+ ln(1� e�n) :Or, (n)n2N tend vers +1 et (ln(1 � e�n))n2N� tend vers 0. Ainsi, ln(1 � e�n) = o(n). On en déduitl'équivalent suivant en +1 :n+ ln(1� e�n) �+1n; don : un �+1 lnnn :D'après les résultats de roissane omparée, limn!+1 lnnn = 0, don limn!+1un = 0. Ainsi, la sériePun nediverge pas grossièrement.Au passage, on a trouvé un équivalent simple de Pun. Comme et équivalent � lnnn �n2N� est une suitepositive, on peut utiliser le théorème de omparaison de deux séries à termes positifs équivalents : lesdeux sériesXun etX lnnn sont de même nature.On reonnaît là une série de Bertrand divergente. Comme les séries de Bertrand ne sont pas au programme,il faut rapidement redonner l'argument, d'autant qu'ii il est partiulièrement simple. En e�et pour toutn > 3, lnn > 1, don lnnn > 1n > 0. D'après le TCSTP, la série X 1n étant une série de Riemanndivergente, la sérieX lnnn diverge. Ainsi Xun diverge.2. Nature de la sérieX n!nn .Soit, pour tout n 2 N, un = n!nn . Étudions d'abord la divergene grossière de Pun. Cela résulte de laremarque suivante : un = O� 1n�, e qu'on a déjà montré en TD. Je refais la démonstration rapidement :8n > 1; un = nYi=1 inYi=1n = nYi=1 in = 1n � nYi=2 in 6 1n;puisque pour tout i 2 [[2; n℄℄, 0 6 in 6 1. La suite (un)n2N étant en outre positive, ela implique queun = O� 1n�. Comme � 1n�n2N� tend vers 0, il en est don de même que (un)n2N. La série Pun n'estdon pas grossièrement divergente. 9



Pour montrer que Pun onverge, on peut arranger un tout petit peu le raisonnement i-dessus pourmontrer que un = O� 1n2�. En e�et :8n > 2; un = 1n � 2n � nYi=3 in 6 2n2 :Ainsi, (un)n2N étant à termes positifs, un = O� 1n2�. D'après le orollaire du TCSTP, puisque X 1n2est une série de Riemann de paramètre 2 > 1, don onvergente, on en déduit que Pun onverge.3. Nature de la sérieX(ln os 1n )(ln sin 1n )Soit, pour tout n 2 N� , un = (ln os 1n)(ln sin 1n). Pour ommener, onstatons que Pun est une sérieà termes positifs : En e�et, pour tout n 2 N� , os 1n et sin 1n sont dans ℄0; 1℄ ; ainsi, ln os 1n 6 0 etln sin 1n 6 0 ; par onséquent un > 0.Étudions maintenant la limite de (un)n2N�.Tout d'abord, trouvons un équivalent de ln os 1n . Comme la limite de �os 1n�n2N� est 1, on a :ln os 1n �+1 os 1n � 1 �+1� 12n2 :Ainsi, les séries onernées étant à termes positifs, Pun est de même nature queX �12n2 ln sin 1n .De plus, pour tout x 2 [1; �2℄, sinx > 2x� . Par onséquent, pour tout n 2 N� , 1sin 1n 6 �n2 , et, le logarithmeétant roissant sur R�+ : 8n 2 N� ; 0 6 � ln sin 1n 6 ln �n2 = lnn+ ln �2 :Ainsi, pour tout n 2 N� , 0 6 un 6 lnnn2 + ln �2n2 . La série ln �2 X 1n2 onverge, ar il s'agit d'une sériede Riemann de paramètre 2 > 1. La série X lnnn2 onverge également. En e�et, onsidérons la suite�n 32 lnnn2 �n2N� = � lnnpn�n2N� . Cette suite tend vers 0 d'après les roissanes omparées. Il existe donN 2 N� tel que : 8n > N; n 32 lnnn2 6 1; soit : 8n > N; lnnn2 6 1n 32 :Les séries onernées étant à termes positifs, on peut appliquer le TCSTP. La série X 1n 32 est une sériede Riemann de paramètre 32 > 1, don onvergente. Ainsi, X lnnn2 onverge.Par onséquent, X lnnn2 + ln �2n2 est la somme de seux séries onvergentes, elle est don onvergente.D'après le TCSTP une nouvelle fois, on en déduit que Pun onverge. Ouf !4. Nature de la sérieXn 1n � 1.Soit, pour tout n 2 N� , un = n 1n � 1. Tout d'abord, pour tout n 2 N� , n > 1 et 1n > 0, don n 1n > 1 ;ainsi, un > 0. La suite (un)n2N� est don à termes positifs.On obtient failement un équivalent de (un)n2N� . En e�et, � lnnn �n2N� tend vers 0, don :un = e lnnn � 1 �+1 lnnnLa série Xun étant à termes positifs, les séries Xun et X lnnn sont don de même nature, d'aprèsle théorème de omparaison de deux séries à termes positifs équivalents. De plus on a déjà montré plushaut queX lnnn diverge. Don la sérieXun diverge.10


