LYCEE CARNOT Novembre 2005
ECS 4 — Mathématiques
A. TROESCH

Correction du Devoir Maison n® 6 — Autour des séries génératrices

On admet dans tout le probléme que pour tout a € R et tout © € R tel que |z| < 1,

+00 +o0o /n—1
. al@—1)---(a—n+1) , AR
(1+x) —1+Z o x —Z H(a—z) g (1)
n=1 n=0 \i=0
Questions préliminaires
n—1
1. Soit n € N* tel que n > a. Alors H (a—1i) = 0 car un des facteurs de ce produit, correspondant & ’indice
=0

i =a € [0,n—1] est nul. Ainsi, tous les termes de la somme correspondant & des indices n > a sont nuls :
la somme est en fait finie et vaut :

+ 00 n—1 Qﬁn a n—1 Qﬁn
5 (M) % -3 (Te-0) 2
n=0 \=0 n=0 \i=0

Ainsi, il s’agit d’un polynome de degré a.

Pour toute valeur de z € R, le terme général de rang n de la série est nul pour tout n > a. Ainsi, la suite
des sommes partielles est stationnaire, donc converge. Ainsi, la série converge pour toute valeur z € R.
La formule que 'on obtient est :

a n—1 n a
a _ s .Z'_ _ a n
VeeR (142 =Y (H(a z)) cey (n)x |
n=0 \i=0 n=0
Il ne s’agit donc de rien d’autre que la formule du bindme.
n—1 "
2. On note pour tout n € N, u,, = (H(a — z)) — Puisque a € N, tous les termes du produit sont non
n!
=0
nuls, donc pour tout n € N, u,, # 0. On peut donc considérer le quotient suivant :

n n+1 ! _
T~ Unt1| _ H(a i) x ' n! _ (a —n)x
Up 0 (n+1)! n—1 n
= " H (a—1)
=0
Par conséquent, lim Untl) |z].

n—+oo Up,
Nous nous appuyons alors sur la méthode de la démonstration de la régle de d’Alembert.
e Si|z| <1, s0it r € R tel que |z| < r < 1. Par définition des limites avec e = r — |z| > 0, il existe N € N

tel que pour tout n > N, "Z—:l <.
Soit (v, )n>n la suite géométrique de raison r de premier terme (de rang V) égal & vy = |un|. Alors
pour tout n > N, |up| < vp. En effet :
Initialisation : luy| = vy par initialisation de (v,)n>n ;
Hérédité : Soit n > N tel que |up| < vy Alors |upt1] < rlup| < rlvp| = |vnga |-
D’aprés le principe de récurrence, pour tout n > N, 0 < |u,| < v,. Or, Y v, est une série géométrique
de raison r € [0, 1], donc convergente. D’aprés le TCSTP, on obtient donc la convergence de Y |uy],
donc la convergence absolue de > u,,.

e De méme, si |z| > 1, soit r € R tel que 1 < r < |z|, alors il existe une suite géométrique positive
(Un)n>n de raison 7 > 1 tel que pour tout n > N, u, > vy,. Ainsi, comme (v,),>n tend vers 400,
(un)nen aussi, donc elle ne tend pas vers 0. La série sumu,, est donc grossiérement divergente.



3. (a) Soit n € N. Alors :

n—1 n—1 n
L\ 2" L)z L) a" 2, n
Up = (H(G—Z)> o (H(—l —l)> P (H(‘U) P (-1) PR (=a)".
=0 =0 i=1
1 X
On obtient donc la formule suivante : Vo €] — 1, 1], 5z E (—x)™.

Il s’agit de la formule des sommes des séries géométriques.
(b) Siz =1, pour toutn € N, u,, = (—1)", donc (up)nen ne tend pas vers 0 : Y u,, diverge grossiérement.
Si ¢ = —1, pour tout n € N, u,, = 1, donc (up)nen ne tend pas vers 0 : Y u, diverge grossiérement.

4. On suppose que a = % Soit n € N*. On exprime u,, :

n—1 ] xn n—1 1 ) xn n—1 . xn n—1 . xn
U = H(a—z) = H(5 —i)) 5= H(1—2z) i = H ~2i-1)) 5
=0 =0 i=0 i=1
n—1
_1 n—1,.n 2 _ 2 , _ n 2 _ 2 ' _ n _ n
=(J]@i-1 (“L" et @n-2t  (-2) :_(? DL o) IS S G
Pl 2np! 2-4-2n-2) 2n7n! 2n=1(n - 1)1 27n! 4n
Ainsi, en faisant un changement de variable y = —z dans la formule, on trouve :
+o0 yn +o0 yn
VyE]_].,].[, \/1_y:UO_2ZFn71'4—n:1—Zrn,1-4—n_
n=1 n=1

Désolé pour le facteur 2 qui manquait dans I’énoncé.

PARTIE I — Propriétés élémentaires des séries génératrices.

1. Convergence

(a) Si |z| > R, par caractérisation des bornes inférieures, il existe y € E tel que R < y < |z|. Alors
pour tout n € N, |g"y"| < |¢g"z™|. Or, par définition de E, la suite (|¢g"y™|)nen n’est pas borneée,
donc (|g"z™|)nen non plus. Ainsi, elle ne converge pas vers 0. Par conséquent, la série Y gnz™ est
grossiérement divergente.

(b) Si|z| < R, il existe r €]|x|, R[. Alors, par définition de la borne inférieure, (|g,|r™)nen est bornée. I
existe donc M € R} tel que : Vn € N, [g,r"| < M.
n
Alors : Vn € N, 0 < |gnz"| = |gnr™] - ‘f‘ <M ‘f
r r

n

Or, Y |%|n est une série géométrique de raison |%| € [0,1[. Ainsi, elle est convergente. D’aprés le
TCSTP, on en déduit que Y |g,z"| converge, donc Y g,z™ converge absolument.

(a) Le rayon de convergence, s’il n’est pas infini, est la seule valeur R € R telle que pour tout z €]— R, R],
la série définissant G(x) converge, et pour tout z tel que |z| > R elle diverge. Or, d’aprés les questions
préliminaires :

i. sia € N, la série (1) converge pour tout € R, donc R = +00;
ii. sia ¢ N, la série (1) converge pour tout z tel que |z| < 1, et diverge pour tout = tel que |z| > 1.
Ainsi, R = 1.
(b) Lasérie Y fL—T,L converge pour toute valeur de z € R (série exponentielle, voir le cours). Donc R = +o0.

Déterminons les valeurs de © € R pour lesquels > nlz™ converge. On note, pour tout n € N,
U, = nlz™. Alors,

Up, n+ 1)lgnt!
VreRVn eN, || = ( n,;n =(n+ 1)zl
n !
Ainsi, si ¢ # 0, ((n + 1)|z|)nen tend vers +00. Donc : AN € N, Vn > N, UZ+1 > 2.

Soit (vn)n>n la suite géomeétrique de raison 2 initialisée par vy = Jun|. Alors, comme précédemment,
pour tout n > N, |u,| = v, > 0. Comme (v,,) tend vers +00, (|un|)nen aussi, donc ) u,, diverge
grossiérement.

Ainsi, la seule valeur de x pour laquelle la série converge est z = 0. Donc le rayon de convergence
est R=0.




3. Etude de la convergence en R et —R

(a)

Soit, pour tout n € N*, u,, = m Alors,

.. x|™

Ainsi, pour tout € R : |u,z”| ~ %
+oo N

Soit # € R’ . Les séries étant & termes positifs, la nature de ) |u,z"| est la méme que la nature de

> v, ou pour tout n € N, v, = % Pour tout n € N, v,, # 0. On peut donc considérer le quotient

suivant : N
v z|Pt p? n
\V’n c N, ntl = L - —_ = |;1’,'| _— .
Un (n+1)2 |z|» n+1

A . Un+1
Ainsi, lim 25 = |z,
n—+oo U,

En utilisant la méme méthode que dans les questions préliminaires (régle de d’Alembert), on obtient
le résultat suivante : Y v, converge si |z| < 1 et > v, diverge grossiérement si || > 1. Ainsi, si
|z|] < 1, > |upx™| converge, donc Y upz™ converge absolument; si || > 1, (vp)nen ne tend pas
vers 0, donc (|u,z™|)nen non plus, puisque ces deux suites sont équivalentes. Ainsi, Y upaz™ diverge
grossiérement.

Remarquez que je suis obligé de passer par la divergence grossiére pour obtenir la divergence de
> una™, car les critéres usuels sur les séries & termes positifs ne permettent a priori que d’obtenir
la non convergence absolue.

Par conséquent, le rayon de convergence est R = 1.

Etude en 1. On a : Up ~ —,
+oon

et les séries sont & termes positifs. Ainsi, d’aprés le théoréme de
comparaison des séries & termes positifs équivalents, puisque ) # converge, il en est de méme de
> uy,. La convergence est forcément absolue, puisque la série Y u,, est & termes positifs.

Etude en -1. On étudie la convergence absolue de la série 3" (—1)"u,, ce qui revient a étudier la
convergence de Y u,. On vient de montrer la convergence de cette série, donc Y (—1)"u,, converge

absolument.

Soit & € R*. Soit pour tout n € N, u,(z) = 2"z™. Alors pour tout n € N, u,(x) # 0. On peut donc
considérer le quotient suivant :

Un+1(2)
En utilisant la méme méthode que dans les questions préliminaires (régle de d’Alembert), la série
> uy,(x) converge absolument si 2|z| < 1, donc |z| < 1, et diverge grossiérement si |z| > 1. Ainsi, le
rayon de convergence est R = %

Vn €N, = 2|z|.

Etude en 1. Pour tout n € N, u,,(3) =1, donc 3" u,,(%) diverge grossierement.

Etude en —1. De méme, pour tout n € N, u,,(—%) = (=1)", donc Y u,(—1) diverge grossiérement.

Soit € R*. Soit pour tout n € N*, u,(z) = % Pour tout n € N*, u,,(z) est non nul, on peut donc
considérer le quotient suivant :

Vn €N, Un+1() = ||
up () n+1
Ainsi, lim -|z| = |z|. Par la méme méthode que pécédemment, le rayon de convergence est

n—+oon + 1
donc R =1.

Etude en 1. Pour tout n € N, u,(1) = 2. Or, 3~ L est une série de Riemann de paramétre 1, donc
divergente.
Etude en -1. Pour tout n € N, u,(-1) = % La série Y u,(—1) ne converge pas absolument

puisque Y [u,(—1)] = Y- £, et que cette série diverge. Montrons qu’elle est semi-convergente.
n

n
_1)»
Pour cela, on pose, pour tout n € N*, S,, = ;un(—l) = ]; % Alors :



1 1

* : - S, == —

L VnEN; 52n+1 SZn 1 21n+1 + 2177/ /07
v N, S - Sy =———+——-<0
e Vn € y 2n+42 2n 2n1+1+2n+2\ )

e VneN, S — S = — .
2n+1 — O2n M1
Ainsi, (S2n)nen+ est décroissante, (Sap41)nen+ €st croissante, et liIE (Son+1 — S2,) = 0. Donc
n—-+o00

(S2n)nen+ et (S2pt1)nen= sont adjacentes. Elles convergent donc vers une méme limite £.
Soit € > 0. Alors, par définition des limites, il existe N; € N et Ny € N tels que :

Vn > Ny, |Sgn—€| <e et Vn > N, |S2n+1_€| < e.

Alors, pour tout n > 2max(Ny, Ns), |S, — €| < €. Donc (S,,)nen+ admet une limite, ce qui est
équivalent a dire que Y up(—1) converge.

4. Continuité en 0

(a) Par définition de la borne inférieure R de E, la suite (|g,7"|)nen est bornée. Ainsi, il existe M € R}
tel que pour tout n € N, |g,7"| < M. Alors,

xn

n
Ve €] = rorl, Jgna®| = lgur®] - [2|" < M |2

(b) Pour tout « €] — r,r[, les séries étant absolument convergentes, on a :

“+oo “+oo +oo zn
> gua”| <D lgna"| <MY |5 = :
n=1 n=1 n=1 r |

Cette derniére expression tend vers 0 lorsque x tend vers 0. D’aprés le théoréme d’encadrement,
G(z) — go tend vers 0 lorsque x tend vers 0. Comme gy = G(0), cela équivaut & dire que G est
continue en 0.

S8

M
Gla) — g0 = 1_||

L]

5. Unicité
(a) Pour tout = € [0,r],

no—1

Gle) = go—  —gugaz™™ 1 (X
T = o (2o = X g | =
n=0 n=0

1 +0o0 +0o0 +0o0
= 210 Z gnmn = Z gnmn7n0 = Zgn+nomn'
n=0

n=ngo n=no

Ainsi, il s’agit de la série génératrice de la suite (g,4n, )nen+. D’aprés la question précédente, elle est
G(r) —go— - = gny—12™ "

x™o

continue en 0, de valeur g,,. Ainsi, admet une limite lorsque x tend

vers 0, et cette limite est gy, .
(b) Par la définition de no (minimalité), pour tout n < ng, gn = hy- Ainsi, puisque G et H sont égales
sur [0,7] :

— — = Gno— no—1 H _h _"'_hn7 nog—1
Vme [07,,,,[, G('T) 9o g 0 1T _ (.’I]) 0 0 1T

x™o x™o

En utilisant la question précédente, valable pour G, mais également pour H, on en déduit :

G(x)—go— " — Gny 170! H(z) —hy— - — hpy 2™t
Gno = lim ( ) 9o 9no—1 — lim ( ) 0 ng—1 _ hno-
z—0t o r—0+ "o

Par conséquent, g, = hn,, ce qui contredit la définition de ng.
On en déduit que ’hypothése intiale était fausse. Ainsi, pour tout n € N, g, = h,,.

PARTIE II — Fonctions génératrices et récurrences.

1. Suite de Fibonacci.



(a) De maniére évidente, (f5,)nen est positive, puis croissante, ainsi, pour tout n > 2, fi, = frn— 1+ fa_e <
2fn_1. Ainsi, par une récurrence immédiate, pour tout n € N, 0 < f,, < 2", donc 0 < fn <=

Comme ) - 5+ converge, on en déduit, d’aprés le TCSTP, que ) fn4—n converge. D’apreés la questlon
I-1, on en déduit que R > %
(b) Soit x €] — R, R[. Alors :

+ +
(1-z-a Z fu" = 3 fua™ = 3 fat?
n=0 n=0
_ no__ = no__ = n
—an&? an,1$ an72:lj
n=0 n=1 n=2

+o0
= (fa— fae1 = fa—2)2™ + fo+ frz — for =z,

car fo =0 et pour tout n > 2, f, — fno1 — fn2o = 0.
(c) Le discriminant du polynéme 1 — X — X? est 5. Ainsi, les racines sont :
-1-+5 -1+V5
Y1 = 5 et P2 = 5 .
Soit A1 et Ay deux réels. Soit z € R\ {1,922} ; alors :
)\1 + )\2 o /\1(.1‘ — (,01) + )\2(.1‘ — (pg) _ (/\1 + )\2)% — (/\1(,01 + )\2(,02)

T—@ T—@y 2?24+z—1 2 4+zr—1
. T A1 A2 .
Ainsi, pour que = + , il suffit que :
l—z—22 z—@1 x— s
{ M+ = -1
Atpr + A2 = 0
On procéde par substitution : de I’équation 1, on tire Ay = —1 — A1, d’ou, d’aprés la deuxiéme
équation,
1-v5
0=X1p1 + Aoz = Arpr — (L+ M)z = M1 — 92) — 2 = =\ V5 + 5
o 1-vV5  —py —1- \/5
Ainsi, \y = —— = —=, puis Ay = . Par conséquent, pour tout x €] — R, R :
1 [1- \/5 1+V5
F(z) = - .
25 \ T —p1 T — 2
(d) On utilise la relation (1) :
A DY RS "
1. V.Z', |.Z'| < |()01|7 ! = 1 = 1 <£> X
- wl-Z o= \a
py X1 RS "
i Ve, |z] < gy, —— =22 =22 <i> .
— P2 21— 2= 02 =\ w2

Puisque |p;| < |¢2|, on en déduit que pour tout x tel que |z| < |¢1],

+o00 n 400 n +o00
x A x A x A A n
Fl)=g————5 =" <—> - <—> :—§:< niﬁr%)x
n=0

Y1 = \P1 P2 = \ P2 Y1 Y2

)\ n 1 Mo (— n—1
S S (Mer earny

— a1 )" (—p2001)

“+oo

_ Z (/\1(_902)7171 + /\2(_901)7171) "
n=0

1 &X((1+v5\" [(1-vE\"\ .
G- 2 ((9F) - (5) )




Comme cette série est la somme de deux séries convergentes si |z| < |¢1], elle est convergente dans

ce cas. Si |z| €]lp1], |p2|[, elle est la somme d’une série convergente et d’une série divergente ; elle est

V5-1
.

(e) D’aprés I'unicité du développement en série de —"—, on en déduit que pour tout n € N,
fo L (L v (1-vB\"
"5 2 2 '

(a) On montre par récurrence d’ordre 2 sur n que pour tout n € N, P(n) : « g, est entier. »

donc divergente. Ainsi, le rayon de convergence est |p2| =

2. Une récurrence non linéaire.

P(0) et P(1) sont vrais par l'initialisation de la suite.
Soit n > 2. Si P(n — 1) et P(n — 2) sont vraies, alors puisque g,,—1 et g,_2 sont entier, et puisque
In = gn—1 + 2gn—2 + (—1)", g, est donc entier en tant que somme d’entiers. Donc P(n) est vérifié.
Ainsi, d’aprés le principe de récurrence, pour tout n € N, g,, est entier.

(b) On montre, pour tout n € N, Q(n) : « g, > 1 » par récurrence d’ordre 2 sur n.
L’initialisation est évidente du fait de U'initialisation de la suite (g, )nen-
Soit n > 2 tel que Q(n — 1) et Q(n — 2) soient vraies. Alors

In=9gn-1+2gn—2+(-1)">214+2-1=22>1.

Ainsi, Q(n) est vrai. D’apreés le principe de récurrence, pour tout n € N, g, > 1.

(c) Soit n > 2. Alors de la relation de récurrence, on tire :
In — gn—1 =2gn—2+ (-1)">22-1=1>0.

De plus, g1 —go = 0 > 0. Ainsi, pour tout n € N, g,+1 — g, > 0. La suite (g5, )nen est donc croissante.
(d) Sin=1,g,=1<4=4¢g,_1. Soit n > 2. Alors

gn = 2gn72 +Ggn-1+ (_1)n < 3gn71 +1 < 4gnfl-

La premiére inégalité provient de la croissance de (g, )nen, la deuxiéme de la question 2b.

(e) On déduit de la question précédente que pour tout n € N, et tout z € R, |g,z"| < 4"|z|". Or, si
lz| < %, > 4"|z|" est une série géométrique de raison 4|z| €] — 1,1[, donc convergente. Les séries
étant & termes positifs, d’apres le TCSTP, Y- |g,a™| converge si [z| < +. Donc Y gna™ converge
absolument si |z < .

D’aprés ’étude de la convergence des séries génératrices, R > %, donc R > 0.

(f) De plus, (g,)su est croissante, donc pour tout n € N, g, > go = 1. Ainsi, (¢9,)nen ne converge par
vers 0. Donc Y g, diverge grossiérement. D’aprés les résultats de 1’étude de la convergence des séries
génératrices, on en déduit que R < 1.

(g) Pour tout = €] — R, R[, on a les égalités suivantes, justifiées par le fait que les séries convergent :

+oo +0o0
G(z) =) gnz" =go+mz+ Y gnt"
n=0 n=2
+oo
=l+a+ Z(gn—l +2gp—2 + (=1)")z"
n=2

—+oo —+oo +oo
=1l+z+ Z gn—12" +2 Z gn—2a™ + Z(—l)”x”.
n=2 n=2 n=2
+oo +oo —+oo
=l+z Z Gn12" +2 Z Gn—27" + Z(—l)”w” —qx—1+z
n=1 n=2 n=0

+oo +oo +0o0
= Z In12" +2 Z In_2x™ + Z(—l)”:ﬂ” + x.
n=1 n=2 n=0



(h) On déduit de la question précédente que pour tout = €] — R, R],

“+oo +oo +oo
1
G(z) = Z gzt 4+ 2 Z gnz"? + Z(—l)”x” + & = 2G(z) + 22°G(x) + 112 + x.
n=0 n=0 n=0

2
Ainsi : Vz €] — R, R], G(z)(1 -z — 22%) = 1?%

142+ 22 142+ 22
D :Vz €] - R,R|, G(z) = = .
onc : v €] L G@) = e - G200+ o
(i) Premiére méthode : mettre tout sur le méme dénominateur, et obtenir un systéme 3 x 3 par identi-
fication des coefficients. Cela demande un peu de calculs.

Deuxiéme méthode (Astuce!) : je ruse un peu. Essayez de retenir la méthode, elle peut vous éviter
certains calculs.
Supposons qu’il A, u et v tels que pour tout z € R\ {%, —1}, on ait :

I+ao+a2 A I R
(1-2x)(14+z)2 1-2¢ (1+z) (1+z)?

Alors, en multipliant (2) par 1 — 2z, on obtient, pour tout € R\ {%, -1},

1 2
ﬂzml_m( h_y v )

(1+ )2 1+z) (1+=z)?
Si on prend la limite de cette expression lorsque z tend vers %, on obtient :
143+ 7
IR Y

De méme, en multipliant par (1 + z)? et en prenant la limite en —1, on obtient :

_l+(=D+ (=121

(1-2(-1) 3

1
Enfin, en évaluant (2) en 0, on obtient : 1 = XA+ p + v, donc pu = ~9

On a ainsi obtenu les seules valeurs possibles de A, p et v. Nous n’avons pas encore montré que ces
valeurs conviennent effectivement, puisque nous avons supposé, pour les trouver, qu’elles existaient.
Il faut donc vérifier que les valeurs trouvées conviennent. Il ne s’agit de rien d’autre que d’une
vérification facile, consistant & mettre tous les termes du second membre sur le méme dénominateur.
Vous pouvez vous dispenser de faire la vérification par écrit ; en revanche, précisez qu’il faut la faire.
Cette méthode, accompagnée de quelques autres astuces, est trés efficace lorsqu’on s’est entrainé un
peu, pour décomposer une fraction rationnelle. Nous aurons ’occasion de la revoir.

(j) On peut bien sir utiliser (1) comme mentionné dans ’énoncé. Mais il n’est pas inutile de constater
que dans ce cas (a € Z_), il s’agit de la formule du binéme négatif, prouvée dans le cours. Ainsi, le
raisonnement qui suit repose sur des résultats entiérement justifiés. On obtient, pour tout z €] — 1 l[

2032
(dans ce cas, toutes les séries convergent) :

G-l L 1 1 1 1
9 1-2z 9 (1+z) 3(1+x)?
7+oo 1+oo 1+oo
=52 @0)" = 5> (-0)" + 3 D (n+1)(-)"
n=1 n=1 n=1
+oo

-3 (Zzn S S () 1)) o=y (52 Fo(-1) g<—m) o

n=1

(k) Par unicité de la décomposition en série (question I-5), on obtient, pour tout n € N,

7 1 2
= _2" - — ) (=)™
In 9 + <3n+ 9> ( )



3. Suites mutuellement récurrentes.

(a) Il s’agit d’une récurrence d’ordre 2 immédiate. Soit, pour tout n € N, P(n) : «u, >0, et v, = 0».

P(0) et P(1) sont vraies par linitialisation des suites (u,)nen €t (Vn)nen-

Soit n € N, on suppose que P(n) et P(n + 1) sont vrais. Alors :

® Upt2 = 20p 1+ U2 20,

® Up =Up_1+Up_2 >0.

Donc P(n + 2) est vérifiée. D’apreés le principe de récurrence, (u,)nen €t (v, )nen sont positives.
(b) On montre par récurrence sur n que : Yn € N, P(n) : « uspt1 = 0 et va,, =0 5.

P(0) est vrai puisque u; = 0 et vg = 0.

Soit n € N tel que P(n) soit vrai. Alors :

® vy, =0 et ugyt1 =0, donc vy 49 = Uspy1 + Vo, =0;

e Ainsi, vo,42 = 0 et ugpy1 = 0, donc ug,+3 = 203,42 + Uzp+1 = 0.

Ainsi, P(n + 1) est vrai. D’apreés le principe de récurrence, P(n) est vrai pour tout n € N.

(c) Les suites (un)nen et (v,)nen sont positives. D’apreés les relations définissant (wn,)nen €t (vn)nen :
o Vn €N, uspto — uzp = 20241 2 0;
o Vn €N, v2p13 — Vant1 = U2p42 2 0.
Ainsi, les suites (u2p,)nen €t (V2,41)nen sont croissantes.

(d) On en déduit que pour tout n € N, usy, > ug = 1. Ainsi, (u2,)nen, et donc (uy)nen ne tendent pas
vers 0. Donc ) u,, diverge grossiérement. Par les propriétés de convergence vues dans la partie I, il
en résulte que le rayon de convergence R; de la série définissant U vérifie Ry < 1.
De méme, (v2;,+1)nen ne tend pas vers 0, donc ) v,, diverge grossiérement, puis Ry < 1.

(e) On montre par récurrence d’ordre 2 sur n que : Vn € N, P(n) : «u,, < 3™ et v, < 3" ». L’initialisation
P(0) et P(1) est évidente.
Soit n € N tel que P(n) et P(n + 1) soient vérifiés. Alors :
® Upio =201 + Uy <2037 437 L2030 4 3t — gnt2,
® Upi2 = Upi1 + Uy < 3V 430 L 302
Donc P(n + 2) est veérifiee. Ainsi, d’aprés le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.

(f) Soit €] — %, %[ Alors : Vn € N, |unz™| < (3]a])™.
La série Y (3|z|)™ est une série géométrique de raison 3|z| €] — 1, 1[, donc convergente. D’aprés le
TCSTP, > u,z™ converge absolument. D’aprés les résultats de convergence de la partie I, on en
déduit que R; > %
Le méme raisonnement montre que Ry > %

(g) Soit z €] — R, R]. Alors :

Uz) = Z upx" = up + U1 + Z upz" =1+ 2(2’1)7171 + Up_2)z"
n=0 n=2 n=2

“+o00 +o0 +o0 “+o00
=1+2 Z Up—12" + Z Up_ox" =1+ 2 Z vzt + Z upz™t?
n=2 n=2 n=1 n=0

+00 +oo
=1+2x Z V™ — 2avg + Z upz™ =14 22V (z) + 22U ().
n=0 n=0

On fait de méme pour 'autre relation de récurrence :

+00 +00 +0oo
Viz) = Z Upx" = vg + 12 + Z Uz = x + Z(un,l + Up2)z"
n=0

n=2 n=2

+oo +0o0 +0o0 +oo
=+ Z Up_12" + Z Up—2t™ = x + Z upz™tt + Z v 2
n=2 n=2 n=1 n=0
+oo +oo

=z+z Zunxn — zug + @° Zvnx” =2U(z) + 2*V ().

n=0 n=0



(h) 1l s’agit d’un systéme 2 x 2 & résoudre. Soit « €] — R, R[. Alors :

{ (1 - 22 )U(z) — 22V (x)
(2?2 = 1)V(z) + 22U (z)

1
0

En substituant la valeur de V(z) trouvée de la deuxiéme équation dans la premiére, on trouve :

1— a2 1— a2

Tld et @24 VE) (- 2-V3)

De meéme, en substituant la valeur de U(z) trouvée de la deuxiéme équation dans la premiére, on
trouve :

(1—2?)U (z)—22°U (z) = 1—2?, d’on U(x)

€ €T

TP T @ -2+ VI - 2 - V)

(1—2*)?V (2) —22°V (z) = , d’on U(x)

(i) On utilise la méme méthode que plus haut.
Supposons qu’il existe a,b € R tels que pour tout y € R\ {2+ /3,2 — 3},
1—y _ a b
Y-+ -2-V3) y-2+v3) y-(2-V3)

En multipliant (3) par y — (2 +v/3) et en prenant la limite lorsque y tend vers 2 + /3, on obtient :

Lo 1-2-V3  1+V3
24+vV3-2+3 2V3

En multipliant (3) par y — (2 — v/3) et en prenant la limite lorsque y tend vers 2 — v/3, on obtient :

o 1-24V3  1-V3
T 2-V3-2-v3 23

Une simple vérification montre que ces deux valeurs conviennent. Ainsi, pour tout z € R,

1— 22 . 1++3 . 1-3
(22 = (2+V3))(a? — (2~ V3)) 2V3(22 - (2+V3))  2V3(a?—(2-V3))
(1432 VE) N (1-v3)(2+V3)
2V3(22(2—v3)—1)  2V3(x2(2+V3) - 1)
_ V3-1 N V3+1
2V/3(1-22(2-V3))  2v3(1-22(2+V3))

) + (3)

b

On fait de méme pour la série V' :
Supposons qu’il existe ¢, d € R tels que pour tout y € R\ {2+ V3,2 — V/3},
1 _ c d
- @ V-2 V3) y-2+V3) y-(2-V3)
En multipliant (4) par y — (2 + v/3) et en prenant la limite lorsque y tend vers 2 + v/3, on obtient :
1 1
CTr VB 2443 23
En multipliant (4) par y — (2 — v/3) et en prenant la limite lorsque y tend vers 2 — v/3, on obtient :
1 1
T2-V3-2-v3 23

Une simple vérification montre que ces deux valeurs conviennent. Ainsi, pour tout z € R,

(4)

b

(@ = 2+V3)(@* - (2-V3))  2V3(x? - (2+V3)) 2VB(x* - (2-V3))
B (2 —V3)z _ 2+ V3)zx
2322 -V3) —1)  2V3(#2(2+V3) - 1)
(3 —2V3)x (3+2V3)z

6(1—22(2 — v/3)) " 6(1—22(2+3))



j) Les séries sont forcément convergentes pour tout x €] — R, R[. Soit donc = €] —
j) L éri t forcé t t tout R, R]. Soit d
(1) (ce qui n’est autre que la formule des sommes géométriques ici),

—_ +OO
U(z)zi\/i/glzﬁ"@— \/_+1Z (2 +V3)"

2V3
+0o0
3-1 3+1
=2 V3 2-V3)"+ Vit 2+ V3)" | 2"
n=0 2\/5
Ainsi, par 'unicité des développements,

2V3
_ \/3_1 n 1+\/§ n
Vn e N, u%_(T/g(Q—\/ﬁ) 57 (2+x/§)>

23" N (2+V3)"
“\VB(WB+1)  VB(V3-1)
_ (2—\/3)”+(2+\/§)"
“\ 3+3 3—-V3

De méme,

+00 +o0
V(.Z') = w Zl‘2n(2 — \/3)” + % Zx2n(2 + \/g)n

6

n=0 n=0

- Z (3 Z‘f -V3)" + 3+2v3 +62‘/§(2 + x/§)”> gt

Ainsi, par 'unicité des développements,

3—2\/52_\/5)n+3+2\/§2+\/§)n.

Vn € Na V2n+1 = T( 6 (

PARTIE III — Convolutions

R[. En utilisant

1. (a) Soit = € [0, R]. Alors, les suites (up)nen €t (Up)nen €tant & termes positifs, il en est de meéme de
(Wn)nen, qui est une somme de termes positifs. Donc Y w,z™ est une série a termes positifs. Ses
sommes partielles sont donc croissantes, et convergent donc vers un réel fini ou vers +oco.

Soit de plus n € N. Alors

2n 2n 2n 2n—i

Wgn E E u@x Uk @I -t = E uwk_ixk = E E uwk_ixk = E Z Uivkﬂ?k+l

k=0 i=0 0<i<k<2n i=0 k=i i=0 k=0

Comme tous les termes sont positifs, en en rajoutant dans la somme interne, on obtient :

2n 2n 2n 2n
+i i k
Wan(x) < E E vzttt = E u; T E vpx" = Usp(z)Vap ().
i=0 k=0 i=0 k=0
De méme, en supprimant maintenant certains termes de la somme,
n 2n—i
Wan(z) > E E wivpzhtt > E E wivpaht
i=0 k=0 i=0 k=0

cette derniére inégalité résultant du fait que pour tout indice i dans cette somme 2n — i > n. Ainsi,

n n
Won (2 Z Zuwkx +i = Zuixi kaxk = Uy (z)Vy ().
=0 k=0

=0 k=0

De plus, en enlevant certains termes de la somme double, on obtient de méme :

10



(b) Or, puisque = € [0,R[, (Un(z))nen converge vers U(z), donc aussi (Uzn(z))nen, et de méme,
(Vi (z))nen converge vers V(x), donc aussi (Va,(z))nen. Par les régles de produit de limites, et
d’apreés le théoréme d’encadrement, on en déduit que (W), (z))nen converge vers U(x)V (z).

Ainsi W(z) est défini pour tout = € [0, R[ (ce qui implique que le rayon de convergence de W est au
moins égal & R), et W(z) = U(x)V (z).
2. Exemple 1 : une convolution de Fibonacci.
(a) En élevant 'expression trouvée en II-1c au carré, on trouve, pour tout = €] — R, R] :
1 ({6-2v/5 6+2V5 8
20\ (@-p1)? (@-2)? l-z-—a
_3-v5 1 ‘+3+¢3 L 250
10 (x — )2 10 (x —¢2)? Bz

CRNG L SRR, T: S WL
=1

F(z)?

10 '1+<,01x+ 10 1-I-<,02x_gn

J— —_ +OO
B-VBG+YE 1 G+VIE-VE) 1 23F

- 20 1+<pla:+ 20 -1+902m_3n:1
+o0
1 1 1 1 2 .
TS T ts Trem 52l
1 <X 1 <X 2 £
== >+ 1)(—wp)" + = >+ 1) (—zp2)" + = > frsrz”
n=0 n=0 n=0
12
= 2 D (4 D((—0)" + (=02)") = 2fusr)a™.
n=0

Il y avait une regrettable erreur dans I’énoncé : ¢; et (- ne représentaient pas les racines de 1 — X — X2
mais de X2 — X — 1, ce qui justifie le fait qu’on ait un signe supplémentaire par rapport & I’énoncé.
On continue avec les notations de la partie I.

(b) Pour tout n €N, f,, = 1 ((—p1)™ — (—2)™). Ainsi, pour tout n € N :

NG
2fny1 — fn = \/ig (=201 = 1)(=p1)" = (=22 = 1)(=p2)") = (=p1)" + (—¢p2)".

Par conséquent, pour tout = €] — R, R],

+o0 +oo
Fa) = 2 3 ((0+ D)@t = ) = 2nn)a” = 2 Y @nfuss = (D a)a”
n=0 n=0

+oo “+oo
(¢) Or, pour tout = €] — R,R[, F(z)? = (Z fn$”> (Z fna:n>, donc, d’aprés la question III-1b,
n=0 n=0

+oo n
F(z)? = Z (Z fefn—k ) ™. D’aprés 'unicité du développement en série (question II-5),; on a :
k=0

- 2 n - 1 n
Vn €N, kafn—k _ nfni1 5(n-|- )f '
k=0

3. Exemple 2 : une convolution de Catalan.

(a) On montre par récurrence sur n que pour tout n € N, P(n) : « cette relation définit de maniére

unique c¢. »

P(0) est vrai par l'initialisation de (¢p)nen-
n—1

Soit n € N tel que P (k) soit vrai pour tout k < n. Alors Z CkCn—1—r est bien définie et unique, et
k=0

cette expression détermine de maniére unique ¢,. Donc P(n) est vrai.

D’aprés le principe de récurrence, (¢,,)nen est bien définie de cette maniére.
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(b)

Soit © €] — R, R[. D’aprés la question III-1b,

+o00 n +00 n +o0
2C(x)’ =z Z chcn_kxk = Z chcn_l_kxn = Z cna” = C(x) —co = C(x) — 1.
n=0 k=0 n=1 k=0 n=1

Alors, zC(z)? — C(z) + 1 = 0. Résolvons cette équation du second degré en C(x), de discriminant
1—4z. Siz > %, cette équation n’admet pas de solution : C(z) n’est donc pas défini. Ainsi, on

obtient en passant que R < 1.
Par conséquent, z < i, et I’équation admet deux solutions :
1—+/1—-4x

Cl (I) = T et Cz(ﬂ?) =

1++v1—4x
2z '

La limite de Cs(x) lorsque z tend vers 0 est I’infini, ce qui contredit la continuité en 0 de C. Ainsi,

la bonne solution est C :
1—+1—4x

Ve €] - R, Rl O(r) = ——o

D’aprés la question Préliminaire-4, pour tout z €] — %, %[, on a:

+oo
—V1—4r=-1+ Z r,_1z".
n=1

4

Par 'unicité du développement (question II-5), on en déduit que pour tout n € N, ¢,, = G,,.

11 1<% R
Ainsi : Vz €] — e -, C(z) = - ZFn,laz” = Zan".
n=1 n=0

Soit pour tout n € N, et tout € R, u,(x) = pa™. Alors :

VneN VoeR |Yntl|— (n+1)(2n+1)(2n + 2)x
) 4 N n(n T 1)2
Alinsi, liIJIrl Untl) _ 4|z|. En s’inspirant de la méthode de d’Alembert, qu’on a déja illustrée dans
n—-+oo un

ce devoir, on en déduit donc que Y- uy, () converge absolument si |z| < 1, et diverge grossiérement
si > 1. Par conséquent, le rayon de convergence de G est R = 1.

1—+1—-4x

2 '
D’apreés ce qui a été vu plus haut, cette fonction est solution pour tout z €] — i, i[ de I’équation
rG(x)? — G(z) + 1.
On refait a l'inverse le raisonnement qu’on a effectué dans la question 3b : pour tout = €] — R, R,
on a :

D’aprés la question Préliminaire-5, pour tout z €] — 1, 1[, G(z) =

+o00 n 400 n +o00 n
2Ga) +1=2Y Y Tplpga® +1=D Y ThTpog gz + 1= Y Tilpoy_ga®.
n=0 k=0 n=1 k=0 n=0 k=0

Ainsi, 'équation zG(z)? — G(z) + 1. améne, pour tout = €] — R, R :

+00 n +oo
DY BT o)
n=0 k=0 n=0
n—1
Par unicité, on en déduit que : Vn € N, I', = Z | I
k=0
Comme de plus T'y = 1 = ¢y, (I'y,)n € N vérifie la méme relation que (c,)nen, avec les mémes

conditions initiales. D’aprés la question 3a, on en déduit donc que pour tout n € N, I', = ¢,,. La
boucle est bouclée.
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