
Lyée Carnot Novembre 2005ECS 4 � MathématiquesA. Troesh Corretion du Devoir Maison no 6 � Autour des séries génératriesOn admet dans tout le problème que pour tout a 2 R et tout x 2 R tel que jxj < 1,(1 + x)a = 1 + +1Xn=1 a(a� 1) � � � (a� n+ 1)n! xn = +1Xn=0 n�1Yi=0 (a� i)! xnn! : (1)Questions préliminaires1. Soit n 2 N� tel que n > a. Alors n�1Yi=0 (a� i) = 0 ar un des fateurs de e produit, orrespondant à l'indiei = a 2 [[0; n�1℄℄ est nul. Ainsi, tous les termes de la somme orrespondant à des indies n > a sont nuls :la somme est en fait �nie et vaut :+1Xn=0 n�1Yi=0 (a� i)! xnn! = aXn=0 n�1Yi=0 (a� i)! xnn! :Ainsi, il s'agit d'un polyn�me de degré a.Pour toute valeur de x 2 R, le terme général de rang n de la série est nul pour tout n > a. Ainsi, la suitedes sommes partielles est stationnaire, don onverge. Ainsi, la série onverge pour toute valeur x 2 R.La formule que l'on obtient est :8x 2 R; (1 + x)a = aXn=0 n�1Yi=0 (a� i)! xnn! = aXn=0�an�xn:Il ne s'agit don de rien d'autre que la formule du bin�me.2. On note pour tout n 2 N, un =  n�1Yi=0 (a� i)! xnn! . Puisque a 62 N, tous les termes du produit sont nonnuls, don pour tout n 2 N, un 6= 0. On peut don onsidérer le quotient suivant :8n 2 N; ����un+1un ���� = ���������� nYi=0(a� i)! xn+1(n+ 1)! � n!xn n�1Yi=0(a� i)!���������� = ���� (a� n)xn ���� :Par onséquent, limn!+1 ����un+1un ���� = jxj.Nous nous appuyons alors sur la méthode de la démonstration de la règle de d'Alembert.� Si jxj < 1, soit r 2 R tel que jxj < r < 1. Par dé�nition des limites ave " = r�jxj > 0, il existe N 2 Ntel que pour tout n > N , ���un+1un ��� 6 r.Soit (vn)n>N la suite géométrique de raison r de premier terme (de rang N) égal à vN = juN j. Alorspour tout n > N , junj 6 vn. En e�et :Initialisation : juN j = vN par initialisation de (vn)n>N ;Hérédité : Soit n > N tel que junj 6 vn. Alors jun+1j 6 rjunj 6 rjvnj = jvn+1j.D'après le prinipe de réurrene, pour tout n > N , 0 6 junj 6 vn. Or,P vn est une série géométriquede raison r 2 [0; 1[, don onvergente. D'après le TCSTP, on obtient don la onvergene de P junj,don la onvergene absolue de Pun.� De même, si jxj > 1, soit r 2 R tel que 1 < r < jxj, alors il existe une suite géométrique positive(vn)n>N de raison r > 1 tel que pour tout n > N , un > vn. Ainsi, omme (vn)n>N tend vers +1,(un)n2N aussi, don elle ne tend pas vers 0. La série sumun est don grossièrement divergente.1



3. (a) Soit n 2 N. Alors :un =  n�1Yi=0 (a� i)! xnn! =  n�1Yi=0 (�1� i)! xnn! =  nYi=1(�i)! xnn! = (�1)nn!n!xn = (�x)n:On obtient don la formule suivante : 8x 2℄� 1; 1[; 11 + x = +1Xn=0(�x)n:Il s'agit de la formule des sommes des séries géométriques.(b) Si x = 1, pour tout n 2 N, un = (�1)n, don (un)n2N ne tend pas vers 0 :Pun diverge grossièrement.Si x = �1, pour tout n 2 N, un = 1, don (un)n2N ne tend pas vers 0 : Pun diverge grossièrement.4. On suppose que a = 12 . Soit n 2 N� . On exprime un :un =  n�1Yi=0(a� i)! xnn! =  n�1Yi=0 (12 � i)! xnn! =  n�1Yi=0 (1� 2i)! xn2nn! =  n�1Yi=1 �(2i� 1)! xn2nn!=  n�1Yi=1(2i� 1)! (�1)n�1xn2nn! = � (2n� 2)!2 � 4 � (2n� 2) � (�x)n2nn! = � (2n� 2)!2n�1(n� 1)! � (�x)n2nn! = �2�n�1 � (�x)n4n :Ainsi, en faisant un hangement de variable y = �x dans la formule, on trouve :8y 2℄� 1; 1[; p1� y = u0 � 2 +1Xn=1�n�1 � yn4n = 1� +1Xn=1�n�1 � yn4n :Désolé pour le fateur 2 qui manquait dans l'énoné.PARTIE I � Propriétés élémentaires des séries génératries.1. Convergene(a) Si jxj > R, par aratérisation des bornes inférieures, il existe y 2 E tel que R < y < jxj. Alorspour tout n 2 N, jgnynj 6 jgnxnj. Or, par dé�nition de E, la suite (jgnynj)n2N n'est pas bornée,don (jgnxnj)n2N non plus. Ainsi, elle ne onverge pas vers 0. Par onséquent, la série P gnxn estgrossièrement divergente.(b) Si jxj < R, il existe r 2℄jxj; R[. Alors, par dé�nition de la borne inférieure, (jgnjrn)n2N est bornée. Ilexiste don M 2 R�+ tel que : 8n 2 N; jgnrnj 6M:Alors : 8n 2 N; 0 6 jgnxnj = jgnrnj � ���xr ���n 6M ���xr ���n.Or, P��xr ��n est une série géométrique de raison ��xr �� 2 [0; 1[. Ainsi, elle est onvergente. D'après leTCSTP, on en déduit que P jgnxnj onverge, don P gnxn onverge absolument.(a) Le rayon de onvergene, s'il n'est pas in�ni, est la seule valeur R 2 R telle que pour tout x 2℄�R;R[,la série dé�nissant G(x) onverge, et pour tout x tel que jxj > R elle diverge. Or, d'après les questionspréliminaires :i. si a 2 N, la série (1) onverge pour tout x 2 R, don R = +1 ;ii. si a 62 N, la série (1) onverge pour tout x tel que jxj < 1, et diverge pour tout x tel que jxj > 1.Ainsi, R = 1.(b) La sérieP xnn! onverge pour toute valeur de x 2 R (série exponentielle, voir le ours). Don R = +1.Déterminons les valeurs de x 2 R pour lesquels Pn!xn onverge. On note, pour tout n 2 N,un = n!xn. Alors, 8x 2 R;8n 2 N; ����un+1un ���� = ���� (n+ 1)!xn+1n!xn ���� = (n+ 1)jxj:Ainsi, si x 6= 0, ((n+ 1)jxj)n2N tend vers +1. Don : 9N 2 N; 8n > N; ����un+1un ���� > 2:Soit (vn)n>N la suite géométrique de raison 2 initialisée par vN = juN j. Alors, omme préédemment,pour tout n > N , junj > vn > 0. Comme (vn) tend vers +1, (junj)n2N aussi, don Pun divergegrossièrement.Ainsi, la seule valeur de x pour laquelle la série onverge est x = 0. Don le rayon de onvergeneest R = 0. 2



3. Étude de la onvergene en R et �R(a) Soit, pour tout n 2 N� , un = 1n2(n+1) ln(1+ 1n ) . Alors,un �+1 1n3 ln(1 + 1n ) �+1 1n3 1n = 1n2 :Ainsi, pour tout x 2 R : junxnj �+1 jxjnn2 :Soit x 2 R�+ . Les séries étant à termes positifs, la nature de P junxnj est la même que la nature deP vn où pour tout n 2 N, vn = jxjnn2 . Pour tout n 2 N, vn 6= 0. On peut don onsidérer le quotientsuivant : 8n 2 N; vn+1vn = jxjn+1(n+ 1)2 � n2jxjn = jxj� nn+ 1�2 :Ainsi, limn!+1 vn+1vn = jxj.En utilisant la même méthode que dans les questions préliminaires (règle de d'Alembert), on obtientle résultat suivante : P vn onverge si jxj < 1 et P vn diverge grossièrement si jxj > 1. Ainsi, sijxj < 1, P junxnj onverge, don Punxn onverge absolument ; si jxj > 1, (vn)n2N ne tend pasvers 0, don (junxnj)n2N non plus, puisque es deux suites sont équivalentes. Ainsi, Punxn divergegrossièrement.Remarquez que je suis obligé de passer par la divergene grossière pour obtenir la divergene dePunxn, ar les ritères usuels sur les séries à termes positifs ne permettent a priori que d'obtenirla non onvergene absolue.Par onséquent, le rayon de onvergene est R = 1.Étude en 1. On a : un �+1 1n2 , et les séries sont à termes positifs. Ainsi, d'après le théorème deomparaison des séries à termes positifs équivalents, puisque P 1n2 onverge, il en est de même dePun. La onvergene est forément absolue, puisque la série Pun est à termes positifs.Étude en -1. On étudie la onvergene absolue de la série P(�1)nun, e qui revient à étudier laonvergene de Pun. On vient de montrer la onvergene de ette série, don P(�1)nun onvergeabsolument.(b) Soit x 2 R� . Soit pour tout n 2 N, un(x) = 2nxn. Alors pour tout n 2 N, un(x) 6= 0. On peut dononsidérer le quotient suivant : 8n 2 N; un+1(x)un(x) = 2jxj:En utilisant la même méthode que dans les questions préliminaires (règle de d'Alembert), la sériePun(x) onverge absolument si 2jxj < 1, don jxj < 12 , et diverge grossièrement si jxj > 12 . Ainsi, lerayon de onvergene est R = 12 .Étude en 12 . Pour tout n 2 N, un( 12 ) = 1, don Pun( 12 ) diverge grossièrement.Étude en � 12 . De même, pour tout n 2 N, un(� 12 ) = (�1)n, donPun(� 12 ) diverge grossièrement.() Soit x 2 R� . Soit pour tout n 2 N� , un(x) = xnn . Pour tout n 2 N� , un(x) est non nul, on peut dononsidérer le quotient suivant : 8n 2 N; ����un+1(x)un(x) ���� = nn+ 1 � jxj:Ainsi, limn!+1 nn+ 1 � jxj = jxj. Par la même méthode que péédemment, le rayon de onvergene estdon R = 1.Étude en 1. Pour tout n 2 N, un(1) = 1n . Or,P 1n est une série de Riemann de paramètre 1, dondivergente.Étude en -1. Pour tout n 2 N, un(�1) = (�1)nn . La série Pun(�1) ne onverge pas absolumentpuisque P jun(�1)j =P 1n , et que ette série diverge. Montrons qu'elle est semi-onvergente.Pour ela, on pose, pour tout n 2 N� , Sn = nXk=1un(�1) = nXk=1 (�1)nn : Alors :3



� 8n 2 N� ; S2n+1 � S2n�1 = � 12n+ 1 + 12n > 0,� 8n 2 N� ; S2n+2 � S2n = � 12n+ 1 + 12n+ 2 6 0,� 8n 2 N� ; S2n+1 � S2n = � 12n+ 1 :Ainsi, (S2n)n2N� est déroissante, (S2n+1)n2N� est roissante, et limn!+1(S2n+1 � S2n) = 0. Don(S2n)n2N� et (S2n+1)n2N� sont adjaentes. Elles onvergent don vers une même limite `.Soit " > 0. Alors, par dé�nition des limites, il existe N1 2 N et N2 2 N tels que :8n > N1; jS2n � `j < " et 8n > N2; jS2n+1 � `j < ":Alors, pour tout n > 2max(N1; N2), jSn � `j < ". Don (Sn)n2N� admet une limite, e qui estéquivalent à dire que Pun(�1) onverge.4. Continuité en 0(a) Par dé�nition de la borne inférieure R de E, la suite (jgnrnj)n2N est bornée. Ainsi, il existe M 2 R�+tel que pour tout n 2 N, jgnrnj 6M . Alors,8x 2℄� r; r[; jgnxnj = jgnrnj � ���xr ���n 6M ���xr ���n :(b) Pour tout x 2℄� r; r[, les séries étant absolument onvergentes, on a :G(x)� g0 = �����+1Xn=1 gnxn����� 6 +1Xn=1 jgnxnj 6M +1Xn=1 ���xr ���n = M ��xr ��1� ��xr �� :Cette dernière expression tend vers 0 lorsque x tend vers 0. D'après le théorème d'enadrement,G(x) � g0 tend vers 0 lorsque x tend vers 0. Comme g0 = G(0), ela équivaut à dire que G estontinue en 0.5. Uniité(a) Pour tout x 2 [0; r[,G(x) � g0 � � � � � gn0�1xn0�1xn0 = 1xn0  +1Xn=0 gnxn � n0�1Xn=0 gnxn! == 1xn0 +1Xn=n0 gnxn = +1Xn=n0 gnxn�n0 = +1Xn=0 gn+n0xn:Ainsi, il s'agit de la série génératrie de la suite (gn+n0)n2N� . D'après la question préédente, elle estontinue en 0, de valeur gn0 . Ainsi, G(x) � g0 � � � � � gn0�1xn0�1xn0 admet une limite lorsque x tendvers 0, et ette limite est gn0 .(b) Par la dé�nition de n0 (minimalité), pour tout n < n0, gn = hn. Ainsi, puisque G et H sont égalessur [0; r[ : 8x 2 [0; r[; G(x) � g0 � � � � � gn0�1xn0�1xn0 = H(x) � h0 � � � � � hn0�1xn0�1xn0En utilisant la question préédente, valable pour G, mais également pour H , on en déduit :gn0 = limx!0+ G(x)� g0 � � � � � gn0�1xn0�1xn0 = limx!0+ H(x) � h0 � � � � � hn0�1xn0�1xn0 = hn0 :Par onséquent, gn0 = hn0 , e qui ontredit la dé�nition de n0.On en déduit que l'hypothèse intiale était fausse. Ainsi, pour tout n 2 N, gn = hn.PARTIE II � Fontions génératries et réurrenes.1. Suite de Fibonai. 4



(a) De manière évidente, (fn)n2N est positive, puis roissante, ainsi, pour tout n > 2, fn = fn�1+fn�2 62fn�1. Ainsi, par une réurrene immédiate, pour tout n 2 N, 0 6 fn 6 2n, don 0 6 fn 14n 6 12n .CommeP 12n onverge, on en déduit, d'après le TCSTP, que P fn 14n onverge. D'après la questionI-1, on en déduit que R > 14 .(b) Soit x 2℄�R;R[. Alors :(1� x� x2)F (x) = +1Xn=0 fnxn � +1Xn=0 fnxn+1 � +1Xn=0 fnxn+2= +1Xn=0 fnxn � +1Xn=1 fn�1xn � +1Xn=2 fn�2xn= +1Xn=2(fn � fn�1 � fn�2)xn + f0 + f1x� f0x = x;ar f0 = 0 et pour tout n > 2, fn � fn�1 � fn�2 = 0.() Le disriminant du polyn�me 1�X �X2 est 5. Ainsi, les raines sont :'1 = �1�p52 et '2 = �1 +p52 :Soit �1 et �2 deux réels. Soit x 2 R n f'1; '2g ; alors :�1x� '1 + �2x� '2 = �1(x� '1) + �2(x� '2)x2 + x� 1 = (�1 + �2)x� (�1'1 + �2'2)x2 + x� 1 :Ainsi, pour que x1� x� x2 = �1x� '1 + �2x� '2 ; il su�t que :� �1 + �2 = �1�1'1 + �2'2 = 0On proède par substitution : de l'équation 1, on tire �2 = �1 � �1, d'où, d'après la deuxièmeéquation, 0 = �1'1 + �2'2 = �1'1 � (1 + �1)'2 = �1('1 � '2)� '2 = ��1p5 + 1�p52 :Ainsi, �1 = 1�p52p5 = �'2p5 , puis �2 = �1�p52p5 = '1p5 . Par onséquent, pour tout x 2℄�R;R[ :F (x) = 12p5  1�p5x� '1 � 1 +p5x� '2 ! :(d) On utilise la relation (1) :i. 8x; jxj < j'1j, �1x� '1 = ��1'1 11� x'1 = ��1'1 +1Xn=0� x'1�n :ii. 8x; jxj < '2, �2x� '2 = ��2'2 11� x'2 = ��2'2 +1Xn=0� x'2�n :Puisque j'1j < j'2j, on en déduit que pour tout x tel que jxj < j'1j,F (x) = x1� x� x2 = ��1'1 +1Xn=0� x'1�n � �2'2 +1Xn=0� x'2�n = � +1Xn=0� �1'n�11 + �2'n�12 �xn= � +1Xn=0��1(�'2)n�1(�'2'1)n�1 + �2(�'1)n�1(�'2'1)n�1�xn= � +1Xn=0 ��1(�'2)n�1 + �2(�'1)n�1�xn= � 1p5 +1Xn=0((�'2)n � (�'1)n)xn = 1p5 +1Xn=0  1 +p52 !n � 1�p52 !n!xn5



Comme ette série est la somme de deux séries onvergentes si jxj < j'1j, elle est onvergente danse as. Si jxj 2℄j'1j; j'2j[, elle est la somme d'une série onvergente et d'une série divergente ; elle estdon divergente. Ainsi, le rayon de onvergene est j'2j = p5�12 .(e) D'après l'uniité du développement en série de x1�x�x2 , on en déduit que pour tout n 2 N,fn = 1p5   1 +p52 !n � 1�p52 !n! :2. Une réurrene non linéaire.(a) On montre par réurrene d'ordre 2 sur n que pour tout n 2 N, P(n) : � gn est entier. �P(0) et P(1) sont vrais par l'initialisation de la suite.Soit n > 2. Si P(n � 1) et P(n � 2) sont vraies, alors puisque gn�1 et gn�2 sont entier, et puisquegn = gn�1 + 2gn�2 + (�1)n, gn est don entier en tant que somme d'entiers. Don P(n) est véri�é.Ainsi, d'après le prinipe de réurrene, pour tout n 2 N, gn est entier.(b) On montre, pour tout n 2 N, Q(n) : � gn > 1 � par réurrene d'ordre 2 sur n.L'initialisation est évidente du fait de l'initialisation de la suite (gn)n2N.Soit n > 2 tel que Q(n� 1) et Q(n� 2) soient vraies. Alorsgn = gn�1 + 2gn�2 + (�1)n > 1 + 2� 1 = 2 > 1:Ainsi, Q(n) est vrai. D'après le prinipe de réurrene, pour tout n 2 N, gn > 1.() Soit n > 2. Alors de la relation de réurrene, on tire :gn � gn�1 = 2gn�2 + (�1)n > 2� 1 = 1 > 0:De plus, g1�g0 = 0 > 0. Ainsi, pour tout n 2 N, gn+1�gn > 0. La suite (gn)n2N est don roissante.(d) Si n = 1, gn = 1 6 4 = 4gn�1. Soit n > 2. Alorsgn = 2gn�2 + gn�1 + (�1)n 6 3gn�1 + 1 6 4gn�1:La première inégalité provient de la roissane de (gn)n2N, la deuxième de la question 2b.(e) On déduit de la question préédente que pour tout n 2 N, et tout x 2 R, jgnxnj 6 4njxjn. Or, sijxj < 14 , P 4njxjn est une série géométrique de raison 4jxj 2℄ � 1; 1[, don onvergente. Les sériesétant à termes positifs, d'après le TCSTP, P jgnxnj onverge si jxj 6 14 . Don P gnxn onvergeabsolument si jxj < 14 .D'après l'étude de la onvergene des séries génératries, R > 14 , don R > 0.(f) De plus, (gn)su est roissante, don pour tout n 2 N, gn > g0 = 1. Ainsi, (gn)n2N ne onverge parvers 0. DonP gn diverge grossièrement. D'après les résultats de l'étude de la onvergene des sériesgénératries, on en déduit que R 6 1.(g) Pour tout x 2℄�R;R[, on a les égalités suivantes, justi�ées par le fait que les séries onvergent :G(x) = +1Xn=0 gnxn = g0 + g1x+ +1Xn=2 gnxn= 1 + x+ +1Xn=2(gn�1 + 2gn�2 + (�1)n)xn= 1 + x+ +1Xn=2 gn�1xn + 2 +1Xn=2 gn�2xn + +1Xn=2(�1)nxn:= 1 + x +1Xn=1 gn�1xn + 2 +1Xn=2 gn�2xn + +1Xn=0(�1)nxn � g1x� 1 + x= +1Xn=1 gn�1xn + 2 +1Xn=2 gn�2xn + +1Xn=0(�1)nxn + x:6



(h) On déduit de la question préédente que pour tout x 2℄�R;R[,G(x) = +1Xn=0 gnxn+1 + 2 +1Xn=0 gnxn+2 + +1Xn=0(�1)nxn + x = xG(x) + 2x2G(x) + 11 + x + x:Ainsi : 8x 2℄�R;R[; G(x)(1 � x� 2x2) = 1 + x+ x21 + x :Don : 8x 2℄�R;R[; G(x) = 1 + x+ x2(1� x� 2x2)(1 + x) = 1 + x+ x2(1� 2x)(1 + x)2 :(i) Première méthode : mettre tout sur le même dénominateur, et obtenir un système 3� 3 par identi-�ation des oe�ients. Cela demande un peu de aluls.Deuxième méthode (Astue !) : je ruse un peu. Essayez de retenir la méthode, elle peut vous éviterertains aluls.Supposons qu'il �, � et � tels que pour tout x 2 R n f 12 ;�1g, on ait :1 + x+ x2(1� 2x)(1 + x)2 = �1� 2x + �(1 + x) + �(1 + x)2 : (2)Alors, en multipliant (2) par 1� 2x, on obtient, pour tout x 2 R n f 12 ;�1g,1 + x+ x2(1 + x)2 = �+ (1� 2x)� �(1 + x) + �(1 + x)2� :Si on prend la limite de ette expression lorsque x tend vers 12 , on obtient :� = 1 + 12 + 14(1 + 12 )2 = 79 :De même, en multipliant par (1 + x)2 et en prenant la limite en �1, on obtient :� = 1 + (�1) + (�1)2(1� 2(�1)) = 13 :En�n, en évaluant (2) en 0, on obtient : 1 = �+ �+ �, don � = �19 .On a ainsi obtenu les seules valeurs possibles de �, � et �. Nous n'avons pas enore montré que esvaleurs onviennent e�etivement, puisque nous avons supposé, pour les trouver, qu'elles existaient.Il faut don véri�er que les valeurs trouvées onviennent. Il ne s'agit de rien d'autre que d'unevéri�ation faile, onsistant à mettre tous les termes du seond membre sur le même dénominateur.Vous pouvez vous dispenser de faire la véri�ation par érit ; en revanhe, préisez qu'il faut la faire.Cette méthode, aompagnée de quelques autres astues, est très e�ae lorsqu'on s'est entraîné unpeu, pour déomposer une fration rationnelle. Nous aurons l'oasion de la revoir.(j) On peut bien sûr utiliser (1) omme mentionné dans l'énoné. Mais il n'est pas inutile de onstaterque dans e as (� 2 Z�), il s'agit de la formule du bin�me négatif, prouvée dans le ours. Ainsi, leraisonnement qui suit repose sur des résultats entièrement justi�és. On obtient, pour tout x 2℄� 12 ; 12 [(dans e as, toutes les séries onvergent) :G(x) = 79 � 11� 2x � 19 � 1(1 + x) + 13 1(1 + x)2= 79 +1Xn=1(2x)n � 19 +1Xn=1(�x)n + 13 +1Xn=1(n+ 1)(�x)n= +1Xn=1�792n � 19(�1)n + 13(�1)n(n+ 1)�xn = +1Xn=1�792n + 29(�1)n + n3 (�1)n�xn:(k) Par uniité de la déomposition en série (question I-5), on obtient, pour tout n 2 N,gn = 792n +�13n+ 29� (�1)n:7



3. Suites mutuellement réurrentes.(a) Il s'agit d'une réurrene d'ordre 2 immédiate. Soit, pour tout n 2 N, P(n) : � un > 0, et vn > 0 �.P(0) et P(1) sont vraies par l'initialisation des suites (un)n2N et (vn)n2N.Soit n 2 N, on suppose que P(n) et P(n+ 1) sont vrais. Alors :� un+2 = 2vn�1 + un�2 > 0,� vn = un�1 + vn�2 > 0.Don P(n+ 2) est véri�ée. D'après le prinipe de réurrene, (un)n2N et (vn)n2N sont positives.(b) On montre par réurrene sur n que : 8n 2 N, P(n) : � u2n+1 = 0 et v2n = 0 �.P(0) est vrai puisque u1 = 0 et v0 = 0.Soit n 2 N tel que P(n) soit vrai. Alors :� v2n = 0 et u2n+1 = 0, don v2n+2 = u2n+1 + v2n = 0 ;� Ainsi, v2n+2 = 0 et u2n+1 = 0, don u2n+3 = 2v2n+2 + u2n+1 = 0.Ainsi, P(n+ 1) est vrai. D'après le prinipe de réurrene, P(n) est vrai pour tout n 2 N.() Les suites (un)n2N et (vn)n2N sont positives. D'après les relations dé�nissant (un)n2N et (vn)n2N :� 8n 2 N; u2n+2 � u2n = 2v2n+1 > 0 ;� 8n 2 N; v2n+3 � v2n+1 = u2n+2 > 0.Ainsi, les suites (u2n)n2N et (v2n+1)n2N sont roissantes.(d) On en déduit que pour tout n 2 N, u2n > u0 = 1. Ainsi, (u2n)n2N, et don (un)n2N ne tendent pasvers 0. Don Pun diverge grossièrement. Par les propriétés de onvergene vues dans la partie I, ilen résulte que le rayon de onvergene R1 de la série dé�nissant U véri�e R1 6 1.De même, (v2n+1)n2N ne tend pas vers 0, don P vn diverge grossièrement, puis R2 6 1.(e) On montre par réurrene d'ordre 2 sur n que : 8n 2 N, P(n) : � un 6 3n et vn 6 3n �. L'initialisationP(0) et P(1) est évidente.Soit n 2 N tel que P(n) et P(n+ 1) soient véri�és. Alors :� un+2 = 2vn+1 + un 6 2 � 3n+1 + 3n 6 2 � 3n+1 + 3n+1 = 3n+2 ;� vn+2 = un+1 + vn 6 3n+1 + 3n 6 3n+2.Don P(n+2) est véri�ée. Ainsi, d'après le prinipe de réurrene, P(n) est vraie pour tout n 2 N.(f) Soit x 2℄� 13 ; 13 [. Alors : 8n 2 N ; junxnj 6 (3jxj)n.La série P(3jxj)n est une série géométrique de raison 3jxj 2℄ � 1; 1[, don onvergente. D'après leTCSTP, Punxn onverge absolument. D'après les résultats de onvergene de la partie I, on endéduit que R1 > 13 .Le même raisonnement montre que R2 > 13 .(g) Soit x 2℄�R;R[. Alors :U(x) = +1Xn=0unxn = u0 + u1x+ +1Xn=2unxn = 1 + +1Xn=2(2vn�1 + un�2)xn= 1 + 2 +1Xn=2 vn�1xn + +1Xn=2un�2xn = 1 + 2 +1Xn=1 vnxn+1 + +1Xn=0unxn+2= 1 + 2x +1Xn=0 vnxn � 2xv0 + x2 +1Xn=0unxn = 1 + 2xV (x) + x2U(x):On fait de même pour l'autre relation de réurrene :V (x) = +1Xn=0 vnxn = v0 + v1x+ +1Xn=2 vnxn = x+ +1Xn=2(un�1 + vn�2)xn= x+ +1Xn=2un�1xn + +1Xn=2 vn�2xn = x+ +1Xn=1unxn+1 + +1Xn=0 vnxn+2= x+ x +1Xn=0unxn � xu0 + x2 +1Xn=0 vnxn = xU(x) + x2V (x):8



(h) Il s'agit d'un système 2� 2 à résoudre. Soit x 2℄�R;R[. Alors :� (1� x2)U(x)� 2xV (x) = 1(x2 � 1)V (x) + xU(x) = 0En substituant la valeur de V (x) trouvée de la deuxième équation dans la première, on trouve :(1�x2)2U(x)�2x2U(x) = 1�x2; d'où U(x) = 1� x21� 4x2 + x4 = 1� x2(x2 � (2 +p3))(x2 � (2�p3)) :De même, en substituant la valeur de U(x) trouvée de la deuxième équation dans la première, ontrouve :(1�x2)2V (x)�2x2V (x) = x; d'où U(x) = x1� 4x2 + x4 = x(x2 � (2 +p3))(x2 � (2�p3)) :(i) On utilise la même méthode que plus haut.Supposons qu'il existe a; b 2 R tels que pour tout y 2 R n f2 +p3; 2�p3g,1� y(y � (2 +p3))(y � (2�p3)) = ay � (2 +p3) + by � (2�p3) : (3)En multipliant (3) par y � (2 +p3) et en prenant la limite lorsque y tend vers 2 +p3, on obtient :a = 1� 2�p32 +p3� 2 +p3 = �1 +p32p3 :En multipliant (3) par y � (2�p3) et en prenant la limite lorsque y tend vers 2�p3, on obtient :b = 1� 2 +p32�p3� 2�p3 = 1�p32p3 :Une simple véri�ation montre que es deux valeurs onviennent. Ainsi, pour tout x 2 R,1� x2(x2 � (2 +p3))(x2 � (2�p3)) = � 1 +p32p3(x2 � (2 +p3)) + 1�p32p3(x2 � (2�p3))= � (1 +p3)(2�p3)2p3(x2(2�p3)� 1) + (1�p3)(2 +p3)2p3(x2(2 +p3)� 1)= p3� 12p3(1� x2(2�p3)) + p3 + 12p3(1� x2(2 +p3)) :On fait de même pour la série V :Supposons qu'il existe ; d 2 R tels que pour tout y 2 R n f2 +p3; 2�p3g,1(y � (2 +p3))(y � (2�p3)) = y � (2 +p3) + dy � (2�p3) : (4)En multipliant (4) par y � (2 +p3) et en prenant la limite lorsque y tend vers 2 +p3, on obtient :a = 12 +p3� 2 +p3 = 12p3 :En multipliant (4) par y � (2�p3) et en prenant la limite lorsque y tend vers 2�p3, on obtient :b = 12�p3� 2�p3 = � 12p3 :Une simple véri�ation montre que es deux valeurs onviennent. Ainsi, pour tout x 2 R,x(x2 � (2 +p3))(x2 � (2�p3)) = x2p3(x2 � (2 +p3)) � x2p3(x2 � (2�p3))= (2�p3)x2p3(x2(2�p3)� 1) � (2 +p3)x2p3(x2(2 +p3)� 1)= (3� 2p3)x6(1� x2(2�p3)) + (3 + 2p3)x6(1� x2(2 +p3)) :9



(j) Les séries sont forément onvergentes pour tout x 2℄ � R;R[. Soit don x 2℄ � R;R[. En utilisant(1) (e qui n'est autre que la formule des sommes géométriques ii),U(x) = p3� 12p3 +1Xn=0x2n(2�p3)n + p3 + 12p3 +1Xn=0x2n(2 +p3)n= +1Xn=0 p3� 12p3 (2�p3)n + p3 + 12p3 (2 +p3)n!x2nAinsi, par l'uniité des développements,8n 2 N; u2n =  p3� 12p3 (2�p3)n + 1+p32p3 (2 +p3)n!=  (2�p3)np3(p3 + 1) + (2 +p3)np3(p3� 1)!=  (2�p3)n3 +p3 + (2 +p3)n3�p3 !De même, V (x) = (3� 2p3)x6 +1Xn=0x2n(2�p3)n + (3 + 2p3)x6 +1Xn=0x2n(2 +p3)n= +1Xn=0 3� 2p36 (2�p3)n + 3 + 2p36 (2 +p3)n!x2n+1Ainsi, par l'uniité des développements,8n 2 N; v2n+1 = 3� 2p36 (2�p3)n + 3 + 2p36 (2 +p3)n:PARTIE III � Convolutions1. (a) Soit x 2 [0; R[. Alors, les suites (un)n2N et (vn)n2N étant à termes positifs, il en est de même de(wn)n2N, qui est une somme de termes positifs. Don Pwnxn est une série à termes positifs. Sessommes partielles sont don roissantes, et onvergent don vers un réel �ni ou vers +1.Soit de plus n 2 N. AlorsW2n(x) = 2nXk=0 kXi=0 uixivk�ixk�i = X06i6k62n uivk�ixk = 2nXi=0 2nXk=i uivk�ixk = 2nXi=0 2n�iXk=0 uivkxk+i:Comme tous les termes sont positifs, en en rajoutant dans la somme interne, on obtient :W2n(x) 6 2nXi=0 2nXk=0 uivkxk+i = 2nXi=0 uixi 2nXk=0 vkxk = U2n(x)V2n(x):De même, en supprimant maintenant ertains termes de la somme,W2n(x) > nXi=0 2n�iXk=0 uivkxk+i > nXi=0 nXk=0 uivkxk+i;ette dernière inégalité résultant du fait que pour tout indie i dans ette somme 2n� i > n. Ainsi,W2n(x) > nXi=0 nXk=0 uivkxk+i = nXi=0 uixi nXk=0 vkxk = Un(x)Vn(x):De plus, en enlevant ertains termes de la somme double, on obtient de même :10



(b) Or, puisque x 2 [0; R[, (Un(x))n2N onverge vers U(x), don aussi (U2n(x))n2N, et de même,(Vn(x))n2N onverge vers V (x), don aussi (V2n(x))n2N. Par les règles de produit de limites, etd'après le théorème d'enadrement, on en déduit que (Wn(x))n2N onverge vers U(x)V (x).Ainsi W (x) est dé�ni pour tout x 2 [0; R[ (e qui implique que le rayon de onvergene de W est aumoins égal à R), et W (x) = U(x)V (x).2. Exemple 1 : une onvolution de Fibonai.(a) En élevant l'expression trouvée en II-1 au arré, on trouve, pour tout x 2℄�R;R[ :F (x)2 = 120  6� 2p5(x� '1)2 � 6 + 2p5(x� '2)2 � 81� x� x2!= 3�p510 � 1(x� '1)2 + 3 +p510 � 1(x � '2)2 � 25xF (x)= (3�p5)'2110 � 11 + '1x + (3 +p5)'2210 � 11 + '2x � 25 +1Xn=1 fnxn�1= (3�p5)(3 +p520 � 11 + '1x + (3 +p5)(3�p5)20 � 11 + '2x � 25 +1Xn=1 fnxn�1= 15 � 11 + '1x + 15 � 11 + '2x � 25 +1Xn=0 fn+1xn= 15 +1Xn=0(n+ 1)(�x'1)n + 15 +1Xn=0(n+ 1)(�x'2)n + 25 +1Xn=0 fn+1xn= 15 +1Xn=0((n+ 1)((�'1)n + (�'2)n)� 2fn+1)xn:Il y avait une regrettable erreur dans l'énoné : '1 et '2 ne représentaient pas les raines de 1�X�X2mais de X2 �X � 1, e qui justi�e le fait qu'on ait un signe supplémentaire par rapport à l'énoné.On ontinue ave les notations de la partie I.(b) Pour tout n 2 N, fn = 1p5 ((�'1)n � (�'2)n). Ainsi, pour tout n 2 N :2fn+1 � fn = 1p5 ((�2'1 � 1)(�'1)n � (�2'2 � 1)(�'2)n) = (�'1)n + (�'2)n:Par onséquent, pour tout x 2℄�R;R[,F 2(x) = 15 +1Xn=0((n+ 1)(2fn+1 � fn)� 2fn+1)xn: = 15 +1Xn=0(2nfn+1 � (n+ 1)fn)xn:() Or, pour tout x 2℄ � R;R[, F (x)2 =  +1Xn=0 fnxn! +1Xn=0 fnxn!, don, d'après la question III-1b,F (x)2 = +1Xn=0 nXk=0 fkfn�k!xn. D'après l'uniité du développement en série (question II-5), on a :8n 2 N; nXk=0 fkfn�k = 2nfn+1 � (n+ 1)fn5 :3. Exemple 2 : une onvolution de Catalan.(a) On montre par réurrene sur n que pour tout n 2 N, P(n) : � ette relation dé�nit de manièreunique n. �P(0) est vrai par l'initialisation de (n)n2N.Soit n 2 N tel que P(k) soit vrai pour tout k < n. Alors n�1Xk=0 kn�1�k est bien dé�nie et unique, etette expression détermine de manière unique n. Don P(n) est vrai.D'après le prinipe de réurrene, (n)n2N est bien dé�nie de ette manière.11



(b) Soit x 2℄�R;R[. D'après la question III-1b,xC(x)2 = x +1Xn=0 nXk=0 kn�kxk = +1Xn=1 nXk=0 kn�1�kxn = +1Xn=1 nxn = C(x) � 0 = C(x)� 1:Alors, xC(x)2 � C(x) + 1 = 0. Résolvons ette équation du seond degré en C(x), de disriminant1 � 4x. Si x > 14 , ette équation n'admet pas de solution : C(x) n'est don pas dé�ni. Ainsi, onobtient en passant que R 6 14 .Par onséquent, x 6 14 , et l'équation admet deux solutions :C1(x) = 1�p1� 4x2x et C2(x) = 1 +p1� 4x2x :La limite de C2(x) lorsque x tend vers 0 est l'in�ni, e qui ontredit la ontinuité en 0 de C. Ainsi,la bonne solution est C1 : 8x 2℄�R;R[; C(x) = 1�p1� 4x2x :() D'après la question Préliminaire-4, pour tout x 2℄� 14 ; 14 [, on a :�p1� 4x = �1 + +1Xn=1�n�1xn:Ainsi : 8x 2℄� 14 ; 14 [; C(x) = 1x +1Xn=1�n�1xn = +1Xn=0�nxn.Par l'uniité du développement (question II-5), on en déduit que pour tout n 2 N, n = Gn.(d) Soit pour tout n 2 N, et tout x 2 R, un(x) = �nxn. Alors :8n 2 N; 8x 2 R; ����un+1un ���� = ���� (n+ 1)(2n+ 1)(2n+ 2)xn(n+ 1)2 ���� :Ainsi, limn!+1 ����un+1un ���� = 4jxj. En s'inspirant de la méthode de d'Alembert, qu'on a déjà illustrée danse devoir, on en déduit don que Pun(x) onverge absolument si jxj < 14 , et diverge grossièrementsi x > 14 . Par onséquent, le rayon de onvergene de G est R = 14 .(e) D'après la question Préliminaire-5, pour tout x 2℄� 14 ; 14 [, G(x) = 1�p1� 4x2x :D'après e qui a été vu plus haut, ette fontion est solution pour tout x 2℄ � 14 ; 14 [ de l'équationxG(x)2 �G(x) + 1:(f) On refait à l'inverse le raisonnement qu'on a e�etué dans la question 3b : pour tout x 2℄ � R;R[,on a :xG(x)2 + 1 = x +1Xn=0 nXk=0�k�n�kxk + 1 = +1Xn=1 nXk=0�k�n�1�kxk + 1 = +1Xn=0 nXk=0�k�n�1�kxk :Ainsi, l'équation xG(x)2 �G(x) + 1: amène, pour tout x 2℄�R;R[ :+1Xn=0 nXk=0�k�n�1�kxk = +1Xn=0�nxn:Par uniité, on en déduit que : 8n 2 N, �n = n�1Xk=0 �k�n�1�k.Comme de plus �0 = 1 = 0, (�n)n 2 N véri�e la même relation que (n)n2N, ave les mêmesonditions initiales. D'après la question 3a, on en déduit don que pour tout n 2 N, �n = n. Laboule est boulée. 12


