
Lyée Carnot Déembre 2005ECS 4 � MathématiquesA. Troesh Corretion du Devoir Maison no 9PROBLÈME � Étude d'un ombat à trois. (Extrait de ESSEC 2000)1. Calul de probabilités(a) Il s'agit de restituer une formule du ours, as très partiulier de la formule du rible de Poinaré :P (U [ V ) = P (U) + P (V )� P (U \ V ):On ne vous demande pas la démonstration. La question est uniquement là pour vous mettre sur labonne voie pour la question suivante.(b) Notons U ( resp. V , resp. W ) l'événement : A ( resp. B, resp. C) réussit son tir. Alors l'événementonsidéré est l'événement U \ (V [W ). Les trois tirs étant indépendants,P (V [W ) = P (V ) + P (W )� P (V \W ) = P (V ) + P (W )� P (V )P (W ) = 12 + 13 � 16 = 23 ;d'où : (P (U \ (V [W )) = P (U)P (V \W ) = 13 � 23 = 29 :() Il s'agit ette fois de l'événement U \ (V [W ). De même qu'avant, les tirs de haque joueur étantmutuellement indépendants :P (U \ (V [ V )) = P (U)P (V \W ) = 23 � 23 = 49 :2. Détermination de probabilités onditionnelles(a) AB0 est l'événement impossible. De plus, tant que A et B ne sont pas éliminés, personne ne vise C,puisque A vise B (son plus dangereux adversaire) et B vise A. Don, tant que A et B ne sont paséliminés, C ne peut pas être éliminé. Ainsi, pour tout n 2 N, l'événement ABn est impossible.Dans la suite, on ne onsidérera don que les événements ABCn, BCn, CAn, An, Bn, Cn, ?n.(b) Si ABCn est véri�é, alors les trois joueurs s'a�rontent lors de la n + 1-ième manhe, et pour queABCn+1 ait lieu, ils doivent tous les trois rater leur ible. Ave les notations préédentes (U , V etW étant ii des événements assoiés à la n + 1-ième manhe), et les événements U , V et W étantmutuellement indépendants (don leurs événements ontraires aussi) :P (ABCn+1 j ABCn) = P (U \ V \W ) = P (U)P (V )P (W ) = 13 � 12 � 23 = 19 :() De même, pour que BCn+1 soit réalisé si ABCn l'est, il faut et il su�t que soit B soit C réussisseson tir (ils visent tous deux A), et que A rate son tir. Ainsi :P (BCn+1 j ABCn) = P (U \ (V [W )) = 29 d'après 1b.De même, pour que ACn+1 soit réalisé si ABCn l'est, A ne doit pas être éliminé, don A et C ratentleurs tirs, et B doit être éliminé, don A réussit son tir. Ainsi :P (ACn+1 j ABCn) = P (U \ V \W ) = P (U)P (V )P (W ) = 29 ;(on a enore utilisé l'indépendane de U , V et W ; on ne le repréisera plus dans les raisonnementssimilaires suivants). 1



(d) Pour que An+1 ne peut pas être réalisé si ABCn l'est, ar au n-ième tournoi dans lequel les troisjoueurs s'a�ronte, personne ne vise C, qui ne peut don pas être éliminé. De même, Bn+1 ne peutêtre réalisé si ABCn l'est. Ainsi :P (An+1 j ABCn) = P (Bn+1 j ABCn) = 0:En�n, si ABCn est réalisé, Cn+1 est réalisé si et seulement si A est éliminé (soit par B soit par C)et B est éliminé (par A), don si et seulement si A réussit son tir, et B ou C réussit son tir. Ainsi :P (Cn+1 j ABCn) = P (U \ (V [W )) = 49 d'après 1.(e) Si ACn est réalisé, seuls A et C partiipent à la n + 1-ième manhe. Bien entendu, C vise A et Avise C. Ainsi, An+1 est réalisé si et seulement si A réussit son tir, et C rate le sien. Ainsi :P (An+1 j ACn) = P (U \W ) = P (U)P (W ) = 23 � 23 = 49 :De même : P (Bn+1 j BCn) = P (V \W ) = P (V )P (W ) = 12 � 23 = 13;P (Cn+1 j ACn) = P (W \ U) = P (W )P (U ) = 13 � 13 = 19;P (Cn+1 j BCn) = P (W \ V ) = P (W )P (V ) = 13 � 12 = 16;(f) En�n, si ABCn est réalisé, ?n+1 ne peut l'être ar personne ne vise C lors de la n+1-ième manhe,don P (?n+1 j ABCn) = 0.Si ACn est réalisé, pour que ?n+1 le soit, il faut et il su�t que A et C, les deux seuls joueurss'a�rontant lors de la manhe n+ 1, réussissent tous deux leurs tirs au ours de ette manhe :P (?n+1 j ACn) = P (U \W ) = P (U)P (W ) = 23 � 13 = 29 :De même : P (?n+1 j BCn) = P (V \W ) = P (V )P (W ) = 12 � 13 = 16 :3. Nombre moyen d'épreuves à l'issue desquelles le ombat s'ahèveOn note T la variable aléatoire indiquant le nombre d'épreuves à l'issue duquel esse la ombat, 'est-à-direau delà duquel il ne reste qu'un tireur au plus.(a) [T = 1℄ est réalisé si et seulement si A1, B1, C1 ou ?1 est réalisé. Comme ABC0 est l'événementertain, et que les événements 1, B1, C1 et ?1 sont deux à deux inompatibles, on obtient :P (T = 1) = P (A1 [ B1 [ C1 [?1) = P (A1) + P (B1) + P (C1) + P (?1)= P (A1 j ABC0) + P (B1 j ABC0) + P (C1 j ABC0) + P (?1 j ABC0):En utilisant les probabilités onditionnelles alulées dans la question préédente,P (T = 1) = 0 + 0 + 49 + 0 = 49 :(En e�et, C ne peut pas être éliminé au premier tour, puisque personne ne le vise, alors l'événement[T = 1℄ est en fait égal à l'événement C1).(b) Soit n > 2. Calulons la probabilité que les trois joueurs soient enore présents après le n-ième tour :P (ABC1 \ ABC2 \ � � � \ABCn) = P (ABC0 \ ABC2 \ � � � \ ABCn)= P (ABC0) � nYk=1P (ABCk j ABC1 \ � � � \ ABCk�1)(formule des probabilités omposées)= nYk=1P (ABCk j ABC1 \ � � � \ ABCk�1)2



Or, la suite (ABCn)n2N� est une suite déroissante d'événements, don pour tout k 2 [[1; n℄℄, ABC1\� � � \ ABCk�1 = ABCk�1. Ainsi :P (ABCn) = P (ABC1 \ ABC2 \ � � � \ ABCn) = nYk=1P (ABCk j ABCk�1) = �19�n ;d'après la question 2b.() Soit n > 2 et k 2 [[0; n � 1℄℄. Commençons par aluler la probabilité de Rk, 'est-à-dire de l'évé-nement : � à l'issue du n-ième tour, seul B a été éliminé, et il a été éliminé lors du k + 1-ièmetour � :P (Rk) = P (ABC1 \ � � � \ ABCk \ ACk+1 \ � � �ACn)= P (ABC0 \ ABC1 \ � � � \ABCk \ ACk+1 \ � � �ACn)= P (ABC0) � kYi=1P (ABCi j ABC0 \ � � � \ ABCi�1)! � P (ACk+1 j ABC0 \ � � � \ ABCk)�� nYi=k+2P (ACi j ABC0 \ � � � \ ABCk \ACk+1 \ � � � \ ACi�1)!(formule des probabilités omposées)Or le résultat à un tour ne dépend que des joueurs présents au début de e tour, 'est-à-dire desjoueurs présents à l'issue du tour préédent. Ainsi :P (Rk) =  kYi=1P (ABCi j ABCi�1)! � P (ACk+1 j ABCk) � nYi=k+2P (ACi j ACi�1)!= �19�k � 29 � �P (U \W )�n�k�1 = �19�k � 29 ��29�n�k�1 = 2n�k9n :(L'énoné semble avoir oublié de nous faire aluler ette probabilité onditionnelle P (ACk+1 jABCk) dans la question préédente...)Les événements Rk, k 2 [[0; n� 1℄℄ sont deux à deux inompatibles, don, par additivité :P  n�1[k=0Rk! = n�1Xk=0 P (Rk) = 19n n�1Xk=0 2n�k = 19n nXk=1 2k = 29n (2n � 1) = 2��29�n ��19�n� :Cei représente la probabilité qu'après n épreuves, B et seul B ait été éliminé lors d'un tour préédent('est l'événement ACn). Ainsi : P (ACn) = 2��29�n ��19�n� :(d) Soit n > 2 et k 2 [[0; n � 1℄℄. À nouveau, Sk désigne l'événement onsistant à dire que A et seul Aest éliminé lors des n premières épreuves, et ei à la k + 1-ième épreuve. Ainsi, l'union des Sk estl'événement : � A, et seul A, a été éliminé au ours des n premières épreuves �.Calulons pour ommener P (Sk) ; on proède de la même manière que pour P (Rk). Nous avonsdon besoin omme préédemment d'une probabilité onditionnelle qui n'a pas été alulée dans laquestion 2 : 8i 2 N; P (BCi+1 j BCi) = P (V \W ) = P (V )P (W ) = 13 :Ainsi, le même raisonnement que plus haut amène :P (Sk) =  kYi=1P (ABCi j ABCi�1)! � P (BCk+1 j ABCk) � nYi=k+2P (BCi j BCi�1)!= �19�k � 29 � �13�n�k�1 = 23n+k+1 :3



Alors : P (BCn) = P  n�1[k=0 Sk! = n�1Xk=0 23n+k+1 = 23n+1 n�1Xk=0 13k = 13n �1� 13n� = 13n � 19n :(e) Soit n > 2. L'événement [T > n℄ est réalisé si et seulement s'il reste au moins deux joueurs à l'issuedu n-ième tour. Comme ABn est impossible, on en déduit que [T > n℄ = ABCn [ ACn [ BCn. Cesévénements étant deux à deux inompatibles, on obtient :P (T > n) = P (ABCn) + P (ACn) + P (BCn) = �19�n + 2��29�n ��19�n�+ 13n � 19n= �2 ��19�n + 2 ��29�n +�13�nRemarquez que P (T > 1) = P (T = 1) = 1 � 49 = 59 , don la formule i-dessus est enore valablepour n = 1, omme on s'en assure rapidement.De plus, [T > 0℄ est l'événement ertain, don P (T > 0) = 1, et la formule i-dessus est enore validepour n = 0.Soit n 2 N� . Alors [T > n℄ � [T > n� 1℄, et [T = n℄ = [T > n� 1℄ n [T > n℄. Ainsi :P (T = n) = P (T > n� 1)� P (T > n)= �2 ��19�n�1 + 2 � �29�n�1 +�13�n�1 + 2 � �19�n � 2 � �29�n ��13�n= �16 � �19�n + 7 ��29�n + 2 ��13�nD'après l'argument onernant P (T > 1) et P (T > 0), ei redonne bien la valeur P (T = 1) trouvéepréédemment.(f) Un petit alul de sommes géométriques :+1Xn=1P (T = n) = +1Xn=1��16 ��19�n + 7 ��29�n + 2 ��13�n�= �169 11� 19 + 149 11� 29 + 23 11� 13= �168 + 147 + 1 = �2 + 2 + 1 = 1:(g) D'après la formule du bin�me négatif, les sommes suivantes (à termes positifs) onvergent, et leursomme vaut :� +1Xn=1n�19�n�1 = 1�1� 19�2 = 8164 ,� +1Xn=1n�29�n�1 = 1�1� 29�2 = 8149 ,� +1Xn=1n�13�n�1 = 1�1� 13�2 = 94 ;(on pourra s'assurer de la onvergene de es séries ave la règle de d'Alembert, ou ave la règlen�un)Or, la série P+1n=1 nP (T = n) est une ombinaison linéaire de es trois séries, don elle onvergeégalement. Comme pour tout n 2 N� , nP (T = n) > 0, elle est à termes positifs, don elle onvergeabsolument. Ainsi, T admet une espérane, et :E(T ) = �169 � 8164 + 149 � 8149 + 23 � 94 = �94 + 187 + 32 = 5128 :4



4. Probabilités pour que A, B et C respetivement remportent le ombat(a) Notons GAn l'événement : � A gagne le ombat à la n-ième épreuve �.Si n = 1, A ne peut pas gagner le ombat, ar il reste au moins C à l'issue de la première manhe :P (GA1) = 0.Si n > 1, haque événement Uk entraîne GAn. Réiproquement, si GAn est satisfait, ABCn�1 n'estpas satisfait (sinon personne ne vise C qui ne peut pas être éliminé au n-ième tour). Puisque ABn�1est impossible, l'événement ACn�1 est véri�é (il reste forément un autre joueur, sinon A auraitgagné avant le n-ième tour). Ainsi, C est éliminé au tour n, et B est éliminé auparavant, 'est à direlors d'une épreuve `, ` 2 [[1; n� 1℄℄ ; pour une telle valeur de `, ABC`�1 est satisfait, mais seulementAC`. En posant k = `� 1, k 2 [[0; n� 2℄℄, on en déduit que Uk est satisfait.Par onséquent, d'après le prinipe de la double-inlusion, GAn = n�2[k=0Uk.(b) Soit k 2 [[0; n� 2℄℄. On alule d'abord la probabilité de Uk, à l'aide de la formule des probabilitésomposées :P (Uk) = P (Rn�1;k\An) = P (Rn�1;k)P (An j Rn�1;k) = 2n�1�k9n�1 �P (An j ACn�1) = 2n�1�k9n�1 �49 = 2n�k+19n :Ii, on a rajouté un indie n à Rk pour indiquer la dépendane par rapport à n. Les événements Uk,k 2 [[0; n� 2℄℄ étant deux à deux inompatibles,P (GAn) = n�2Xk=0 P (Uk) = 2 � �29�n n�2Xk=0 12k = 4 � �29�n 1��12�n�1! = 4 � �29�n � 8�19�n :Remarquez qu'on obtient ette égalité beauoup plus rapidement si on ne suit pas la piste suggéréepar l'énoné (omme quoi, les énonés sont parfois mal faits ; pour information, à part ertainesnotations, et l'ajout des questions �nales, je n'ai pas modi�é le sujet)En e�et, on peut se servir des aluls préédents. On se sert du système omplet formé de toutes lespossibilités à l'issue du n�1-ième tour : (?n�1; An�1; Bn�1; Cn�1; ABn�1; ACn�1; BCn�1; ABCn�1).Or GAn est impossible si un des événements suivants a lieu : ?n�1, An�1 (dans e as, il a déjàgagné avant), Bn�1, Cn�1, BCn�1 et ABCn�1 (ar C ne peut pas être éliminé), et omme ABn�1est impossible, la formule des probabilités totales se résume à :P (GAn) = P (GAn j ACn�1)P (ACn�1) = P (An j ACn�1)P (ACn�1) = 89  �29�n�1 ��19�n�1! :On obtient bien la même expression, sans avoir à refaire de aluls de somme.() Soit GA l'événement : � A gagne �. Alors GA = +1[n=2GAn, es événements étant deux à deux inom-patibles. Ainsi, par �-additivité de P :P (GA) = +1Xn=2P (GAn) = +1Xn=2 4 � �29�n � 8�19�n = 1681 11� 29 � 881 11� 19 = 1663 � 19 = 963 = 17 :(d) On note pour tout n 2 N� , GBn l'événement : � B gagne au n-ième tour �, et GB l'événement : � Bgagne �.B ne peut pas être vainqueur des le premier tour (C n'est pas éliminé à e moment), don GB1 estimpossible.Soit n > 2. On peut bien sûr opier la démonstration préédente, telle que suggérée dans l'énoné,en introduisant des événements Vk adéquats. Je vais plut�t utiliser la deuxième méthode que j'aiproposée, en utilisant le même système omplet. Maintenant, les seuls événements au rang n � 15



pouvant amener GBn sont : ABn�1 et BCn�1, et ABn�1 est impossible. Don, la formule desprobabilités totales se résume à :P (GBn) = P (GBn j BCn�1)P (BCn�1) = 13 � 13n�1 � 19n�1� = �13�n � 3�19�n :En sommant es probabilités, on obtient :P (GB) = +1Xk=2�13�n � 3�19�n = 19 � 32 � 381 � 98 = 16 � 124 = 18 :(e) On note de même GCn et GC. On a déjà eu l'oasion de aluler P (GC1) = 49 .Soit n > 2. On proède de même que pour GBn. Les événements au rang n�1 pouvant amener GCnsont ette fois ABCn�1, ACn�1 et BCn�1. Ainsi, la formule des probabilités totales se résume à :P (GCn) = P (GCn j ABCn�1)P (ABCn�1) + P (GCn j ACn�1)P (ACn�1) + P (GCn j BCn�1)P (BCn�1)= P (Cn j ABCn�1)P (ABCn�1) + P (Cn j ACn�1)P (ACn�1) + P (Cn j BCn�1)P (BCn�1)= 49 �19�n�1 + 29 � �29�n�1 ��19�n�1!+ 16 � 13n�1 � 19n�1�= 12 �19�n + 12 �13�n +�29�n :On pourrait bien sûr retrouver e résultat en dé�nissant des événements du type des Uk, mais esont des prises de tête assurées.Ainsi, en sommant es probabilités pour tout n 2 N� :P (GC) = 49 + +1Xn=2 12 �19�n + 12 �13�n +�29�n = 49 + 1162 � 98 + 118 � 32 + 481 � 97 = 6031008 = 67112(f) C a plus d'une hane sur 2 de gagner, don beauoup plus que les deux autres. Il vaut don mieuxne pas savoir tirer (don ne pas attirer la foudre des autres).(g) L'événement � le ombat ne s'arrête pas � est l'événement suivant : \n2N�[T > n℄.Ces événements forment une suite déroissante, don, d'après le théorème de la limite monotone,P  \n2N�[T > n℄! = limn!+1P (T > n) = 0:Remarquez que ette question est un peu redondante ave la question 3f.(h) Soit G? l'événement : � le ombat s'arrête sans vainqueur �. D'après la question préédente, GA,GB, GC, G? forment un système quasi-omplet, don :P (G?) = 1� P (GA) � P (GB)� P (GC) = 1� 17 � 18 � 67112 = 15112 :
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