LYCEE CARNOT Décembre 2005
ECS 4 — Mathématiques
A. TROESCH

Correction du Devoir Maison n°® 9

PROBLEME - Etude d’un combat a trois. (Extrait de ESSEC 2000)

1. Calcul de probabilités

(a)

(b)

()

Il s’agit de restituer une formule du cours, cas trés particulier de la formule du crible de Poincaré :
PUUV)=PU)+P(V)—PUNYV).

On ne vous demande pas la démonstration. La question est uniquement la pour vous mettre sur la
bonne voie pour la question suivante.

Notons U ( resp. V', resp. W) Iévénement : A ( resp. B, resp. C) réussit son tir. Alors I’événement
considéré est 'événement U N (V U W). Les trois tirs étant indépendants,

P(VUW) = P(V) + P(W) — P(V N W) = P(V) + P(W) — P(V)P(W) = % + % - é _ ;
dot:  (PTN(VUW)) = P@)PV W) = % - ; _ g

1l s’agit cette fois de I’événement U N (V U W). De méme qu’avant, les tirs de chaque joueur étant
mutuellement indépendants :

PUN(VUV)) =PU)PVNW)=

Wl N
O =

Wi N

2. Détermination de probabilités conditionnelles

(a)

ABy est ’événement impossible. De plus, tant que A et B ne sont pas éliminés, personne ne vise C,
puisque A vise B (son plus dangereux adversaire) et B vise A. Donc, tant que A et B ne sont pas
éliminés, C ne peut pas étre éliminé. Ainsi, pour tout n € N, I’événement AB,, est impossible.

Dans la suite, on ne considérera donc que les événements ABC,,, BC,,, CA,, A,, By, C,, @,.

(b)

Si ABC,, est vérifié, alors les trois joueurs s’affrontent lors de la n + 1-iéme manche, et pour que
ABC,,41 ait lieu, ils doivent tous les trois rater leur cible. Avec les notations précédentes (U, V et
W étant ici des événements associés a la n + 1-iéme manche), et les événements U, V et W étant

mutuellement indépendants (donc leurs événements contraires aussi) :
P(ABC,4, | ABC,)) = P(UNVNW)=PU)PV)PW)=2-=-= =-.

De méme, pour que BC,,4+1 soit réalisé si ABC), lest, il faut et il suffit que soit B soit C' réussisse

son tir (ils visent tous deux A), et que A rate son tir. Ainsi :
— 2
P(BCy4+1 | ABC,) =PUN(VUW)) = 9 d’aprés 1b.

De méme, pour que AC,, 11 soit réalisé si ABC, lest, A ne doit pas étre éliminé, donc A et C ratent

leurs tirs, et B doit étre éliminé, donc A réussit son tir. Ainsi :

P(ACys1 | ABC,) = P(UNT NTW) = P(U)P(V)P(W) = 2

(on a encore utilisé 'indépendance de U, V' et W ; on ne le reprécisera plus dans les raisonnements

similaires suivants).



(d) Pour que A, 41 ne peut pas étre réalisé si ABC,, Uest, car au n-iéme tournoi dans lequel les trois
joueurs s’affronte, personne ne vise C, qui ne peut donc pas étre éliminé. De méme, B, ;1 ne peut
étre réalisé si ABC,, I'est. Ainsi :

P(Api1 | ABCy) = P(Bpya | ABC,,) = 0.

Enfin, si ABC,, est réalisé, C),41 est réalisé si et seulement si A est éliminé (soit par B soit par C)

et B est éliminé (par A), donc si et seulement si A réussit son tir, et B ou C réussit son tir. Ainsi :
4
P(Cp41 | ABC,) =P(UN(VUW)) = 9 d’aprés 1c.

(e) Si AC,, est réalisé, seuls A et C participent & la n + 1-iéme manche. Bien entendu, C vise A et A

vise C. Ainsi, A, 11 est réalisé si et seulement si A réussit son tir, et C' rate le sien. Ainsi :

P(Aps1 | AC,) = P(UNTF) = P(U)P(W) = ; - ; _ g
De méme :
_ — 1 2 1
P(Csr | ACy) = POW NT) = P(W)P(T) = % - % _ %;
P(Cyst | BC) = P(W NT) = P(W)P(V) = % - % _ %;

(f) Enfin, si ABC,, est réalisé, @,,11 ne peut I’étre car personne ne vise C' lors de la n 4+ 1-iéme manche,
donc P(@,+1 | ABC),) = 0.
Si AC), est réalisé, pour que @ 41 le soit, il faut et il suffit que A et C, les deux seuls joueurs
s’affrontant lors de la manche n + 1, réussissent tous deux leurs tirs au cours de cette manche :

2 1 2
P(@ni1 | ACy) = PUNW) = PO)P(W) = 2 - 2 = 5.
R 11 1
De méme : P(@,+1 | BC,) = P(VNW)=P(V)P(W) = 5'3=5
3. Nombre moyen d’épreuves a l’issue desquelles le combat s’achéve

On note T la variable aléatoire indiquant le nombre d’épreuves & l'issue duquel cesse la combat, c’est-a-dire
au dela duquel il ne reste qu’un tireur au plus.
(a) [T = 1] est réalisé si et seulement si Ay, By, C; ou & est réalise. Comme ABCy est ’événement

certain, et que les événements 1, By, C; et @; sont deux & deux incompatibles, on obtient :
P(T=1)=P(A1UBUCLU®1) = P(4,)+ P(B1) + P(C1) + P(21)
= P(A; | ABCy) + P(B, | ABCy) + P(C, | ABCy) + P(@, | ABCy).

En utilisant les probabilités conditionnelles calculées dans la question précédente,
4 4
PT=1)=0+0+-+4+0=—-.
9 9
(En effet, C' ne peut pas étre éliminé au premier tour, puisque personne ne le vise, alors I’événement
[T = 1] est en fait égal & I’événement C1).

(b) Soit n > 2. Calculons la probabilité que les trois joueurs soient encore présents aprés le n-iéme tour :

P(ABC;NABC>N---NABC,) = P(ABCyNABC>N---N ABC,,)

= P(ABCy) - [[ P(ABCi | ABC1 0 ---N ABCj_y)

k=1

(formule des probabilités composées)

P(ABCk | ABCiN---N ABCk_l)
1

n

k

[\



Or, la suite (ABC), )nen- est une suite décroissante d’événements, donc pour tout k € [1,n], ABC1 N
N ABCk_l = ABCk_l. Ainsi :

n n
1
P(ABC,) = P(ABCy N ABC; N ---NABC,) = [[ P(ABCy | ABCy_1) = <§> :
k=1
d’aprés la question 2b.
Soit n > 2 et k € [0,n — 1]. Commencons par calculer la probabilité de Ry, c’est-a-dire de 'évé-
nement : « & l'issue du m-iéme tour, seul B a été éliminé, et il a été éliminé lors du k + l-iéme

tour » :

P(Ry) = P(ABC, N ---NABCy N ACyy1 N - AC,)

= P(ABCy N ABC1 N+ NABCy N ACks1 N -+ AC,)
k
= P(ABCy) - (H P(ABC; | ABCon---N ABCH)> - P(ACy41 | ABCy -0 ABCY)-

i=1
: ( II P(ACi| ABCyn--- N ABC N ACa N -0 ACi_1)>
i=k+2

(formule des probabilités composées)

Or le résultat & un tour ne dépend que des joueurs présents au début de ce tour, c’est-a-dire des
joueurs présents a l'issue du tour précédent. Ainsi :

k n
P(Ry) = (H P(ABC; | ABCi_1)> - P(ACj41 | ABCY,) - ( I PAc: | ACi_1)>

i=1 i=k+2

= G)k - ; (PT W) T = (%)k . g, (g)”“ _ 2;:@‘

(L’énoncé semble avoir oublié de nous faire calculer cette probabilité conditionnelle P(ACk4+1 |

ABCy},) dans la question précédente...)

Les événements Ry, k € [0,n — 1] sont deux & deux incompatibles, donc, par additivité :

p (:L:J:Rk> ::g:P(Rk) = 9%:2222"’“ = ginéz’c = 9%(2”—1) =2 <<§>n— <%>n>

Ceci représente la probabilité qu’aprés n épreuves, B et seul B ait été éliminé lors d’un tour précédent

oo =2((3) ()

Soit n > 2 et k € [0,n — 1]. A nouveau, S désigne I’événement consistant a dire que A et seul A

(c’est I’événement AC),). Ainsi :

est éliminé lors des n premiéres épreuves, et ceci & la k + 1-iéme épreuve. Ainsi, 'union des Sy, est
I’événement : « A, et seul A, a été éliminé au cours des n premiéres épreuves ».

Calculons pour commencer P(Sy); on procéde de la méme maniére que pour P(Ry). Nous avons
donc besoin comme précédemment d’une probabilité conditionnelle qui n’a pas été calculée dans la

question 2 :

Vi €N, P(BCiyy | BC;) = P(V W) = P(V)P(W) = %

Ainsi, le méme raisonnement que plus haut améne :

k n
P(Sy) = (H P(ABC; | ABCH)> - P(BCy41 | ABCy) - ( I PBC| Bc“)>

=1 i=k+2

AN A A
~\9) 9 \3 T gtk

S,



" — 2 2 1 1 1 11
Alors:P(BCﬂ:P(USk) =2 g =3 L = 5 (1_3_n> R

k=0 k=0 k=0
Soit n > 2. L’événement [T' > n] est réalisé si et seulement s’il reste au moins deux joueurs a I'issue
du n-iéme tour. Comme AB,, est impossible, on en déduit que [I' > n] = ABC,, U AC,, U BC,,. Ces

événements étant deux a deux incompatibles, on obtient :

P(T > n) = P(ABC,)) + P(AC,) + P(BC,) = (é)n +2 <<§>n - <§>n> Yoo

" 2\" "
=—_2.(2 2.(2 z
(5) +2(5) +(3)
_ 4 5 .
Remarquez que P(T' > 1) =P(T=1) =1 — 9= 9 donc la formule ci-dessus est encore valable
pour n = 1, comme on s’en assure rapidement.
De plus, [T > 0] est ’événement certain, donc P(T' > 0) = 1, et la formule ci-dessus est encore valide

pour n = 0.
Soit n € N*. Alors [T >n| C[T >n—1],et [T =n]=[T>n—1]\[T > n]. Ainsi :

P(T'=n)=P(T >n—1)—P(T >n)
) ) ) ()
o () )

D’apreés 'argument concernant P(T" > 1) et P(T > 0), ceci redonne bien la valeur P(T = 1) trouvée

précédemment.

(f) Un petit calcul de sommes géométriques :

n=1 n=1

S pwem =5 (cao- (2 e r-(2) +2 ()

_6 1 14 1

="91_IT971_2 T
16 14

=+ +l=-2+2+1=1
gttt +2+

(g) D’aprés la formule du binéme négatif, les sommes suivantes (& termes positifs) convergent, et leur

somine vaut :

+o0o 1 n—1 1 8’1
[ ] Z’n <—> = 3 = -,
o) Ta-yp

n=1

B3 () R
SN Tyt
i” <1>”‘1 1 9
[ ) mn — :72:—’
= \3 (1-3° 4

(on pourra s’assurer de la convergence de ces séries avec la régle de d’Alembert, ou avec la régle
n%uy)

Or, la série Z:ﬁ nP(T = n) est une combinaison linéaire de ces trois séries, donc elle converge
également. Comme pour tout n € N*, nP(T = n) > 0, elle est & termes positifs, donc elle converge

absolument. Ainsi, 7' admet une espérance, et :

o1
28°

16 81 14 81 2 9
9 64 9 49 3 4

18 3
E(T) = - A
(T) t—+5

=] ©



4. Probabilités pour que A, B et C respectivement remportent le combat

(a) Notons GA,, 'événement : « A gagne le combat a la n-iéme épreuve ».

Sin =1, A ne peut pas gagner le combat, car il reste au moins C' a l'issue de la premiére manche :
P(GA,) =0.

Sin > 1, chaque événement Uj, entraine G A,,. Réciproquement, si GA,, est satisfait, ABC),,_; n’est
pas satisfait (sinon personne ne vise C' qui ne peut pas étre éliminé au n-iéme tour). Puisque AB,,
est impossible, ’événement AC,,_; est vérifié (il reste forcément un autre joueur, sinon A aurait
gagné avant le n-iéme tour). Ainsi, C est éliminé au tour n, et B est éliminé auparavant, c’est a dire
lors d’une épreuve ¢, £ € [1,n — 1] ; pour une telle valeur de ¢, ABC,_; est satisfait, mais seulement
ACy. En posant k = ¢ — 1, k € [0,n — 2], on en déduit que U}, est satisfait.

n—2
Par conséquent, d’aprés le principe de la double-inclusion, GA,, = U Ug.
k=0
(b) Soit k € [0,n — 2]. On calcule d’abord la probabilité de Uy, & I’aide de la formule des probabilités
composeées :
2n—1—k 2n—1—k 4 2n—k+1
P(Ui) = P(Ry—1.5NAy) = P(Ry—1 1) P(An | Ry—1 k) = -P(A, | AC,_1) = ==

gn—1 gn—-1 9 gn
Ici, on a rajouté un indice n & Ry pour indiquer la dépendance par rapport & n. Les événements Uy,

k € [0,n — 2] étant deux & deux incompatibles,

— 2\" 2 1 2\" 1\"* 2\" 1\"
rom=Er=a (3= () () )=+ (0 ()
k=0 k=0
Remarquez qu’on obtient cette égalité beaucoup plus rapidement si on ne suit pas la piste suggérée
par I’énoncé (comme quoi, les énoncés sont parfois mal faits; pour information, & part certaines
notations, et 'ajout des questions finales, je n’ai pas modifié le sujet)
En effet, on peut se servir des calculs précédents. On se sert du systéme complet formé de toutes les
possibilités a I'issue du n—1-iéme tour : (Fp—1, An—1, Bn-1,Cn-1,ABp_1,ACy_1,BCy_1,ABCp_1).
Or G4, est impossible si un des événements suivants a lieu : @,,_1, 4,1 (dans ce cas, il a déja
gagné avant), B,_1, C,,_1, BC,,_1 et ABC,,_; (car C ne peut pas étre éliminé), et comme AB,,_;

est impossible, la formule des probabilités totales se résume & :

P(GA,) = P(GAy | AC, )P(AC, 1) = P(4, | AC, ) P(AC, 1) = & <(§> - (g) . ) .

On obtient bien la méme expression, sans avoir & refaire de calculs de somme.
+o0
(c) Soit GA ’événement : « A gagne ». Alors GA = U GA,, ces événements étant deux & deux incom-

n=2

patibles. Ainsi, par o-additivité de P :

+ o0 00 n n
2 1 16 1 8 1 16 9 1
P(GA) =) PGA,) =) 4-(=] -8|=z) ==—5—=—F=——-=—="°.
(@4) 7;2 (G4n) 7;2 (9) 8(9) 811—-2 811-17"63 9 63 7

(d) On note pour tout n € N*, GB,, I’événement : « B gagne au n-iéme tour », et GB I’événement : « B
gagne ».
B ne peut pas étre vainqueur des le premier tour (C n’est pas éliminé a ce moment), donc GB; est
impossible.
Soit n > 2. On peut bien str copier la démonstration précédente, telle que suggérée dans I’énonceé,
en introduisant des événements Vj, adéquats. Je vais plutot utiliser la deuxiéme méthode que j’ai

proposée, en utilisant le méme systéme complet. Maintenant, les seuls événements au rang n — 1



pouvant amener GB,, sont : AB,_; et BC,_1, et AB,_1 est impossible. Donc, la formule des
probabilités totales se résume & :

P(GBy) = P(GB,, | BCp_1)P(BCyp_y) = % <3n—11 - 597%) = G)n -3 G)n

En sommant ces probabilités, on obtient :

+oo n n
1 1 1 3 3 9 1 1 1
P(GB)—Z<§> ‘3(§> 92 B8R 6 28

k=2

On note de méme GC,, et GC. On a déja eu 'occasion de calculer P(GCy) = %.

Soit n > 2. On procéde de méme que pour GB,,. Les événements au rang n — 1 pouvant amener GC,
sont cette fois ABC,,_1, ACp_1 et BCp_1. Ainsi, la formule des probabilités totales se résume 4 :

P(GC,,) = P(GC,, | ABC,,_1)P(ABCy_1) + P(GC,, | ACy,_1)P(AC,_1) + P(GC,, | BC,,_1)P(BC_1)
= P(C,, | ABC,,_1)P(ABCy_1) + P(Cy | ACyi_1)P(AC,_1) + P(Cyy | BC,y_1)P(BCh1)

S0 6 -6
366+ ()

On pourrait bien sir retrouver ce résultat en définissant des événements du type des Uy, mais ce

sont des prises de téte assurées.
Ainsi, en sommant ces probabilités pour tout n € N* :

+o00 n n n
4 1/1 1/1 2 4 1 9 1 3 4 9 603 67
P = — — — — — — = — _ = —_ . — _— = — = —
(GC) 9+Z2<9> +2<3> +<9> ot 12 8T8 281 7T 1008 112

n=2

C a plus d’une chance sur 2 de gagner, donc beaucoup plus que les deux autres. Il vaut donc mieux
ne pas savoir tirer (donc ne pas attirer la foudre des autres).
L’événement « le combat ne s’arréte pas » est I’événement suivant : ﬂ [T > n].

neN*
Ces événements forment une suite décroissante, donc, d’aprés le théoréme de la limite monotone,

P(ﬂ [T>n]>: lim P(T >n)=0.

n—r+00
neN*

Remarquez que cette question est un peu redondante avec la question 3f.

Soit G@ ’événement : « le combat s’arréte sans vainqueur ». D’aprés la question précédente, GA,

GB, GC, G forment un systéme quasi-complet, donc :

1 1 67 15
P(G2) =1~ P(GA) - P(GB) - P(GO) =1~ = - £~ 113 = 115"



