
Ly
ée Carnot O
tobre 2005ECS 3/4 � MathématiquesCorre
tion du Devoir Surveillé no 1 � CombinatoireEXERCICE � Sommes alternées de 
oe�
ients binomiaux1. Démonstration par ré
urren
e double(a) Si n < m, alors, pour tout k 2 [[0; n℄℄, k < m, et don
 � km� = 0. Ainsi, tous les termes de la sommesont nuls, et : nXk=0(�1)k�nk�� km� = 0:Si n = m, alors de même, le seul terme non nul de la somme 
orrespond à l'indi
e k = n, et ontrouve : nXk=0(�1)k�nk��kn� = (�1)n�nn��nn� = (�1)n:(b) On note, pour tout m 2 N :P(m) : � 8n 2 N; nXk=0(�1)k�nk�� km� = � (�1)n si n = m0 sinon. � (N'oubliez pas de quanti�er n)Initialisation : On 
onsidère P(0). Il s'agit don
 de 
al
uler nXk=0(�1)k�nk��k0� = nXk=0(�1)k�nk�.On peut s'en sortir de di�érentes manières, par exemple en remarquant que d'après la formule dubin�me, 
ette expression vaut (1� 1)n, 
'est à dire 0, si n > 0 et 1 si n = 0. Une autre solution estde faire une ré
urren
e sur n.Hérédité : Soit m 2 N tel que P(m) est véri�é. Montrons que P(m+ 1) est vraie.On se rend 
ompte en e�e
tuant les 
al
uls que si l'on fait une ré
urren
e sur n, l'expression surlaquelle on aimerait appliquer l'hypothèse de ré
urren
e se simpli�e dans l'histoire, et qu'on n'a au�nal par besoin d'appliquer l'hypothèse de la ré
urren
e sur n : on peut don
 faire une démonstrationdire
te.Con
lusion : il faut savoir interprêter un tant soit peu l'énon
é. La raison d'être de 
ette indi
ationétait justement de vous faire 
onstater que la ré
urren
e est inutile...Pour n = 0, on a déjà véri�é la formule dans la question pré
édente.Soit n 2 N� . Alors :nXk=0(�1)k�nk�� km� = nXk=0(�1)k�n� 1k �� km�+ nXk=0(�1)k�n� 1k � 1�� km�d'après la formule de Pas
al= n�1Xk=0(�1)k�n� 1k �� km�+ nXk=1(�1)k�n� 1k � 1�� km�(les terme supprimés dans les sommes sont nuls)= n�1Xk=0(�1)k�n� 1k �� km�+ nXk=1(�1)k�n� 1k � 1��k � 1m �+ nXk=1(�1)k�n� 1k � 1�� k � 1m� 1�en
ore d'après la formule de Pas
al= n�1Xk=0(�1)k�n� 1k �� km�� n�1Xk=0(�1)k�n� 1k �� km�� n�1Xk=0(�1)k�n� 1k �� km� 1�(
hangement d'indi
e)= � n�1Xk=0(�1)k�n� 1k �� km� 1�(simpli�
ation des sommes)1



D'après l'hypothèse de ré
urren
e P(m), 
ette expression vaut �(�1)n�1 = (�1)n si n = m, et 0sinon.Ainsi, la propriété P est héréditaire. D'après le prin
ipe de ré
urren
e, on en 
on
lut que P(m) estvraie pour tout m 2 N.2. Démonstration par la formule du multin�me(a) Soit x, y et z trois réels, et n 2 N. Alors, en appliquant deux fois la formule du bin�me,(x + y + z)n = nXm=0�nm�xm(y + z)n�m= nXm=0�nm� n�mXk=0 �n�mk �ykzn�m�k= nXm=0 nXk=m�nm��n�mk �m�xmyk�mzn�k:Or, pour tout m 2 [[0; n℄℄ et tout k 2 [[m;n℄℄,�nm��n�mk �m� = n!m!(n�m)! � (n�m)!(k �m)!(n� k)! = n!m!(k �m)!(n� k)!= n!k!(n� k)! � k!m!(k �m)! = �nk�� km�:Ainsi, (x+ y + z)n = nXm=0 nXk=m�nk�� km�xmyk�mzn�k:On peut aussi d'abord développer ((x+y)+z)n ; dans 
e 
as, on se retrouver à devoir inverser l'ordrede sommation dans une somme double sur un triangle (
e que vous devez savoir faire).(b) On 
hoisit y = �1 et z = 1. Alors, pour tout x 2 R :xn = nXm=0 nXk=m�nk�� km�xm(�1)k�m = nXm=0xm(�1)m nXk=m(�1)k�nk�� km�:Cette égalité entre polyn�me étant vraie pour toute valeur x 2 R, les 
oe�
ients des deux polyn�messont égaux :� si m 6= n : nXk=m(�1)k�nk�� km�xm = 0, et on retrouve bien le résultat (les autres termes de lasomme, pour k 2 [[0;m� 1℄℄ étant nuls) ;� si m = n : (�1)n nXk=n(�1)k�nk�� km�xm = 1, 
e qui en
ore une fois donne le résultat attendu.3. Démonstration 
ombinatoire.(a) i. L'ensemble [[1; n℄℄ n T est un sous-ensemble de N non vide (
ar T 6= [[1; n℄℄ puisque m < n) etmajoré (par n par exemple). Ainsi, d'après la propriété fondamentale de N, il admet maximumx.ii. Puisque x 62 T et T � S, on a T � S [ fxg ou T � S n fxg suivant le 
as. Don
 (S0; T ) véri�ebien T � S0 � [[1; n℄℄. D'autre part, (S; T ) 2 F , don
 jSj est pair. Ainsi, jS0j est impair (rajouterou retran
her un élément 
hange la parité du 
ardinal). Don
 (S0; T ) 2 G.L'appli
ation � est une bije
tion. En e�et, on peut dé�nir 	 : G ! F exa
tement de la mêmemanière (au lieu de partir d'un 
ouple (S; T ) tel que jSj est pair, on part d'un 
ouple (S; T ) telque jSj est impair ; alors jS0j est pair). Les appli
ations � et 	 sont 
lairement ré
iproques l'unede l'autre. Ainsi, elles sont bije
tives.(b) On déduit de la question pré
édente que jFj = jGj. Cal
ulons 
es 
ardinaux.Pour une valeur k de jSj donnée, il faut don
 faire le 
hoix d'un premier sous-ensemble S à k élémentde [[1; n℄℄ (
e qui nous laisse �nk� possibilités), puis d'un sous-ensemble T à m éléments de l'enemble2



S à k éléments (
e qui nous laisse � km� possibilités). Ainsi, le nombre de 
ouples (S; T ) tels quejSj = k, jT j = m et T � S � [[1; n℄℄ est don
 �nk�� km�.Pour obtenir jFj, on doit sommer sur toutes les valeurs paires de k, et pour obtenir jGj sur toutesles valeurs impaires. Ainsi :jFj = Xk2[[0;n℄℄k pair �nk�� km� = Xk2[[0;n℄℄k pair (�1)k�nk�� km� etjGj = Xk2[[0;n℄℄k impair�nk�� km� = � Xk2[[0;n℄℄k impair(�1)k�nk�� km�En exprimant l'égalité jFj � jGj = 0, on obtient à nouveau l'identité voulue.PROBLÈME � Autour des nombres de CatalanPartie Préliminaire � Nombres de CatalanOn dé�nit la suite des nombres de Catalan (�n)n2N de la manière suivante : 8n 2 N; �n = 1n+ 1�2nn �:1. Il s'agit de manipuler un peu les binomiaux : pour tout n 2 N (aussi vrai pour n = 0),�n = 1n+ 1�2nn � = (2n)!(n+ 1)n!n! = (2n)!(n+ 1)!n! = 12n+ 1 � (2n+ 1)!(n+ 1)!n! = 12n+ 1 � �2n+ 1n �:2. Soit n > 1. Alors �n = 1n+ 1�2nn � = (2n)(2n� 1)n(n+ 1) � (2n� 2)!n!(n� 1)! = 2(2n� 1)n+ 1 �n�1:3. On montre par ré
urren
e sur n 2 N que �0n = �n.Initialisation : Pour n = 0, �00 = 1 = �0.Hérédité : Soit n 2 N� tel que �0n�1 = �n�1. Alors�0n = 2 � (2n� 1)n+ 1 �0n�1 = 2 � (2n� 1)n+ 1 �n�1 = �n;la première égalité résultant de l'hypothèse véri�ée par (�0n)n2N, la se
onde de l'hypothèse de ré
urren
e,et la troisième de la question pré
édente.La propriété étant héréditaire, elle est vraie pour tout n 2 N, d'après le prin
ipe de ré
urren
e :8n 2 N; �0n = �n:Partie I � Arbres binaires
Fig. 1 � Exemple d'arbre binaire1. (a) Tout arbre a au moins un sommet. Il existe exa
tement un arbre à un sommet, l'arbre 
onstitué desa seule ra
ine. Soit un arbre A di�érent de l'arbre à un sommet. Alors A s'é
rit A = (S;A1; A2)pour 
ertains arbres A1 et A2. Les arbres A1 et A2 ont au moins un sommet 
ha
un, don
 A a aumoins 3 sommets (les deux sommets de A1 et A2, et la ra
ine). Il n'existe don
 pas d'arbre binaireà 2 sommets. 3



� Arbres à 3 sommets : (S;A1; A2), où A1 et A2 sont à 1 sommet : une seule possibilité :� Arbres à 4 sommets : (S;A1; A2), où A1 à 1 sommet et A2 à 2 sommets, ou l'inverse. Comme iln'y a pas d'arbres à 2 sommets, 
e 
as est impossible ; il n'y a pas non plus d'arbre à 4 sommets.� Arbres à 5 sommets : (S;A1; A2), ave
 A1 à 1 sommet et A2 à trois sommets, ou l'inverse (le 
asoù A1 et A2 sont à 2 sommets 
ha
un étant impossible)� Arbres à 6 sommets : il faut qu'au moins un des deux arbres A1 ou A2 ait un nombre pair desommet (2 ou 4), 
e qui est impossible : il n'y a pas d'arbre à 6 sommets.� Arbres à 7 sommets : A1 à 1 sommet et A2 à 5 sommets, ou l'inverse, ou A1 et A2 à 3 sommets.(b) Il apparaît sur les exemples 
i-dessus que si N est le nombre de n÷uds, et F le nombre de feuilles,F = N + 1.Si 
ette 
onje
ture est vraie, le nombre total de sommets étant F + N , il est de 2N + 1, et il estdon
 impair, 
e qui 
oïn
ide ave
 les résultats pré
édents (pas d'arbre dont le nombre de sommetsest pair).2. Première démonstration de la 
onje
ture de la question 1.(a) Appelons distan
e d'un sommet à la ra
ine le nombre d'arêtes à par
ourir pour aller de la ra
ineau sommet. Pour un sommet S, je note d(S) 
ette distan
e à la ra
ine. Soit A un arbre binaire.Considérons l'ensemble suivant : E = fd(N) j N n÷ud de AgIl s'agit don
 de l'ensemble des distan
es à la ra
ine de tous les n÷uds de A. Puisque A a au moinstrois sommets, don
 n'est pas l'arbre 
omposé d'un seule feuille, 
e sous-ensemble E de N est nonvide (il 
ontient au moins 0, distan
e de la ra
ine à elle-même), et �ni (le nombre de n÷uds étant�ni). Ainsi, d'après la propriété fondamentale de N, il admet un maximum, atteint pour un 
ertainn÷ud N . Soit d = d(N).Ce n÷ud a deux �ls, 
omme tout n÷ud, et si un de ses �ls est un n÷ud, 
e n÷ud est à distan
ed+ 1 de la ra
ine, 
e qui 
ontredit la maximalité de N . Don
, les deux �ls de N sont des feuilles.On peut aussi raisonner par l'absurde, en supposant qu'un tel n÷ud n'existe pas. Alors on peut
onstruire une suite in�nie de sommets 2 à 2 distin
ts (en des
endant de plus en plus dans l'arbre).Cela 
ontredit le fait qu'il existe un nombre �ni de sommets.(b) C'est une éviden
e. Tout d'abord, si N n'a pas de père (il s'agit alors de la ra
ine), on obtient l'arbrebinaire à 1 sommet ; sinon, 
haque n÷ud a exa
tement deux �ls : pour les n÷uds autres que le pèrede N , 
'est évident (on n'a pas tou
hé à leurs �ls) ; soit N 0 le père de N . On a rempla
é un de 
es�ls N par une feuille ; l'autre �ls est in
hangé. Il a don
 toujours bien deux �ls.(
) L'arbre obtenu par 
ette opération a un n÷ud de moins que l'arbre initial (on a supprimé N).E�e
tuons don
 une ré
urren
e sur le nombre de n÷ud n.Initialisation : Soit n = 0 ; Il existe un seul arbre à 0 n÷ud, 
onstitué uniquement de sa ra
ine (unefeuille). Ainsi, f = n+ 1.Hérédité : Soit n 2 N. Supposons que tout arbre binaire à n n÷uds ait n + 1 feuilles. Alors soit Aun arbre à n+1 n÷uds, et A0 l'arbre obtenu pas la 
onstru
tion pré
édente. A0 a don
 n n÷uds, etune feuille de moins que A. D'après l'hypothèse de ré
urren
e, A0 a n + 1 feuilles, don
 A a n + 2feuilles.La propriété est héréditaire ; elle est don
 vraie pour tout n 2 N d'après le prin
ipe de ré
urren
e.3. Deuxième démonstration de la 
onje
ture de la question 1.Soit (S;A1; A2) un arbre (é
rit ainsi, il a don
 au moins 3 sommets). Les n÷uds de A sont S et 
eux deA1 et A2. Notons n(A) le nombre de n÷uds de A. Alors :n(A) = n(A1) + n(A2) + 1: (1)4



On raisonne alors pas ré
urren
e forte sur le nombre de n÷uds n, l'initialisation étant immédiate pourn = 0.Soit A un arbre à n n÷uds, n > 3, A = (S;A1; A2). Alors, d'après (1), 0 6 n(A1) < n et 0 6 n(A2) < n.Ainsi, on peut appliquer l'hypothèse de ré
urren
e à A1 et A2 : le nombre de feuilles de A1 est f(A1) =n(A1) + 1, et le nombre de feuilles de A2 est f(A2) = n(A2) + 1. Les feuilles de A étant 
omposées desfeuilles de A1 et des feuilles de A2, on en déduit que le nombre de feuilles de A est :f(A) = f(A1) + f(A2) = n(A1) + n(A2) + 2 = n(A) + 1:Cela montre que la propriété est héréditaire. D'après le prin
ipe de ré
urren
e, elle est don
 vraie pourtout n 2 N.Partie II � Dénombrement des arbres binaires1. Je repré
ise l'erreur signalée en début de DS : il faut 
onsidérer Nn l'ensemble des arbres binaires à nn÷uds, ave
 un sommet marqué (feuille ou n÷ud). La 
onstru
tion de la �gure 4 doit être également faitepour un arbre muni d'un sommet quel
onque marqué.Exprimons une relation entre Bn et Fn : Un élément de Fn est obtenu en 
hoisissant un arbre binaire à nn÷uds (Bn possibilités), et en 
hoisissant une feuille parmi les n+1 feuilles Ainsi, on obtient la relation :Fn = (n+ 1)BnPour justi�er 
ela plus rigoureusement, on peut 
onsidérer l'appli
ation f : Fn ! Bn, dé�nie sur un
ouple (A;F ) par f(A;F ) = A. Alors, pour tout arbre A 2 Bn, f�1(A) est l'ensemble :f�1(A) = f(A;F ) j F feuille de AgAinsi, jf�1(A)j est égal au nombre de feuilles de A, à savoir n + 1. Toutes les images ré
iproques ontmême 
ardinal n+ 1, d'où le résultat, par appli
ation du lemme des bergers.On peut faire la même 
hose pour Nn. Cette fois, il s'agit de marquer un sommet quel
onque, 
e quidonne 2n+ 1 possibilités pour 
haque arbre. Ainsi :Nn = (2n+ 1)Bn:2. Soit n 2 N. Tout d'abord, �n est bien à valeurs dans Fn+1 : la 
onstru
tion rajoute exa
tement unefeuille et un n÷ud à l'arbre initial ; on obtient don
 un arbre à n+ 1 n÷uds, muni de la feuille marquéeF .Construisons une fon
tion potentiellement ré
iproque de �n :	n : Fn+1 �! Nn � fG;DgSoit (A;F ) un arbre ave
 une feuille marquée ; notons N 0 le père de F et S le deuxième �ls de N 0 (le frèrede F ). S peut être une feuille ou un n÷ud. On dé�nit alors 	n(A;F ) 
omme étant ((A0; S); b), où :� b = G si F est le �ls gau
he de N 0, b = D si F est le �ls droit de N 0 ;� A0 est obtenu de A en remplaçant le n÷ud N 0 et sa des
endan
e par S et son éventuelle des
endan
e ;autrement dit, on supprime la feuille F et on regroupe N 0 et S en un seul sommet.	n ainsi dé�ni est 
lairement ré
iproque de �n. Ainsi, �n est une bije
tion.3. Soit n 2 N. �n étant une bije
tion, Nn�fG;Dg et Fn+1 sont de même 
ardinal, don
 : 2Nn = Fn+1. Onen déduit, à l'aide de la question 1, que :(n+ 2)Bn+1 = Fn+1 = 2Nn = 2(2n+ 1)Bn:Ainsi, la suite (Bn)n2N véri�e la relation de la question Prélimiaire-2 ; Ainsi, d'après Prélimiaire-3, pourtout n 2 N, Bn = �n.
5



4. Soit n 2 N. Comptons di�éremment les arbres binaires à n+1 n÷uds, en faisant un tri sur le nombre den÷uds du sous-arbre gau
he. On 
ompte d'abord les arbres A = (S;A1; A2) pour lesquels, A1 a k n÷uds,pour une valeur donnée de k, for
ément 
omprise entre 0 et n d'après la relation (1). Un tel arbre A estentièrement donné par la 
hoix de A1 à k n÷uds (�k possibilités de 
hoix), et le 
hoix de A2, à n � kn÷uds (�n�1 possibilités de 
hoix). Ainsi, le nombre d'arbres à n+1 n÷uds A = (S;A1; A2), tels que A1a k n÷uds est �k�n�k.On somme sur toutes les valeurs de k possibles pour obtenir tous les arbres à n + 1 n÷uds (au nombrede �n+1). On obtient la relation : �n+1 = nXk=0�k � �n�k:5. Soit (�0n)n2N véri�ant la relation 
i-dessus, et telle que �00 = 1. On montre par une ré
urren
e forte quepour tout n 2 N, �0n = �n.Initialisation : �00 = 1 = �0.Hérédité :. Soit n 2 N tel que pour tout k 2 [[0; n℄℄, �0k = �k. Alors :�0n+1 = nXk=0�0k � �0n�k = nXk=0�k � �n�k = �n+1:La se
onde inégalité provient de l'hypothèse de ré
urren
e.La propriété étant héréditaire, elle est vraie pour tout n 2 N : (�0n)n2N = (�n)n2N.Partie III � Chemins de Dy
k1. Pour aller de (0; 0) à (a; b), on doit e�e
tuer a + b pas : a pas à droite, et b pas montants. Toutes lesfaçons d'e�e
tuer un tel trajet sont donnés par le 
hoix de la position des pas à droite dans la su

essionde pas, 
'est-à-dire par le 
hoix d'un sous-ensemble E � [[1; a+ b℄℄, E étant l'ensemble des positions despas à droite, don
 de 
ardinal a. Ainsi, le nombre de 
hemin est donné par le nombre de 
hoix d'unsous-ensemble de a éléments de [[1; a+ b℄℄, à savoir �a+ ba �.2. Première méthode de dénombrement des 
hemins de Dy
k.(a) Soit � un 
hemin de Dy
k de longeur 2n ne ren
ontrant la diagonale qu'en (0; 0) et (n; n). Alors,en supprimant le premier pas (à droite) et le dernier (montant), on obtient un 
hemin �0 de (0; 0) à(n�1; n�1). Ce 
hemin est en
ore un 
hemin de Dy
k. En e�et, si (xk ; yk)k2[[0;2n℄℄ est la su

ession despoints formant �, alors la su

ession des points de �0 est : (xk�1; yk)k2[[1;2n�1℄℄ (le fait de supprimerle premier pas translate l'ensemble de 1 vers la gau
he). Or, pour tout k 2 [[1; 2n� 1℄℄, xk > yk (le
hemin � se trouve stri
tement sous la diagonale), don
, les valeurs étant entières, xk � 1 > yk : le
hemin �0 se trouve sous la diagonale (au sens large 
ette fois). Ainsi, �0 est un 
hemin de Dy
k delongueur 2(n� 1).Cette 
onstru
tion dé�nit une appli
ation de l'ensemble des 
hemins de Dy
k stri
ts de longeur 2nvers tous les 
hemins de Dy
k de longueur 2(n� 1). Une ré
iproque est donnée par l'opération qui
onsiste à rajouter à un 
hemin de Dy
k de longueur 2(n � 1) un pas à droite au début et un pasmontant à la �n. L'argument pré
édent montre qu'on obtient ainsi un 
hemin de Dy
k stri
t delongueur 2n.Ainsi, on a 
onstruit une bije
tion entre le nombre de 
hemins de Dy
k stri
ts de longueur 2n et lenombre de 
hemins de Dy
k de longueur 2(n� 1). On en déduit que le nombre de 
hemins de Dy
kstri
ts de longeur 2n est Dn�1.On illustre 
ette 
onstru
tion sur la �gure 2. Dans 
ette �gure, le premier 
hemin est un 
hemin deDy
k restant stri
tement au dessus de la diagonale, et le deuxième est le 
hemin de Dy
k 
orrespon-dant, obtenu en lui enlevant les pas extrémaux.(b) Soit n 2 N. Tout d'abord, pour tout 
hemin de Dy
k � de longueur 2(n+1), il existe une plus petitevaleur k > 0 telle que le 
hemin ait une interse
tion ave
 la diagonale en (k; k) : au besoin, on peutprendre k = n+ 1 s'il n'existe pas de valeur plus petite.6
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Fig. 2 � Passer d'un 
hemin de Dy
k à un 
hemin de Dy
k stri
tTrions don
 les 
hemins de Dy
k de longueur n+1 suivant leur premier point d'interse
tion non nul(k; k) ave
 la diagonale. Pour une valeur de k donnée, un tel 
hemin est 
onstitué d'un 
hemin deDy
k stri
t de (0; 0) à (k; k), don
 de longueur 2k, au nombre de Dk�1 d'après la question pré
édente,et d'un 
hemin de Dy
k quel
onque de (k; k) à (n+1; n+1) (don
 de longueur n+1�k), au nombrede Dn+1�k. Ainsi, le nombre de 
hemins de Dy
k de longueur 2(n+1) dont la première interse
tionnon nulle ave
 la diagonale est (k; k) est Dk�1Dn+1�k. Par 
onséquent, en sommant sur toutes lesvaleurs de k possibles (k 2 [[1; n+ 1℄℄), on obtient :Dn+1 = n+1Xk=1Dk�1Dn+1�k = nXk=0DkDn�k (
hangement d'indi
e)(
) Comme D0 = 1, la question 5 de la partie II amène : 8n 2 N; Dn = �n.3. Deuxième méthode de dénombrement des 
hemins de Dy
k.(a) On obtient les 
onjugués de (0; 1; 1; 0; 0; 1; 1) en prenant les premutations 
ir
ulaires de 
ette suite :(0; 1; 1; 0; 0; 1; 1), (1; 1; 0; 0; 1; 1; 0), (1; 0; 0; 1; 1; 0; 1), (0; 0; 1; 1; 0; 1; 1), (0; 1; 1; 0; 1; 1; 0),(1; 1; 0; 1; 1; 0; 0), (1; 0; 1; 1; 0; 0; 1).À ne pas oublier le 
hemin initial (0; 1; 1; 0; 0; 1; 1) qui est bien 
onjugué de lui-même (pour p = 7) !Ainsi, le 
hemin (0; 1; 1; 0; 0; 1; 1) a exa
tement 7 
onjugués.Si on fait de même pour (0; 1; 1; 0; 1; 1), on trouve les 
onjugués suivants :(0; 1; 1; 0; 1; 1), (1; 1; 0; 1; 1; 0), (1; 0; 1; 1; 0; 1), (0; 1; 1; 0; 1; 1), (1; 1; 0; 1; 1; 0), (1; 0; 1; 1; 0; 1).Les trois derniers 
hemins sont les mêmes que les premiers. Ainsi, le 
hemin (0; 1; 1; 0; 1; 1) n'a que3 
onjugués.(b) Soit � un 
hemin de longueur `. � a au plus ` 
onjugués, donnés par le 
hoix de p 2 [[1; `℄℄.Si � admet une période stri
te, soit m la longueur d'une période, m < `. Alors les deux 
hemins
onjugués à � 
orrespondant aux 
hoix p = 0 et p = m sont égaux :(a1; : : : ; a`) = (am+1; : : : ; a`; a1; : : : ; am)puisque pour tout i 2 [[1; `�m℄℄, ai = ai+m. Ainsi, les ` 
onjugués de � obtenu pour les di�érents
hoix possibles de p ne sont pas deux à deux distin
ts, et � a don
 au plus `� 1 
onjugués (il en amême au plus m).Ré
iproquement, si � n'admet pas de période stri
te, les di�érents 
hemins ontenus pour les di�érents
hoix de p sont 
lairement 2 à 2 distin
ts. Ainsi, � admet ` 
onjugués.(La démonstration rigoureuse de 
e point su�samment intuitif né
essiterait l'utilisation du théorèmede Bezout ; le résultat exa
t s'énon
e : si p et p0 donnent le même 
onjugué, alors le pg
d de ` etp0 � p est une période de �)(
) Soit n 2 N. Soit � un 
hemin de Dy
k de longueur 2n. On lui asso
ie un 
hemin � en lui rajoutantun pas montant. Par exemple, si � = (0; 1; 0; 1), alors � = (0; 1; 0; 1; 1).Pour l'exemple donné, � = (0; 1; 0; 1; 1) n'admet pas de période stri
te, et a don
 5 
onjugués.Pour le 
as général, 
ommençons par la remarque suivante : soit � un 
hemin admettant une périodestri
te : � est don
 obtenu en répétant une su

ession de pas (dé�nissant un 
hemin �0) un 
ertainnombre de fois, disons k fois, k > 1. Alors, si �0 est un 
hemin reliant (0; 0) à (a; b), alors �est un 
hemin reliant (0; 0) à (ka; kb). En parti
ulier, k divise 
ha
une des 
oordonnées du pointd'aboutissement du 
hemin �. 7



Appliquons 
ette remarque à la situation qui nous intéresse : � est un 
hemin allant de (0; 0) à(n; n+ 1). Ainsi, s'il admet une période stri
te, répétée k fois, k > 1, k divise n et n+ 1, don
 leurdi�éren
e 1 ; 
ela 
ontredit l'hypothèse k > 1.Don
 � n'admet pas de période stri
te, et admet don
 un nombre de 
onjugués égal à sa longueur,
'est-à-dire 2n+ 1.(d) Question déli
ate... Probablement la plus déli
ate du problème. Suivons l'indi
ation.Soit (xk; yk)k2[[0;2n+1℄℄ la suite des points de �0. Soit p le plus petit entier k tel que yk � xk soitmaximal. Soit �00 le 
onjugué de �0 obtenu grâ
e à 
ette valeur de p. Notons �00 = (x0k; y0k)k2[[0;2n+1℄℄.Alors :� Pour tout k 2 [[0; 2n + 1 � p℄℄, (x0k ; y0k) est atteint en faisant depuis (0; 0) les mêmes pas que de(xp; yp) à (xk+p; yk+p) dans le 
hemin �0. Ainsi x0k = xk+p � xp et y0k = yk+p � yp. On en déduitque : y0k � x0k = (yk+p � xk+p)� (yp � xp) 6 0;par maximalité de (yp � xp). Ainsi, pour tout k 2 [[0; 2n+ 1� p℄℄, le point (x0k ; y0k) de �00 est situésous la diagonale.� Pour tout k 2 [[2n + 1 � p; 2n℄℄, (x0k; y0k) est atteint en faisant depuis (0; 0) les mêmes pas que de(xp; yp) à (x2n+1; y2n+1), puis de (x0; y0) à (xk+p�2n+1; yk+p�2n+1) dans le 
hemin �0. Ainsi :x0k = x2n+1 � xp + xk+p�(2n+1) = n� xp + xk+p�(2n+1) ety0k = y2n+1 � yp + yk+p�(2n+1) = n+ 1� yp + yk+p�(2n+1):On en déduit que : y0k � x0k = 1 + (yk+p�(2n+1) � xk+p�(2n+1))� (yp � xp):Or, pour 
es valeurs de k, k+p�(2n+1) < p, don
, par minimalité du 
hoix de p parmi les indi
esi maximisant yi � xi, on a yk+p�(2n+1) � xk+p�(2n+1) < yp � xp, et 
omme toutes les valeurs sontentières, il en résulte que pour tout k 2 [[2n+ 1� p; 2n℄℄, y0k � x0k 6 0.Ainsi, pendant les 2n premiers pas, le 
hemin �00 reste sous la diagonale. Le 
hemin arrivant en(n; n + 1) après 2n+ 1 pas, il en résulte notamment que le dernier pas est un pas montant, et que(x02n; y02n) = (n; n). Soit � le 
hemin obtenu de �00 en l'amputant de son dernier pas. Alors � est un
hemin de Dy
k, et � = �00, don
 � est dans la 
lasse de 
onjugaison de �0.On a don
 montré l'existen
e d'un tel 
hemin de Dy
k. Il reste à montrer l'uni
ité. Pour 
ela, on
onsidère un entier p0 2 [[0; 2n + 1℄℄ tel que p0 6= p, et le 
hemin C 0 
onjugué à �0 par 
ette valeurp0. Soit (x00k ; y00k )k2[[0;2n+1℄℄ la suite des points de C. S'il existe un 
hemin de Dy
k C tel que C = C 0,alors, pour tout k 2 [[0; 2n+1℄℄, (xk ; yk) est sous la diagonale, 
'est-à-dire yk�xk 6 0. Montrons que
ela n'est pas vrai.Puisque p0 6= p, et par dé�nition de p :� soit p0 < p et yp0 � xp0 < yp � xp. Alors (x00p�p0 ; y00p�p0) est atteint depuis (0; 0) en e�e
tant lesmêmes pas que dans le 
hemin �0 pour aller de (xp0 ; yp0) à (xp; yp). Ainsi :y00p�p0 � x00p�p0 = (yp � yp0)� (xp � xp0) = (yp � xp)� (yp0 � xp0) > 0:� soit p0 > p et yp0�xp0 6 yp�xp. Dans 
e 
as, les pas e�e
tués dans C pour atteindre (xp0�p; yp0�p)sont les pas dans � de (xp0 ; yp0) à (x2n+1; y2n+1) = (n; n+ 1), puis de (0; 0) à (xp; yp). Ainsi :y00p0�p � x00p0�p = n+ 1� yp0 + yp � n+ xp0 � xp = 1 + (yp � xp)� (yp0 � xp0 ) > 1 > 0:Dans les deux 
as, on a trouvé un point stri
tement au dessus de la diagonale.Nous illustrons nos propos par la �gure 3.Dans 
ette �gure, on a entouré les deux points (xk; yk) du 
hemin pour lesquels yk�xk est maximal.Le point 
orrespondant à une valeur de k minimale est le point entouré d'un 
arré. La se
onde�gure représente le 
onjugué obtenu en débutant le 
hemin au point entouré d'un rond : 
e n'est pasun 
hemin de Dy
k auquel on a ajouté un pas montant. La troisième �gure représente le 
onjuguéobtenu en 
ommençant au point entouré d'un 
arré. Cette fois, les 2n premiers pas 
onstituent biend'un 
hemin de Dy
k. 8
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Fig. 3 � Comment obtenir le 
hemin de Dy
k 
onjugué à un 
hemin quel
onque(e) Soit En l'ensemble des 
hemins de (0; 0) à (n; n+ 1). On dé�nit une appli
ation � : En �! Dn enasso
iant à tout 
hemin �0 l'unique 
hemin de Dy
k � tel que � soit 
onjugué à �.Soit � un 
hemin de Dy
k. Alors, si �(�0) = �, �0 est 
onjugué à �. Ré
iproquement, si �0 est
onjugué à �, alors � est un 
hemin tel que � est 
onjugué à �0, et 
'est le seul ; par dé�nition de �,on a alors �(�0) = �. Ainsi, ��1(�) est exa
tement l'ensemble des 
hemins 
onjugués à �. D'aprèsla question 3
, ��1(�) est de 
ardinal 2n+ 1, indépendamment de �. D'après le lemme du berger,on obtient alors : (2n+ 1) � jDnj = jEnj = �2n+ 1n �;la dernière égalité résultant de la question 1. Ainsi :Dn = 12n+ 1�2n+ 1n � = �n (d'après Préliminaire-1).Partie IV � Une bije
tion entre 
hemins de Dy
k et arbres binaires1. Notons A0 l'unique arbre à 1 sommet, A1 l'unique arbre à trois sommets, A2 et A3 les deux arbres à 5sommets, dans l'ordre donné dans la question I-1a, et A4, A5, A6, A7 et A8 les 
inq arbres à 7 sommets,dans l'ordre donné dans la question I-1a. On désigne par A9 l'arbre de la �gure 1. Je me dispense d'indiquerl'indi
e pour �. Alors :� �(A0) = () (suite vide) ;� �(A1) = �(S;A0; A0) = (0;�(A0); 1;�(A0)) = (0; 1) ;� �(A2) = �(S;A1; A0) = (0;�(A1); 1;�(A0)) = (0; 0; 1; 1) ;� �(A3) = �(S;A0; A1) = (0;�(A0); 1;�(A1)) = (0; 1; 0; 1) ;� �(A4) = �(S;A2; A0) = (0;�(A2); 1;�(A0)) = (0; 0; 0; 1; 1; 1) ;� �(A5) = �(S;A3; A0) = (0;�(A3); 1;�(A0)) = (0; 0; 1; 0; 1; 1) ;� �(A6) = �(S;A0; A2) = (0;�(A0); 1;�(A2)) = (0; 1; 0; 0; 1; 1) ;� �(A7) = �(S;A0; A3) = (0;�(A0); 1;�(A3)) = (0; 1; 0; 1; 0; 1) ;� �(A8) = �(S;A1; A1) = (0;�(A1); 1;�(A1)) = (0; 0; 1; 1; 0; 1) ;� �(A9) = �(S;A5; A2) = (0;�(A5); 1;�(A2)) = (0; 0; 0; 1; 0; 1; 1; 1; 0; 0; 1; 1).Remarquez que 
ette 
onstru
tion a une très belle interprétation géométrique : on par
ourt le bord del'arbre en partant de la ra
ine et en laissant l'arbre sur sa gau
he (puisqu'on 
ommen
e par des
endre, onpart don
 du 
�té gau
he de l'arbre). On suit �dèlement le bord de l'arbre, en 
ontournant soigneusementles feuilles, jusqu'à revenir à la ra
ine (de l'autre 
�té). On obtient alors �(A) de la manière suivante :à 
haque fois que l'on des
end vers un �ls gau
he, on ajoute un 0 à la liste, à 
haque fois qu'on des
endvers un �ls droit, on ajoute un 1. Dans la �gure 4, on illustre 
e
i sur l'arbre de la �gure 1.2. Montrons que pour tout n 2 N, et tout arbre binaire A 2 Bn, �n(A) 2 Dn. On raisonne par ré
urren
esur n 2 N.Initialisation : Pour n = 0, A = A0 et son image est le 
hemin nul, 
hemin de Dy
k de longueur 0.Hérédité : Soit n 2 N� , et supposons que pour tout k < n et tout A 2 Bk, �k(A) 2 Dk. Alors, soit A 2 Bn,A = (S;A1; A2).A1 et A2 ont stri
tement moins de n÷uds que A, la somme du nombre de leurs n÷uds faisant n� 1. Soitk et n�1�k le nombre de leurs n÷uds. Alors �k(A1) est par hypothèse de ré
urren
e un 
hemin de Dy
k9
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Fig. 4 � Interprétation géométrique de �de longueur 2k et �n�1�k(A2) un 
hemin de Dy
k de longueur 2(n� 1)� 2k. Le 
hemin �(A) obtenu en
on
aténant 
es deux 
hemins et en inter
alant deux pas supplémentaires est don
 de longueur 2n.De plus, soit (xi; yi)i2[[0;2n℄℄ la suite des points de �n(A), (x0i; y0i)i2[[0;2k℄℄ la suite des points de �k(A1) et(x00i ; y00i )i2[[0;2(n�1�k)℄℄ la suite des points de �n�1�k(A2). Alors,8<: (x0; y0) = (0; 0)8i 2 [[1; 2k + 1℄℄; (xi; yi) = (x0i�1 + 1; y0i�1)8i 2 [[2k + 2; 2n℄℄; (xi; yi) = (x00i�(2k+2) + k + 1; y00i�(2k+2) + k + 1):En parti
ulier, puisque �k(A1) et �n�1�k(A2) sont des 
hemins de Dy
k, pour tout i 2 [[1; 2n℄℄, yi�xi 6 0,
e qui montre que �n(A) est aussi un 
hemin de Dy
k.Ainsi �(A) est un 
hemin de Dy
k de longueur 2n : la propriété est héréditaire. D'après le prin
ipe deré
urren
e, elle est don
 vraie pour tout n 2 N.3. Faisons une remarque : en reprenant les notations de la question pré
édente, à partir du 
hemin de Dy
k�(A), il est fa
ile de retrouver �(A1) et �(A2), et, si on raisonne par ré
urren
e, A1 et A2, puis A. Ene�et, le 
hemin obtenu en tronquant �(A) après 2(k + 1) pas est un 
hemin de Dy
k stri
t : en e�et,8i 2 [[1; 2k + 1℄℄; yi � xi = y0i�1 � x0i�1 � 1 6 �1 < 0:Ainsi, 2(k + 1) 
orrespond au nombre de pas à faire pour ren
ontrer pour la première fois la diagonale.Étant donné �(A), on peut don
 retrouver �(A1) en 
onsidérant le 
hemin de Dy
k stri
t obtenu entronquant �(A1) au premier point atteignant la diagonale, et en supprimant de 
e 
hemin ses deux pasextrémaux ; �(A2) est alors la �n du 
hemin.Montrons par ré
urren
e sur n 2 N que �n est une bije
tion.Initialisation : �0 est l'unique appli
ation d'un ensemble à un élément dans un ensemble à un élément :
'est une bije
tion.Hérédité : Soit n 2 N� , et supposons que pour tout k < n, �k est bije
tive. On note 	k : Dk ! Bk safon
tion ré
iproque. On va 
onstruire une fon
tion 
andidate à être la ré
iproque de �n.Soit � = (xi; yi)i2[[0;2n℄℄ un 
hemin de Dy
k de longueur 2n, et soit k le plus petit entier stri
tement positiftel que xk = yk. Alors :� le 
hemin 
onstitué des 2k premiers pas est un 
hemin de Dy
k stri
t ; �tons-lui ses pas extrémaux, onobtient en
ore un 
hemin de Dy
k, de longueur 2(k � 1). Soit �1 
e 
hemin ;� le 
hemin 
onstitué des 2n� 2k derniers pas est aussi un 
hemin de Dy
k, de longueur 2(n� k). Soit�2 
e 
hemin.On a don
 �1 2 Dk�1 et �2 2 Dn�k, où 0 6 k � 1 < n et 0 6 n � k < n. On peut don
 appliquerl'hypothèse de ré
urren
e à 
es 
hemins. Soit A1 l'arbre 	k�1(�1), et A2 l'arbre 	n�k(�2). Alors ondé�nit 	n(�) 
omme étant l'arbre (S;A1; A2).Une véri�
ation immédiate montre que �n et 	n sont ré
iproques l'une de l'autre. Ainsi, �n est bije
tive.La propriété étant héréditaire, elle est don
 vraie pour tout n 2 N : pour tout n 2 N, �n est une bije
tion.Remarquez que la 
onstru
tion 
onsistant à 
ouper un 
hemin de Dy
k en un 
hemin de Dy
k stri
t suivid'un 
hemin de Dy
k a déjà été utilisé dans la question III-2.10


