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ée Carnot Lundi 12 dé
embre 2005ECS 3/4 � Mathématiques Con
ours blan
 no 1 (DS 4)Corre
tion du problème 1 � Étude de sériesQuanti�
ateursAvant d'entamer la 
orre
tion, un petit rappel sur l'usage des quanti�
ateurs. Toute variable qu'on utilisedoit avoir été dé�nie, sauf si elle est muette. Dé�nir une variable 
onsiste à la poser une fois pourtoute (� Soit n... �), ou à la quanti�er (� 9n... � ou � 8n... �). Gardez en tête qu'un quanti�
ateur ne porteque sur l'expression qui suit ; si vous avez une su

ession d'expressions, il faut théoriquement répéter lequanti�
ateur.Remarquez que logiquement, on dé�nit toujours les 
hoses avant de les employer, ainsi, les quanti�
ateurssont toujours pla
és avant l'expression qu'ils 
on
ernent.En�n, les quanti�
ateurs étant des objets du langage mathématique, au sein d'une expression mathématiquedonnée, ne les utilisez pas dans le texte. Vous disposez de lo
utions françaises à 
et usage, à é
rire entoutes lettres.Un petit rappel des symboles mathématiques les plus 
ourants introduisant des variables muette (qu'il nefaut don
 pas quanti�er SVP) :� Dé�nition de suites et fon
tions : le symbole (�)n2N dé�nissant l'objet � suite � dans lequel l'indi
e estmuet ; le symbole 7! dé�nissant une fon
tion (utilisation : x 7! f(x))...� Sommations dis
rètes ou 
ontinues : sommesP et intégrales R ;� Les symboles de limite : lim, �, o, O et
. Ainsi, n'é
rivez pas 8n 2 N; un = n + o(n), mais bien toutsimplement un = n+ o(n). Il est sous-entendu par le petit o que 
ette égalité est vraie au voisinage de +1.D'ailleurs, on ren
ontre dans 
ertains livres les notations on!+1 et On!+1 pour introduire de manière plus
laire la variable muette n.� Remarquez que dans la lo
ution � série de terme général un �, n est impli
itement 
onsidéré 
omme unevariable muette, ainsi, le terme général est bien le terme un et non la suite (un)n2N (mais là, on 
ommen
eà 
ouper les 
heveux en quatre).1. La règle de d'Alembert(a) i. En prenant " = `0 � ` > 0 dans la dé�nition de la limite, il existe N 2 N tel que pour toutn > N , jvn+1jjvnj 6 `+ " = `0. Ainsi, pour une telle valeur de N : 8n > N; jvn+1j 6 `0jvnj.Remarques :� Ne travaillez pas abstraitement sur une variable donnée à l'aide d'un quanti�
ateur d'exis-ten
e ; 
e quanti�
ateur n'impliquant en rien l'uni
ité de la variable, 
ette variable n'est pasbien dé�nie. Pour pouvoir travailler 
on
rètement ave
 elle, il faut la poser, en faisant un 
hoixd'une valeur qui 
onvient (et le quanti�
ateur d'existen
e nous assure qu'on peut faire un tel
hoix).� Une erreur grave trop souvent ren
ontrée : Le fait que limn!+1un = ` n'implique en rien qu'àpartir d'un 
ertain rang, un 6 `, ou pire, un = `. À quoi sert, à votre avis, 
ette marge d'erreur" qui apparaît dans la dé�nition ?ii. Soit une valeur de N telle que dans la question pré
édente. Soit (wn)n>N la suite géométriquede raison `0 initialisée par wN = jvN j. Alors, montrons pas ré
urren
e que pour tout n > N ,jvnj 6 wn :� jvN j 6 wN (initialisation) ;� Soit n > N tel que jvnj 6 wn. Alors, d'après la question pré
édente et la dé�nition de(wn)n>N : jvn+1j 6 `0jvnj 6 `0wn = wn+1;la se
onde inégalité dé
oulant de l'hypothèse de ré
urren
e et la positivité de `0 (limite d'unesuite positive).Ainsi, d'après le prin
ipe de ré
urren
e, pour tout n > N , jvnj 6 wn. Or, Pwn 
onverge (sériegéométrique de raison `0 2 [0; 1[), don
, d'après le théorème de 
omparaison des séries à termespositifs, appli
able i
i 
ar les séries sont à termes positifs, P jvnj 
onverge, 
'est-à-dire P vn
onverge absolument. 1



Remarque : on vous demande la 
onvergen
e absolue, et non la 
onvergen
e. Il est don
 erroné defaire intervenir i
i le théorème de la 
onvergen
e absolue, qui permet de déduire de la 
onvergen
edeP jvnj 
elle deP vn. Mais la 
onvergen
e absolue deP vn se déduit de la 
onvergen
e deP jvnjuniquement par la dé�nition de la 
onvergen
e absolue !(b) Soit " = ` � 1 > 0. Alors, en utilisant la dé�nition de la limite d'une suite pour 
ette valeur de", il existe N 2 N tel que pour tout n > N , jvn+1j > jvnj. Ainsi, pour tout n > N , jvnj > jvN j.Or, jvN j > 0, 
ar la suite � jvn+1jjvnj �n2N est bien dé�nie. Ainsi, (jvnj)n>N étant minorée par un réelstri
tement positif, (vn)n2N ne tend pas vers 0. Don
 P vn diverge grossièrement.Remarques :� En 
onsidérant `0 2℄1; `[, on pourrait même montrer que (jvnj)n2N tend vers +1.� L'emploi du théorème de 
omparaison des séries à termes positifs pour 
on
lure ne permet dedonner que la divergen
e deP jvnj, 
e qui ne su�t à établir ni la divergen
e deP vn (pensez auxséries semi-
onvergentes !) ni a fortiori sa divergen
e grossière� À 
e propos j'ai eu l'impression d'une 
onfusion sur la signi�
ation de divergen
e grossière. Ladivergen
e grossière de P vn n'est pas synonyme de divergen
e de P jvnj, 
omme j'ai 
ru le voirsur trop de 
opies, mais signi�e que le terme général ne tend pas vers 0, 
e qui est beau
oup plusfort !(
) Les deux sériesP 1n et P 1n2 véri�ent toutes deux limn!+1 vn+1vn = 1, pourtant la première diverge etla se
onde 
onverge (séries de Riemann).2. Étude du 
as de presque toutes les valeurs de x 2 R(a) La suite � unun�1�n2N� est bien dé�nie, 
ar 8n 2 N; �pnqn� 6= 0. On a :8n 2 N� ; unun�1 = �pnqn��p(n� 1)q(n� 1)� = (pn)!(q(n� 1))!((p� q)(n� 1))!(p(n� 1))!(qn)!((p� q)n)! = p�1Yk=0(pn� k)q�1Yk=0(qn� k) p�q�1Yk=0 ((p� q)n� k) :Ainsi, unun�1 �+1 p�1Yk=0 pnq�1Yk=0 qn p�q�1Yk=0 (p� q)n �+1 (pn)p(qn)q((p� q)n)p�q �+1 ppqq(p� q)p�q :On en déduit que limn!+1 unun�1 �+1 ppqq(p� q)p�q :(L'équivalent trouvé prouve également l'existen
e de 
ette limite.)Remarquez que 
ette expression est également bien dé�nie si q = 0 ou si q = p, puisque par 
onvention00 = 1.Remarque : Soyez un peu soigneux dans les simpli�
ations de fa
torielles ! Ne 
onfondez pas pn�1et p(n� 1). Il reste bien sûr p termes dans la simpli�
ation de (pn)!(p(n�1))! et non un seul !(b) Pour tout n 2 N� , junxnjjun�1xn�1j = unun�1 � jxj.Ainsi, limn!+1 junxnjjun�1xn�1j = ` � jxj. D'après la question 1 (règle de d'Alembert) :� Punxn 
onverge absolument si ` � jxj < 1, 
'est-à-dire si jxj < 1̀ ;� Punxn diverge grossièrement si ` � jxj > 1, 
'est-à-dire si jxj > 1̀ .Remarque : Ne refaites pas la démonstration de la règle de d'Alembert. Ce n'est pas pourles 
hiens qu'on a fait démontrer 
ette règle dans toute sa généralité dans la partie I.3. Étude du 
as où x = 1̀ . On pose, pour tout n 2 N, u0n = un`n .(a) En utilisant la première indi
ation : Soit n 2 N� . Puisque x 7! 1x est 
ontinue et dé
roissantesur [1;+1[, pour tout k 2 N� et tout x 2 [k; k + 1℄, 1k > 1x > 1k + 1 :Soit, en intégrant 
ette expression entre k et k + 1 : 8k 2 N� ; 1k > Z k+1k dxx > 1k + 1 :2



En sommant 
es inégalités pour tout k 2 [[1; n℄℄ : nXk=1 1k > Z n+11 dxx > nXk=1 1k + 1 = n+1Xk=2 1k(on a utilisé la relation de Chasles). Cette inégalité étant vraie pour tout n 2 N� , elle est vraie aussipour n� 1, et �nalement, on obtient :8n > 2; Z n+11 dxx 6 nXk=1 1k 6 1 + Z n1 dxxPar 
onséquent : 8n > 2; ln(n+ 1) 6 nXk=1 1k 6 1 + lnn:En divisant par lnn > 0 : 8n > 2; ln(n+ 1)lnn 6 nXk=1 1k 6 1lnn + 1:Or, limn!+1 ln(n+ 1)lnn = limn!+1 1 + ln(1 + 1n )ln n = 1, et limn!+1 1 + 1lnn = 1. Ainsi, d'après le théorèmed'en
adrement, la limite du terme en
adré exite, et vaut 1 ; 
e qui signi�e très pré
isément :nXk=1 1k �+1 lnn:En utilisant la se
onde indi
ation :On pose pour tout n 2 N� , an = nPk=1 1k�lnn et bn = an+1�an.La 
onvergen
e de la suite (an)n2N� est équivalente à la 
onvergen
e de la sérieP bn. Or :8n > 2; bn�1 = nXk=1 1k � ln(n)� n�1Xk=1 1k + ln(n� 1) = 1n + ln�1� 1n� :En utilisant le développement du logarithme donné en début d'énon
é, puisque �� 1n�n2N� tend vers0, bn�1 = 1n � 1n +O� 1n2� = O� 1n2� :CommeP 1n2 
onverge (série de Riemann de paramètre 2>1), on en déduit, d'après un 
orollaire duthéorème de 
omparaison des séries à termes positifs, queP bn 
onverge absolument, don
 
onverge.Ainsi, (an)n2N� admet une limite 
, i.e. :an = 
 + o(1); soit: nXk=1 1k = lnn+ 
 + o(1):Puisque limn!+1 lnn = +1, 
e terme est prépondérant dans 
ette expression, don
 : nXk=1 1k �+1 lnn:Remarques :� Le résultat de 
ette question est ar
hi-
lassique. Il faut le 
onnaître, et savoir le redémontrer,d'une façon ou d'une autre, sans indi
ation.� Ne 
omposez pas un équivalent par une fon
tion. Ainsi, il n'est pas 
orre
t de dire queln(n+ 1) �+1 lnn 
ar n+ 1�+1 n. Prenez l'exemple de en et en+1...� Faites attention aux indi
es dans 
ette démonstration, ou vous risquez de dire n'importe quoi.Notamment, R n0 dxx n'est pas dé�ni ! (on dit que l'intégrale divergente en 0). Évitez aussi de parlerde ln 0, ça ne fait pas bon e�et !(b) Soit n 2 N� . Alorsln(u0n)� ln(u0n�1) = ln� unun�1�� ln `= ln p�1Yk=0(pn� k)� ln q�1Yk=0(qn� k)� ln p�q�1Yk=0 ((p� q)n� k)� ln `= p�1Xk=0 ln(pn� k)� q�1Xk=0 ln(qn� k)� p�q�1Xk=0 ln((p� q)n� k)� p ln p+ q ln q + (p� q) ln(p� q)3



ln(u0n)� ln(u0n�1) = p�1Xk=0�ln�1� kpn�+ lnn+ ln p�� q�1Xk=0�ln�1� kqn�+ lnn+ ln q�� p�q�1Xk=0 �ln�1� k(p� q)n�+ lnn+ ln(p� q)�� p ln p+ q ln q + (p� q) ln(p� q)= p�1Xk=0 ln�1� kpn�� q�1Xk=0 ln�1� kqn�� p�q�1Xk=0 ln�1� k(p� q)n�+ (p� q � (p� q)) lnn= p�1Xk=1 ln�1� kpn�� q�1Xk=1 ln�1� kqn�� p�q�1Xk=1 ln�1� k(p� q)n�Remarques :� Vous êtes très (trop) nombreux à avoir essayé d'obtenir 
ette expression � abstraitement �, 
'est-à-dire en n'utilisant nulle part l'expression de (un)n2N. Comment pouvez-vous espérer obtenir desrésultats spé
i�ques à l'aide uniquement de 
onsidérations générales ?� Vous n'avez pas le re�exe lnQ = P ln. Si on passe au logarithme, 
'est souvent bien pour
ela ! I
i, on dispose de 
oe�
ients binomiaux et de puissan
es, don
 de produits et quotients.(
) On utilise le développement du logarithme donné en début de problème, les suites 
on
ernées tendantvers 0 :ln(u0n)� ln(u0n�1) = p�1Xk=1�� kpn +O� 1n2��� q�1Xk=1�� kqn +O� 1n2��� p�q�1Xk=1 �� k(p� q)n +O� 1n2��= � 1pn p�1Xk=1 k + 1qn q�1Xk=1 k + 1(p� q)n p�q�1Xk=1 k +O� 1n2�= � 1pn � p(p� 1)2 + 1qn � q(q � 1)2 + 1(p� q)n � (p� q � 1)(p� q)2 +O� 1n2�= 12n � (�(p� 1) + (q � 1) + (p� q � 1)) +O� 1n2� = � 12n +O� 1n2�Remarque : Attention à bien justi�er la sommation des O. Tout d'abord, ramenez-vous à unesomme de O de la même 
hose, ensuite, justi�ez qu'on somme 
es O en nombre �ni et borné.(d) Soit, pour tout n 2 N� , 
n = lnu0n � lnu0n�1 + 12n .Alors, pour tout n 2 N� : lnu0n = lnu0n � lnu00 = nXk=1 lnu0k � lnu0k�1 = �12 nXk=1 1k + nXk=1 
k:D'après la question (3a), nXk=1 1k �+1 lnn, et 
omme 
n = O � 1n2 � et queP 1n2 
onverge,P 
n 
onverge,don
 en parti
ulier, sa somme partielle est négligeable devant lnn. Ainsi, lnu0n �+1�12 lnn:Remarque : I
i, on somme une in�nité de O � 1n2 �. Attention à l'erreur 
onsistant à dire qu'onobtient un O � 1n2 �. Tout d'abord, seuls les grands termes sont en O � 1n2 �, ensuite, la somme n'estpas �nie. Il est don
 né
essaire i
i d'utiliser un argument de 
onvergen
e.(e) On a : 8n 2 N� ; ln(nu0n) = lnn+ lnu0n, don
 : ln(nu0n) = lnn� lnn2 + o(lnn) = lnn2 + o(lnn):Ainsi, ln(nu0n) �+1 lnn2 , don
 limn!+1 ln(nu0n) = +1.On en déduit que limnu0n = +1. Ainsi, 1n = o(u0n). Don
, d'après un 
orollaire du t
stp, puisqueP 1n diverge, il en est de même de Pu0n.Remarque : Ne sommez pas des équivalents. Vous pouvez éventuellement le faire si les termessommés ainsi que la somme sont de même ordre, mais 
eux parmi vous qui ont tenté une tellejusti�
ation ont oublié la plupart des hypothèses (il ne su�t pas que la somme soit non nulle). Detoute manière, un tel résultat étant hors-programme, et une telle tentative erronée de justi�
ationpouvant amener le 
orre
teur à 
roire que vous sommez purement et simplement des équivalentssans être 
ons
ients du danger, mieux vaut faire la somme en utilisant l'expression deséquivalents à l'aide des o, tel que 
i-dessus.4



4. Étude du 
as où x = � 1̀ .(a) D'après (3d), limn!+1 lnu0n = �1, don
 limn!+1u0n = 0.De plus, d'après (3
), lnu0n� lnu0n�1 �+1� 12n , don
 
es deux suites sont de même signe à partir d'un
ertain rang N (pour vous en 
onvain
re prenez " = 1 dans la dé�nition la limite du quotient).Ainsi, N étant un tel rang : 8n > N; lnu0n � lnu0n�1 6 0, soit : ln(u0n) 6 lnu0n�1.Comme la fon
tion ln est 
roissante, on en déduit que : 8n > N , u0n 6 u0n�1.(b) Montrons que (S2n)n2N et (S2n+1)n2N sont adja
entes. Soit N tel que (u0n) soit dé
roissante à partirdu rang N .� 8n > N2 , S2n+2�S2n = u02n+2�u02n+1 6 0 
ar (u0n)n2N est dé
roissante à partir du rang N ; don
(S2n)n2N est dé
roissante à partir d'un 
ertain rang.� De même, (S2n+1)n2N est 
roissante à partir d'un 
ertain rang.� 8n 2 N, S2n+1 � S2n = �u02n+1, de limite nulle d'après la question pré
édente.Ainsi, les suites (S2n)n2N et (S2n+1)n2N sont adja
entes. Elles 
onvergent don
 vers une même limiteS. Soit " > 0. Alors :9N1; 8n > N1; jS2n � Sj < "; et 9N2; 8n > N2; jS2n+1 � Sj < ":Alors : 8n > 2max(N1; N2); jSn � Sj < ". On en déduit que (Sn)n2N admet une limite S. Ainsi,X(�1)nu0n 
onverge (
'est une semi-
onvergen
e d'après la question 3).5. Programmation. On suppose que p = 2 et q = 1.(a) I
i, ` = ppqq(p� q)p�q = 22 = 4. Ainsi : 8n 2 N ; u0n+1u0n = 14 � �2n+2n+1 ��2nn � = 14 � (2n+ 2)(2n+ 1)(n+ 1)2 = 2n+ 12n+ 2 :De plus, u00 = 140�00� = 1.(b) program 
b1;var n,k:integer;S,u:real;beginwrite('Entrez l'indi
e supérieur de la somme à 
al
uler: ');readln(n);if n < 0thenwriteln('La somme vaut 0') {pas de point-virgule!!}elsebeginu:=1; {initialisation de la suite u_n}S:=u; {initialisation de la somme partielle, ave
 le premier terme}for k:=1 to n dobeginu:=u*(2*n+1)/(2*n+2); {
al
ul du terme suivant de la suite u_n}S:=S+u; {ajout de 
e terme à la somme}end;writeln('La somme vaut ',S:0:3); {affi
hage ave
 3 dé
imales}end;end.5. Étude de la série X (4n)!(n!)4 � xn.(a) Essayons d'appliquer la règle de d'Alembert. Soit x 2 R. Alors :8n 2 N; jvn+1xn+1jjvnxnj = (4n+ 4)!(n!)4(4n)!((n+ 1)!)4 � jxj = (4n+ 4)(4n+ 3)(4n+ 2)(4n+ 1)(n+ 1)4 � jxj:Ainsi, limn!+1 jvn+1xn+1jjvnxnj = 44jxj. Posons `0 = 44.5



D'après la règle de d'Alembert, on en déduit queP vnxn 
onverge absolument si `0jxj < 1, 
'est-à-diresi jxj < 1̀0 , et diverge grossièrement si `0jxj > 1, 
'est-à-dire si jxj > 1̀0 .On pose, pour tout n 2 N, v0n = vn(`0)n .(b) On s'inspire de la question 3 :8n 2 N� ; ln v0n � ln v0n�1 = ln v0nv0n�1 = ln 4n(4n� 1)(4n� 2)(4n� 3)n4= ln��1� 14n��1� 24n��1� 34n��= ln�1� 14n�+ ln�1� 24n�+ ln�1� 34n�Ainsi, d'après la formule rappelée en début d'énon
é,ln v0n � ln v0n�1 = � 14n � 24n � 34n +O� 1n2� = � 32n +O� 1n2� :Un raisonnement similaire à 
elui de la question (3d) montre qu'alors ln(v0n) �+1�32 lnn.(
) Pour tout n 2 N� , ln(n 54 v0n) = 54 lnn+ ln v0n, don
 :ln(n 54 v0n) = 54 lnn� 32 lnn+ o(lnn) = � lnn4 + o(lnn):Ainsi, limn!+1 ln(n 54 v0n) = �1, don
 limn!+1n 54 v0n = 0. Par 
onséquent, v0n = o� 1n 54 �.La série P 1n 54 
onverge (série de Riemann de paramètre 54 > 1, don
, d'après un 
orollaire duthéorème de 
omparaison des séries à termes positifs, P v0n 
onverge.(d) Pour tout n 2 N , j(�1)nv0nj = v0n, et P v0n 
onverge. Don
 P(�1)nv0n 
onverge absolument.N'allez pas utiliser i
i un argument de séries alternées !6. Étude de la série X (3n)!(n!)3 � xn.(a) Toujours la même 
hose ! Soit x 2 R : 8n 2 N ; ����wn+1xn+1wnxn ���� = (3n+ 3)(3n+ 2)(3n+ 1)(n+ 1)3 � jxj;don
 limn!+1 ����wn+1xn+1wnxn ���� = 27jxj. Ainsi, en posant `00 = 27, d'après la règle de d'Alembert si jxj < 1̀00 ,Pwnxn 
onverge absolument (don
 
onverge), et si jxj > 1̀00 , Pwnxn diverge grossièrement.(b) On 
ommen
e à savoir faire.8n 2 N� ; ln(w0n)� ln(w0n�1) = ln 3n(3n� 1)(3n� 2)27n3 = ln�1� 13n�+ ln�1� 23n� :Ainsi : ln(w0n)� ln(w0n�1) = � 13n � 23n +O� 1n2� = � 1n +O� 1n2� :Pour terminer, l'argument présente une petite di�
ulté (pour passer du o(lnn) au O(1) 
omme on lesouhaite). En fait, il faut utiliser le résultat de la deuxième indi
ation de la question (3a), qui montreque nXk=1 1k = lnn+O(1) (puisque la di�éren
e admet une limite �nie). On peut aussi retrouver 
etteégalité à l'aide de l'en
adrement obtenu par la première méthode.De plus, PO � 1n2 � étant 
onvergente, sa somme partielle est également en O(1). Ainsi, on obtient,en s'inspirant de (3d) : ln(v0n) = � lnn+O(1)(
) Par 
onséquent, ln(nw0n) = O(1). Ainsi, la suite (ln(nw0n))n2N� est bornée, don
 il existe A 2 R telque pour tout n 2 N, ln(nw0n) > A. Soit une telle valeur de A. Alors, en passant à l'exponentiellequi est 
roissante, pour tout n 2 N, nw0n > eA. Il su�t de poser a = eA > 0.Alors, pour tout n 2 N, w0n > an . Comme P an diverge, on en déduit, d'après le théorème de
omparaison des séries à termes positifs, que Pw0n diverge.(d) (w0n)n2N est de limite nulle, 
ar (ln(w0n)) tend vers �1. Elle est dé
roissante à partir d'un 
ertainrang, 
ar (ln(w0n)� ln(w0n�1) est équivalente à une suite négative.Le même raisonnement que dans la question 4 (séries alternées) amène la 
onvergen
e deP(�1)nw0n.6


