
Lyée Carnot Mars 2005ECS 3/4 � Mathématiques Corretion du Devoir surveillé no 6Partie I � Déomposition � en éléments simples � de P 0PThéorème 1 Soit P un polyn�me de C [X ℄ dont l'ensemble des raines est R = fr1; : : : ; rsg, la multipliité deri étant �i, pour tout i 2 [[1; s℄℄. Alors : 8x 2 C nR; P 0(x)P (x) = sXi=1 �ix� ri :1. La fontion de R n R �! R qui à x assoie P 0(x)P (x) est la dérivée de la fontion qui à x assoie ln jP (x)j.(N'oubliez pas les valeurs absolues SVP !)Or, il existe � 2 R tel que : 8x 2 R nR; P (x) = � sYi=1(x� ri)�i :Ainsi : 8x 2 R nR; ln jP (x)j = ln j�j+ sXi=1 �i ln jx� rij;d'où, en dérivant par rapport à x : 8x 2 R nR; P 0(x)P (x) = sXi=1 �ix� ri :Cela fournit don une égalité entre deux frations rationnelles sur presque tout R, en tout as sur unein�nité de valeurs. Or, soit AB et CD deux frations rationnelles (A, B, C, D sont des polyn�mes). Si ellesoïnident sur une in�nité de valeurs, alors le polyn�me AD �BC s'annule en une in�nité de valeurs, etseul le polyn�me nul a une in�nité de valeurs. Ainsi, AD�BC est le polyn�me nul (sur C ). On en déduitque AB et CD oïnident en tout omplexe z n'annulant ni B ni D.Au �nal, on obtient don : 8x 2 C nR; P 0(x)P (x) = sXi=1 �ix� ri :2. Le résultat qu'on a démontré de manière analytique dans la question 1 se retrouve de manière purementformelle (et don aussi pour les polyn�mes de C [X ℄) en utilisant les règles de dérivation de produits. Ene�et, soit P 2 C [X ℄ tel que dans l'énoné du théorème. Il existe � 2 C tel que :P (X) = � sYi=1(X � ri)�i :En dérivant e produit, on trouve :P 0(X) = � sXj=1(X � r1)�1 � � � (X � rj�1)�j�1 � �j � (X � rj)�j�1 � (X � rj+1)�j+1 � � � (X � rs)�s :Par onséquent, pour tout x 2 C nR,P 0(x)P (x) = � sXj=1 (X � r1)�1 � � � (X � rj�1)�j�1 � �j � (X � rj)�j�1 � (X � rj+1)�j+1 � � � (X � rs)�s�(X � r1)�1 � � � (X � rs)�s = sXj=1 �jx� rj :Remarquez bien que je me garde bien d'érire une fration rationnelle ave une variable formelle X , puisquenous n'avons vu la signi�ation d'une telle variable que dans le adre des polyn�mes.Partie II � Le théorème de BezoutThéorème 2 Soit P et Q deux polyn�mes premiers entre eux qui ne soient pas tous les deux onstants. Alorsil existe deux polyn�mes U et V tels que UP + V Q = 1 et degU < degQ et degV < degP .Corollaire 3 Soit P et Q deux polyn�mes premiers entre eux qui ne soient pas tous les deux onstants, et A untroisième polyn�me tel que degA < degP+degQ. Alors il existe deux polyn�mes U et V tels que UP+V Q = Aet degU < degQ et deg V < degP . 1



1. Soit P et Q deux polyn�mes premiers entre eux tels que degP > degQ. On note R le reste de la divisioneulidienne de P par Q.(a) Si P est onstante, d'après l'énoné, deg(Q) 6 0, et P et Q sont tous les deux onstants, e quiontredit l'hypothèse de l'énoné. L'hypothèse n'étant pas satisfaite, le théorème est vrai !Cette disussion n'a don pas vraiment de sens. En fait, l'énoné inversait P et Q. Il fallait supposerQ onstant. Dans e as, soit Q = �, pour une ertaine valeur � 2 C � . Alors il su�t de hoisir V = 1�et U = 0. On a bien :UP + V Q = 1; degU = �1 < degQ et degV = 0 < degP:On suppose que P et Q sont tous les deux non onstants.(b) Si R est nul, alors Q divise P , et omme par hypothèse Q n'est pas onstant, il admet (d'après lethéorème de d'Alembert-Gauss) une raine dans C , qui est don aussi raine de P . Cela ontredit lefait que P et Q sont premiers entre eux. Ainsi, R est non nul.Il existe un polyn�me A 2 C [X ℄ tel que P = AQ + R. Soit alors une raine r de Q ; elle n'est pasraine de P puisque P et Q sont premiers entre eux. Don :R(r) = P (r)�A(r)Q(r) = P (r) 6= 0:Ainsi, r n'est pas raine de R. Par onséquent, Q et R n'ont pas de raine ommune, et omme ilssont non nuls, ils sont premiers entre eux.() Supposons que le théorème de Bezout soit vrai pour Q et R. Alors il existe (et on se donne) despolyn�mes U et V tels que UQ+ V R = 1. De plus, R = P �AQ, don UQ+ V (P �AQ) = 1, puis(U �AV )Q+ V P = 1. Il su�t de poser U0 = V et V0 = U �AV pour avoir U0P + V0Q = 1.2. On règle ii les onditions de degré qu'on n'a pas onsidérées dans la question préédente. Soit P , Q, U0et V0 des polyn�mes tels que U0P + V0Q = 1. Alors, en e�etuant la division eulidienne de U0 par Q,on obtient l'existene de deux polyn�mes A et B, ave degB < degQ, tels que U0 = AQ+B. Alors, enremplaçant dans l'équation U0P + V0Q = 1, on obtient :(AQ+B)P + V0Q = 1 soit: BP + (AP + V0)Q = 1:Posons U = B et V = AP + V0. Alors degU < degQ et, puisque U 6= 0 (sinon Q est onstante) :deg V + degQ = deg(V Q) = deg(1� UP ) 6 degUP = degU + degP < degP + degQ;soit : deg V < degP:3. Soit pour tout n 2 N : P(n) : � Le théorème de Bezout est vrai pour tous polyn�mes P et Q tels quen = min(deg(P ); deg(Q)) �.P(0) est vrai, ar 'est le as où un des deux polyn�mes (et un seul) est de degré 0, don onstant, etquitte à éhanger le r�le de P et Q, on est dans les onditions de la question 1a.Soit n 2 N� et supposons que pour tout m 2 [[0; n � 1℄℄, P(m) soit satisfait. Soit P et Q tels quemin(deg(P ); deg(Q)) = n. Alors, quitte à éhanger le r�le de P et Q, on peut supposer que degQ = n. Sui-vons les étapes de la question 1. Soit R le reste de la division de P par Q. Alors Q et R sont premiers entreeux, ne sont pas tous les deux onstants (ar n > 1), et puisque degR < degQ, min(degR; degQ) < n.Ainsi, on peut appliquer l'hypothèse de réurrene à Q et R : le théorème de Bezout est vrai pour Q et R.D'après la question 1, puis la question 2, on en déduit qu'il est vrai pour P et Q. Ainsi, P(n) est véri�é.D'après le prinipe de réurrene, P(n) est vrai pour tout n 2 N . Cela montre le théorème 2.4. Soit P et Q deux polyn�mes premiers entre eux, non tous les deux onstants. D'après le théorème deBezout, il existe deux polyn�mes U0 et V0 tels que U0P + V0Q = 1, don AU0P +AV0Q = A.E�etuons la division eulidienne de AU0 par Q, il existe don B et R deux polyn�mes tels que AU0 =BQ+R, et degR < degQ. Ainsi :(BQ+R)P +AV0Q = A soit: RP + (AV0 +BP )Q = A:On a degR < degQ, et par un raisonnement similaire à la question 2, du fait que degA < degP +degQ,deg(AV0 +BP ) + degQ = deg(A�RP ) 6 max(degRP; degA) < degP + degQ;soit : deg(AV0 +BP ) < degP: Il su�t don de poser U = R et V = AV0 +BP .2



5. (a) proedure division(P,Q:polynome; var S,R:polyn�me);beginS:=0*monome(0); {quotient initial nul}R:=P; {reste initial égal à P}while deg(R) >= deg(Q) dobeginS:=S+oeffiient(R,deg(R))/oeffiient(Q,deg(Q))*monome(deg(R)-deg(Q));R:=R-oeffiient(R,deg(R))/oeffiient(Q,deg(Q))*Q;end;end;(b) On va suivre le proédé de la démonstration qu'on a faite : si un des polyn�mes est onstant, onpeut donner diretement le résultat, sinon, on se ramène à (Q;R), ouple en lequel on évalueraréursivement l'algorithme. Une disussion sera néessaire pour savoir lequel des deux polyn�mes Pet Q est de plus petit degré.proedure Bezout1(P,Q:polynome; var U,V:polynome);var S,R,U1,V1,W:polynome;beginif (deg(P)<=0) and (deg(Q)<=0) then writeln('erreur') elseif deg(P)=0thenbeginU:= 1/onstante(P)*monome(0); {Si P onstante, U=1/P et V=0}V:=0*monome(0);endelseif deg(Q)=0thenbeginV:= 1/onstante(Q)*monome(0); {Si Q onstante, V=1/Q et U=0}U:=0*monome(0);endelseif deg(P) >= deg(Q)thenbegindivision(P,Q,S,R); {Calul du reste R}Bezout1(Q,R,U1,V1); {Bezout appliqué à Q et R, d'après 1b}U:=V1; {expression de U et V d'après 1}V:=U1-S*V1;endelsebegindivision(Q,P,S,R); {De même en inversant le r�le de P et Q}Bezout1(P,R,U1,V1);V:=V1;U:=U1-S*V1;end;end;() Il s'agit d'implémenter la question 2 :proedure Bezout2(P,Q:polynome;var U,V:polynome);var U0,V0,A,B:polynome;beginBezout1(P,Q,U0,V0);division(U0,Q,A,B);U:=B;V:=A*P+V0;end; 3



Partie III � Déomposition en éléments simplesThéorème 4 Soit P et Q deux polyn�mes de C [X ℄ premiers entre eux, et R = fr1; : : : ; rsg l'ensemble desraines (omplexes) distintes de Q. Alors il existe une déomposition de PQ de la forme suivante :8x 2 C nR; P (x)Q(x) = E(x) + sXi=1 Fi(x); où 8i 2 [[1; s℄℄; 8x 2 C nR; Fi(x) = �iXj=1 �i;j(x� ri)j ;�i étant l'ordre de multipliité de la raine ri dans Q, E étant un polyn�me de C [X ℄, et les �i;j étant desnombres omplexes.1. Soit i 2 [[1; s℄℄. Alors, pour tout j 2 [[1; �i℄℄, Q est divisible par (X � ri)j . Ainsi, �i;jQ(X�ri)j est un polyn�mede degré d < degQ. Par onséquent, Q(X)Fi(X) est un polyn�me de degré stritement plus petit queelui de Q. On obtient don l'égalité : P = EQ+ sXi=1 QFi;où sPi=1QFi est un polyn�me de degré stritement plus petit que elui de Q. D'après l'uniité du quotientet du reste de la division eulidienne de P par Q, on en déduit que E est unique, et est égal au quotientde ette division.Supposons que le théorème soit vrai pour tout (P;Q) tels que degP < degQ. Soit P1 et P2 deux polyn�mesquelonques. E�etuons la division eulidienne de P1 par Q1 : il existe E et P tels que P1 = EQ1 + P ,puis : 8z 2 C nR; P1(z)Q1(z) = E + P (z)Q1(z) ;ave ette fois degP < degQ1. Ainsi, d'après notre hypothèse, le théorème est vrai pour le ouple (P;Q1).Les raines et leur multipliité apparaissant dans le théorème pour e ouple sont elles de Q1, don lesmêmes que elles pour le ouple (P1; Q1). Ainsi, l'expression sPi=1Fi est de la même forme dans les deuxexpressions, et l'on passe de l'une à l'autre en rajoutant le polyn�me E. Cela prouve le théorème pour leouple (P1; Q1).Par onséquent, on déduit le as général du as où degP < degQ.2. Exemples.(a) Soit P = X4 et Q = (X � 2)(X � 1)(X + 1)(X + 2). Déterminons E, le quotient de P par Q. Cesont deux polyn�mes de même degré, de même oe�ient dominant, don E = 1. De plus les quatreraines de Q sont simples don les expressions Fi sont de la forme8x 2 C nR; Fi(x) = 1Xj=1 �i;jx� ri = �i;1x� ri :On en déduit qu'il existe des omplexes a, b,  et d tels que :8x 2 C n f1; 2;�1;�2g; x4(x� 2)(x� 1)(x+ 1)(x+ 2) = 1 + ax� 2 + bx� 1 + x+ 1 + dx+ 2 :(b) On détaille moins les exemples suivants. On ommene par e�etuer la division de X5 + 1 par(X2 +X + 1)2 = X4 + 2X3 + 3X2 + 2X + 1. Le quotient est E = X � 2. De plus, les raines de Qsont j = e i 2�3 et j2, de multipliité 2 haune. Ainsi, il existe des omplexes a, b,  et d tels que :8x 2 C n fj; j2g; x5 + 1(x2 + x+ 1)2 = x� 2 + ax� j + b(x� j)2 + x� j2 + d(x� j2)2 :() Soit P = 1 et Q = Xn(X � 1). Ii, deg(P ) < degQ, don E = 0. De plus, 1 est raine simple de Qet 0 est raine d'ordre n. Ainsi, il existe des omplexes a1; : : : ; an et b tels que :8x 2 C n f0; 1g; 1xn(x� 1) = a1x + a2x2 + � � �+ anxn + bx� 1 :4



4. La question n'a de sens que si s > 1 ; dans le as inverse, le résultat est trivial ave P1 = 0.Puisque Q est unitaire, Q = (X�r1)�1 �(X�r2)�2 � � � (X�rs)�s . Or, (X�r1)�1 et (X�r2)�2 � � � (X�rs)�ssont premiers entre eux, de degrés respetifs �1 et sPi=2�i. Comme degP < degQ = �1 + sPi=2�i, on peututiliser le orollaire du théorème de Bezout : il existe des polyn�mes A1 et P1, tels que :P (X) = A1(X)(X�r2)�2 � � � (X�rs)�s +P1(X)(X�r1)�1 ; et deg(A1) < �1; deg(P1) < sXi=2 �i:Soit de tels polyn�mes A1 et P1. Alors :8x 2 C nR; P (x)Q(x) = A1(X)(X � r2)�2 � � � (X � rs)�s + P1(X)(X � r1)�1(X � r1)�1(X � r2)�2 � � � (X � rs)�s= A1(x)(x� r1)�1 + P1(x)(x� r2)�2 � � � (x � rs)�s :5. On raisonne par réurrene sur l'entier s N� . Si s = 1, le résultat est trivial. De plus la question préédentepermet de se ramener d'un produit de s termes à un produit de s� 1 termes, e qui fournit l'hérédité dela réurrene.6. On raisonne par réurrene sur � 2 N� pour montrer l'existene.Si � = 1, degP = 0, don P est une onstante �, il su�t de poser �0 = �.Soit n 2 N� . Supposons la propriété d'existene vraie pour des polyn�mes P de degré au plus n� 1 (don� 6 n), et soit A un polyn�me de degré n (don � = n + 1). Soit �n = ���1 son oe�ient dominant.Alors le degré de A � ���1(X � r)��1 est au plus n ; de plus, le oe�ient de son terme de degré n estnul. Don A est de degré d < n. Il existe don, d'après l'hypothèse de réurrene, des salaires �0; : : : ; �dtels que A� ���1(X � r)��1 = �0 + �1(X � r) + � � �+ �d(X � r)d:En posant �d+1 = � � � = ���2 = 0, on obtient :A = �0 + �1(X � r) + � � �+ ���1(X � r)��1:D'après le prinipe de réurrene, la propriété d'existene est don véri�ée pour tout �. Montrons main-tenant l'uniité. Soit �0; : : : ; ���1, et �0; : : : ; ���1 tels que :A = �0 + �1(X � r) + � � �+ ���1(X � r)��1 = �0 + �1(X � r) + � � �+ ���1(X � r)��1:Alors : (�0 � �0) + (�1 � �1)(X � r) + � � �+ (���1 � ���1)(X � r)��1 = 0.Si (�0; : : : ; ���1) 6= (�0; : : : ; ���1), il existe un plus grand indie k 2 [[0; �� 1℄℄ tel que �k 6= �k. Alors :(�0 � �0) + (�1 � �1)(X � r) + � � �+ (�k � �k)(X � r)k = 0;puis: deg �(�0 � �0) + (�1 � �1)(X � r) + � � �+ (�k � �k)(X � r)k� = k 6= �1;d'où une ontradition.7. Soit i 2 [[1; s℄℄. Alors, d'après la question préédente, il existe des omplexes �i;�i ; : : : ; �i;1 (remarquezl'inversion des d'indies e�etuée) tels que :Ai = �i;�i + �i;�i�1 (X � ri) + � � �+ �i;1(X � ri)�i�1:On obtient alors, en quotientant par (x� ri)�i : 8x 2 C nR; Ai(x)(x� ri)�i = �iXj=1 �i;j(x� ri)j :On pose Fi égal à ette expression, et on retombe exatement sur l'énoné du théorème 4.8. Appliation au alul d'intégrales(a) Premier exemplei. Soit P = 1 et Q = (X + 1)(X + 2). Comme degP < degQ, la partie polynomiale de ladéomposition en éléments simples est nulle : E = 0. De plus, Q admet deux raines �1 et �2de multipliité 1. Don, d'après le théorème 4, il existe des omplexes a et b tels que8x 2 C n f�1;�2g; 1(x+ 1)(x+ 2) = ax+ 1 + bx+ 2 :5



ii. On multiplie par x+ 1 : 8x 2 C n f�1;�2g; 1x+ 2 = a+ bx+ 2 � (x+ 1):En prenant la limite lorsque x tend vers �1, on trouve : 1 = a.iii. On multiplie ette fois par (x+ 2) : 8x 2 C n f�1;�2g; 1x+ 1 = ax+ 1 � (x+ 2) + b:En prenant la limite lorsque x tend vers �2, on trouve : �1 = b.iv. Par onséquent,Z 10 dx(x+ 1)(x+ 2) = Z 10 � 1x+ 1 � 1x+ 2� dx = h ln jx+ 1j � ln jx+ 2ji10 = 2 ln 2� ln 3:v. On applique la même méthode. Le degré du numérateur étant stritement inférieur au degré dudénominateur, le théorème 4 a�rme l'existene de omplexes �1; : : : ; �n tels que8x 2 C n f�1; : : : ;�ng; 1(x+ 1) � � � (x+ n) = nXk=1 �kx+ kSoit k 2 [[1; n℄℄. Pour déterminer �k, nous utilisons la tehnique dérite en (ii). Nous multiplionsette égalité par x+ k : pour tout x 2 C n f�1; : : : ;�ng,1(x+ 1) � � � (x+ k � 1)(x+ k + 1) � � � (x+ n)= �k + (x + k)� �1x+ 1 + � � �+ �k�1x+ k � 1 + �k+1x+ k + 1 + � � �+ �nx+ n�En prenant la limite de ette expression lorsque x tend vers �k, on trouve :�k = 1(�k + 1) � � � (�1) � 1 � � � (n� k) = (�1)k�1(k � 1)!(n� k)! = 1(n� 1)! � (�1)k�1�n� 1k � 1�:Ainsi :Z 10 dx(x+ 1) � � � (x+ n) = Z 10  nXk=1 1(n� 1)! � �n� 1k � 1� � 1x+ k! dx= nXk=1 1(n� 1)! � (�1)k�1�n� 1k � 1� � Z 10 dxx+ k= 1(n� 1)! nXk=1(�1)k�1�n� 1k � 1�(ln(k + 1)� ln k)= 1(n� 1)!  nXk=1(�1)k�1�n� 1k � 1� ln(k + 1)� nXk=1(�1)k�1�n� 1k � 1� ln(k)!= 1(n� 1)!  nXk=1(�1)k�1�n� 1k � 1� ln(k + 1)� (�1)k n�1Xk=0�n� 1k � ln(k + 1)! :Or, ln(1) = 0 et �n�1n � = 0 par onvention, don la deuxième somme peut être indexée de 1 à n,et donZ 10 dx(x+ 1) � � � (x+ n) = 1(n� 1)!  nXk=1(�1)k+1�n� 1k � 1� ln(k) + nXk=1(�1)k+1�n� 1k � ln(k + 1)!= 1(n� 1)! nXk=1(�1)k+1 ��n� 1k � 1�+�n� 1k �� ln(k + 1)= 1(n� 1)! nXk=1(�1)k�1�nk� ln(k + 1); d'après la formule de Pasal.(b) Deuxième exemple. 6



i. Soit P = 1 et Q = (X � 1)(X2 � 1) = (X � 1)2(X + 1). Comme deg(P ) < deg(Q), la partiepolynomiale de la déomposition en éléments simples est nulle. De plus, les raines de Q sont 1,de multipliité 2, et �1, de multipliité 1. Ainsi, d'après le théorème 4, il existe des omplexesa, b et  tels que :8x 2 C n f1;�1g; 1(x � 1)(x2 � 1) = ax� 1 + b(x� 1)2 + x+ 1 :ii. Pour déterminer b, multiplions par (x� 1)2 :8x 2 C n f1;�1g; 1x+ 1 = a(x� 1) + b+ x+ 1 � (x� 1)2:En prenant la limite lorsque x tend vers 1, on obtient : b = 12 .Pour déterminer , multiplions par x+ 1 :8x 2 C n f1;�1g; 1(x� 1)2 = ax� 1 � (x + 1) + b(x� 1)2 � (x+ 1) + :En prenant la limite lorsque x tend vers �1, on obtient :  = 14 .iii. Multiplions par x : 8x 2 C n f1;�1g; x(x� 1)(x2 � 1) = axx� 1 + bx(x� 1)2 + xx+ 1 :En prenant la limite de ette expression en +1, il vient : 0 = a+ , soit : a = � = � 14 .iv. On en déduit que :Z 120 dx(x � 1)(x2 � 1) = Z 120 �� 1=4x� 1 + 1=2(x� 1)2 + 1=4x+ 1� dx= �14(ln 12 � ln 1)� 12 � 112 � 1 � 1�1�+ 14(ln 32� ln 1)= 14 ln 2 + 12 + 14 ln 3� 14 ln 2 = 14 ln 3 + 12 :Partie IV � Autour d'une onjeture d'Ilie� et SendovSoit S 2 C [X ℄ un polyn�me à oe�ients omplexes, de degré au moins égal à 2. Soit z une raine de S. Ondit que S et z véri�ent (IS) s'il existe une raine � du polyn�me dérivé S0 telle que jz � �j 6 1. On dit que Svéri�e (IS) si pour toute raine z de S, z et S véri�ent (IS).Conjeture 5 Tout polyn�me de degré au moins égal à 2 et dont les raines sont de module au plus égal à 1véri�e (IS).1. D'après le théorème de d'Alembert-Gauss, le nombre de raines de P omptées ave multipliité est égalau degré n de P . Don : mPi=0�i = n. De plus, P est sindé, et de oe�ient dominant an, don :P = an mYi=0(X � zi)�i :2. Soit P un polyn�me de degré 2, de raines r et s (éventuellement égales) et de oe�ient dominant �.Alors P = �(X�r)(X�s). En dérivant e produit, on obtient : P 0 = �(X�r)+�(X�s) = �(2X�(r+s)):Par onséquent, la raine de P 0 est r+s2 . On véri�e que ette raine est à distane moins de 1 des rainesde P (e qui graphiquement est évident puisqu'il s'agit du milieu des deux raines, qui sont de moduleau plus un, don éloignées d'au plus 2) :����r � r + s2 ���� = ����r � s2 ���� 6 jrj+ jsj2 6 1 + 12 = 1:Don P et r véri�ent (IS), et de même, P et s véri�ent (IS). Par onséquent, P véri�e (IS).7



3. (a) Si �i > 2, alors zi est aussi raine de P 0, et il existe don une raine de P 0 à distane 0 (don inférieurà 1) de zi. On en déduit que P et zi véri�ent (IS).(b) Si P n'a pas de raine simple, pour tout i 2 [[0;m℄℄, �i > 2, et d'après la question préédente, P etzi véri�ent (IS). Cela étant vrai ave toute raine de P , P véri�e (IS).4. Pour tout i 2 [[0;m℄℄, zi est raine d'ordre �i � 1 de P 0. Ainsi, mQi=0(X � zi)�i�1 divise P 0. Il existe donun polyn�me Q tel que P = Q � mYi=0(X � zi)�i�1:De plus, les zi ne sont pas raines de Q, sinon leur multipliité dans P 0 ne serait pas égale à �i� 1. Ainsi,Q n'admet que des raines distintes des zi. De plus,deg(Q) = deg(P 0)� deg mYi=0(X � zi)�i�1! = n� 1� (n� (m+ 1)) = m:Ainsi, d'après le théorème de d'Alembert-Gauss, Q admet exatement m raines w1; : : : ; wm (pas foré-ment distintes entre elles, mais distintes des zi). Il existe don un omplexe � tel que :P 0 = � � mYi=0(X � zi)�i�1 � mYj=1(X � wj):Le omplexe � est le oe�ient dominant de P 0, égal à nan (obtenu en dérivant anXn).5. On suppose �0 = 1.(a) Dérivons l'expression de P trouvée dans la première question :P 0 = an mXi=0 �i(X � z0)�0 � � � (X � zi)�i�1 � � � (X � zm)�m :Ainsi : P 0nan mQi=0(X � zi)�i�1 = 1n mXi=0 �i(X � z0) � � � (X � zi�1)(X � zi+1) � � � (X � zm):D'après la question 4, on obtient don l'identité :1n mXi=0 �i(X � z0) � � � (X � zi�1)(X � zi+1) � � � (X � zm) = mYj=1(X � wj):Évaluons ette expression en z0. Les termes de la somme de gauhe s'annulent tous en z0, sauf eluiorrespondant à i = 0. Ainsi :mYj=1(z0 � wj) = �0n (z0 � z1) � � � (z0 � zm) = 1n mYi=1(z0 � zi):(b) On suppose que n > 2m. Alors :i. ����� mQj=1(z0 � wj)����� 6 12n mQi=1 jz0 � zij 6 1,ar pour tout i 2 [[1;m℄℄, jz0 � zij 6 jz0j+ jzij 6 2.ii. Au moins un des fateurs du produit du (i) est de module inférieur à 1. Il existe don j 2 [[1;m℄℄tel que jz0 � wj j 6 1. Ainsi, P et z0 véri�ent (IS).iii. De même, pour toute raine simple z de P , P et z véri�ent (IS) (même raisonnement), et d'aprèse qu'on a vu plus haut, si z est une raine multiple de P , P et z véri�ent (IS). Ainsi, pour touteraine z de P , P et z véri�ent (IS), e qui signi�e que P véri�e (IS).() On ne suppose plus n > 2m, mais toujours �0 = 1. Soit j 2 f1; : : : ;mg.8



i. On a, pour tout z 2 C n fz0; : : : ; zmg : P 0(z)P (z) = mXi=0 �iz � zi :En évaluant en wj (distint des zi), on obtient : 0 = P 0(wj)P (wj) = mXi=0 �iwj � zi = mXi=0 �i(wj � zijwj � zij2Ainsi : wj � mXi=0 �ijwj � zij2 = mXi=0 �izijwj � zij2 :En posant pour tout i 2 [[0;m℄℄, �i = 1jwj � zij2 > 0, on obtient :wj = mPi=0 �izimPi=0 �i ; soit, en onjuguant : wj = mPi=0�izimPi=0�i :Cela est bien l'expression d'un baryentre à oe�ients stritement positifs des zi, i 2 [[0;m℄℄.ii. Ainsi, jwj j 6 mPi=0�ijzijmPi=0�i 6 mPi=0�i1mPi=0�i = 1:iii. Si z0 = 0, puisque n > 2 et �0 = 1, on a forément m > 1. Ainsi, l'ensemble fwj ; j 2 [[1;m℄℄gdes raines de P 0 qui ne sont pas raines de P est non vide. Soit don j 2 [[1;m℄℄ et wj une telleraine. Alors : jz0 � wj j = jwj j 6 1;e qui montre que P et z0 = 0 véri�ent (IS).iv. D'après le point préédent, P et 0 véri�ent (IS). De plus, si z est une autre raine de P , z estune raine multiple, et d'après (3a), P et z véri�ent (IS). Ainsi, pour toute raine z de P , P etz véri�ent (IS), e qui signi�e que P véri�e (IS).6. (a) Soit sj , j 2 [[1; k℄℄ les raines deux à deux distintes de P 0, de multipliités respetives i, i 2 [[1; k℄℄.Alors, pour tout z 62 fsj ; j 2 [[1; k℄℄g, si on regroupe dans la somme les termes ti égaux,n�1Xi=0 1z � ti = kXj=0 Xijti=sj 1z � sj = kXj=0 Cardfi j ti = sjgz � sj :Or, le ardinal de fi j ti = sjg est le nombre de raines de P 0 égales à sj , 'est-à-dire la multipliitéde la raine sj dans P 0, don i. Ainsi :n�1Xi=0 1z � ti = kXj=1 jz � sj = P 00(z)P 0(z) ;d'après le théorème 1 appliqué à P 0.(b) Supposons que P et z0 ne véri�ent pas (IS). Alors, pour toute raine ti de P 0, jz0 � tij > 1, d'où :����P 00(z0)P 0(z0) ���� < n�1Xi=1 1 = n� 1:En ontraposant, si ����P 00(z0)P 0(z0) ���� > n� 1, alors P et z0 véri�ent (IS).() i. L'énoné était faux. Il fallait lire : P 00(z0)P 0(z0) = 2Q0(z0)Q(z0) (il manquait un fateur 2, et l'égalitén'était vraie que pour z0...)Cei étant orrigé, nous obtenons, en dérivant l'équation (X � z0)Q = P :P 0 = (X � z0)Q0 +Q et P 00 = (X � z0)Q00 + 2Q0:Ainsi : P 0(z0)P 00(z0) = 2 Q(z0)Q0(z0) : 9



ii. Or, puisque �0 = 1, les raines de Q sont elles de P sauf z0, ave même multipliité.Par onséquent, d'après le théorème 1 : Q(z0)Q0(z0) = mXi=1 �iz0 � zi :Il en déoule que : P 00(z0)P 0(z0) = 2 mXi=1 �iz0 � zi :(d) On suppose que z0 = 1.i. Soit z = a+ i b tel que jzj 6 1 et jzj 6= 1. Alors a2 + b2 6 1, et :11� z = 11� a� i b = 1� a+ i ba2 + b2 + 1� 2a:Ainsi, Re� 11� z� = 1� aa2 + b2 + 1� 2a:Or, a < a2 + b2 6 1 (l'inégalité strite provient de z 6= 1), don 0 < a2 + b2 + 1� 2a 6 2� 2a.La fontion inverse étant déroissante sur R�+ , il vient alors :Re� 11� z� > 1� a2� 2a = 12 :ii. Puisque z0 = 1, les autres raines zi sont distintes de 1, et de plus, par hypothèse, pour touti 2 [[1;m℄℄, jzij 6 1. D'après la question préédente, il vient don :Re mXi=1 �i1� zi! = mXi=1 �iRe� �i1� zi� > mXi=1 �i2 = 12  mXi=0 �i � �0! = n� 12 :iii. D'après la question (6) orrigée, il en résulte que Re�P 00(z0)P 0(z0) � > n�1, don, d'après la question(6a) : n�1Xi=1 Re� 11� ti� > n� 1:Cette somme de n� 1 réels étant plus grande que n� 1, au moins un des réels de la somme estplus grand que 1 (raisonner par l'absurde !). Ainsi, il existe i 2 [[1; n� 1℄℄ tel que Re( 11�ti ) > 1.iv. Soit i tel que dans la question préédente, et soit ti = a+ i b. AlorsRe� 11� ti� = 1� aa2 + b2 + 1� 2a > 1;soit : 1� a > a2 + b2 + 1� 2a, puis : a2 + b2 � a 6 0, puis : �a� 12�2 + b2 6 14 .On obtient don : jti � 12 j 6 12 .Alors jti � 1j 6 jti � 12 j+ j 12 � 1j 6 12 + 12 = 1.On en déduit qu'il existe une raine ti de P 0 telle que z0 = 1 et ti véri�ent jz0 � tij 6 1. Ainsi,P et z0 véri�ent (IS).(e) On suppose que jz0j = 1 et �0 = 1. Soit ~P le polyn�me égal à ~P (X) = P (z0X) (on e�etue unerotation d'angle opposé à l'argument de z0, pour ramener z0 en 1). Alors les raines de P sont 1 etles z0 � zi, i 2 [[1;m℄℄, et les raines de ~P 0 sont les z0 � ti. Il existe don, d'après le point préédent,une raine z0 � ti de ~P 0 tel que jz0ti � 1j 6 1, don une raine ti de P 0 tel que jti � z0j 6 jz0j = 1:Ainsi, P et z0 véri�ent (IS).7. Soit z une raine de P .� Si z est une raine multiple, P et z véri�ent (IS) d'après la question (3a).� Si z est une raine simple, elle est soit nulle, soit de module 1, et P et z véri�ent (IS) soit d'après laquestion (5)-iii, soit d'après la question (6e).Ainsi, P véri�e (IS).
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