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ECS 3/4 — Mathématiques

Correction du Devoir surveillé n°® 6
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Partie I — Décomposition « en éléments simples » de %

Théoréme 1 Soit P un polynome de C[X] dont l'ensemble des racines est R = {r1,...,rs}, la multiplicité de

3 e [L,s]. Alors Ve C\R, L&) _§~_a
r; €tant oy, pour tout i € [1,s]. Alors : Vo € C\ R, P(:U)_Za:—rz'

1. La fonction de R\ R — R qui & z associe 1;((;) est la dérivée de la fonction qui & z associe In |P(z)].

(N’oubliez pas les valeurs absolues SVP!)

Or, il existe A € R tel que : Ve € R\ R, P(x —/\l_Ia:—rZ

Ainsi : Ve €e R\ R, In|P(z)| =In|\ + Zai1n|az —ril,

i=1

d'oi, en derivant bar:VeeR\R, L) Z -
ou, en dérivant par rapport a z : Va , = .
P(x) —x—r

Cela fournit donc une égalité entre deux fractions rationnelles sur presque tout R, en tout cas sur une
infinité de valeurs. Or, soit % et % deux fractions rationnelles (A, B, C, D sont des polynomes). Si elles
coincident sur une infinité de valeurs, alors le polynome AD — BC s’annule en une infinité de valeurs, et
seul le polynome nul a une infinité de valeurs. Ainsi, AD — BC est le polynéme nul (sur C). On en déduit
que % et % coincident en tout complexe z n’annulant ni B ni D.

. P'(z) . ow
Au final, on obtient donc : Vo € C\ R, P = ; .

2. Le résultat qu’on a démontré de maniére analytique dans la question 1 se retrouve de maniére purement
formelle (et donc aussi pour les polynomes de C[X]) en utilisant les régles de dérivation de produits. En
effet, soit P € C[X] tel que dans I’énoncé du théoréeme. Il existe A € C tel que :

=A H —7r)”
En dérivant ce produit, on trouve :

= AZ =) (X =) g (X =) 9T (X =) (X =)

Par conséquent, pour tout z € C\ R,

(z) /\Z X—r)® (X =)t 0y - (X =)t (X =) (X =)™ i -
P(z) AMX =) (X —rg)es _j_lx—rj'
Remarquez bien que je me garde bien d’écrire une fraction rationnelle avec une variable formelle X, puisque
nous n’avons vu la signification d’une telle variable que dans le cadre des polynomes.

Partie II — Le théoréme de Bezout

Théoréme 2 Soit P et Q) deux polyndmes premiers entre euz qui ne soient pas tous les deux constants. Alors
il existe deuz polynomes U et V tels que UP +VQ =1 et degU < deg @ et degV < deg P.

Corollaire 3 Soit P et () deux polynomes premiers entre eux qui ne soient pas tous les deuzx constants, et A un
troisiéme polynome tel que deg A < deg P+deg Q). Alors il existe deux polynomes U etV tels que UP+V Q) = A
et degU < deg(@ et degV < deg P.



1. Soit P et ) deux polyndémes premiers entre eux tels que deg P > deg Q). On note R le reste de la division
euclidienne de P par Q.
(a) Si P est constante, d’aprés I’énoncé, deg(Q) < 0, et P et () sont tous les deux constants, ce qui
contredit I’hypothése de I’énoncé. L’hypothése n’étant pas satisfaite, le théoréme est vrai!

Cette discussion n’a donc pas vraiment de sens. En fait, ’énoncé inversait P et @. Il fallait supposer

@ constant. Dans ce cas, soit () = A, pour une certaine valeur A € C*. Alors il suffit de choisir V = %

et U =0.On a bien :
UP+VQ=1, degU = —o0 < deg Q) et degV =0 < deg P

On suppose que P et () sont tous les deux non constants.

(b) Si R est nul, alors @ divise P, et comme par hypothése () n’est pas constant, il admet (d’apres le
théoréme de d’Alembert-Gauss) une racine dans C, qui est donc aussi racine de P. Cela contredit le
fait que P et ) sont premiers entre eux. Ainsi, R est non nul.

Il existe un polynéome A € C[X] tel que P = AQ + R. Soit alors une racine r de @ ; elle n’est pas
racine de P puisque P et () sont premiers entre eux. Donc :

R(r) = P(r) = A(r)Q(r) = P(r) #0.

Ainsi, r n’est pas racine de R. Par conséquent, () et R n’ont pas de racine commune, et comme ils
sont non nuls, ils sont premiers entre eux.

(c) Supposons que le théoréme de Bezout soit vrai pour @) et R. Alors il existe (et on se donne) des
polynémes U et V tels que UQ + VR = 1. De plus, R = P — AQ, donc UQ + V(P — AQ) = 1, puis
(U—-AV)Q + VP = 1. Il suffit de poser Uy =V et Vo = U — AV pour avoir UpP + V@ = 1.

2. On régle ici les conditions de degré qu’on n’a pas considérées dans la question précédente. Soit P, @, Uy
et Vo des polynomes tels que UgP + Vp@Q = 1. Alors, en effectuant la division euclidienne de Uy par @,
on obtient l'existence de deux polynomes A et B, avec deg B < deg @, tels que Uy = AQ + B. Alors, en
remplacant dans ’équation Uy P + V() = 1, on obtient :

(AQ+B)P+Vp,Q =1 soit: BP + (AP +Vp)Q = 1.
Posons U = B et V = AP + V. Alors deg U < deg @ et, puisque U # 0 (sinon @ est constante) :
degV + deg @ = deg(VQ) = deg(l —UP) < degUP = degU + deg P < deg P + deg @,

soit : deg V' < deg P.

3. Soit pour tout n € N : P(n) : « Le théoréme de Bezout est vrai pour tous polynomes P et ) tels que
n = min(deg(P), deg(Q)) ».
P(0) est vrai, car c’est le cas ot un des deux polynomes (et un seul) est de degré 0, donc constant, et
quitte a échanger le role de P et @), on est dans les conditions de la question 1la.
Soit n € N* et supposons que pour tout m € [0,n — 1], P(m) soit satisfait. Soit P et @ tels que
min(deg(P), deg(Q)) = n. Alors, quitte a échanger le role de P et @, on peut supposer que deg () = n. Sui-
vons les étapes de la question 1. Soit R le reste de la division de P par Q. Alors () et R sont premiers entre
eux, ne sont pas tous les deux constants (car n > 1), et puisque deg R < deg @, min(deg R, deg Q) < n.
Ainsi, on peut appliquer ’hypothése de récurrence a @ et R : le théoréme de Bezout est vrai pour @ et R.
D’aprés la question lc, puis la question 2, on en déduit qu’il est vrai pour P et ). Ainsi, P(n) est vérifié.
D’aprés le principe de récurrence, P(n) est vrai pour tout n € N. Cela montre le théoréme 2.

4. Soit P et @@ deux polynomes premiers entre eux, non tous les deux constants. D’aprés le théoréme de
Bezout, il existe deux polynémes Uy et Vj tels que UpP + VpQ = 1, donc AUGP + AVLQ = A.

Effectuons la division euclidienne de AUy par @, il existe donc B et R deux polyndmes tels que AUy =
BQ + R, et deg R < deg Q. Ainsi :

(BQ+R)P+AVLQ=A soit: RP + (AVy + BP)Q = A.
On a deg R < deg @, et par un raisonnement similaire a la question 2, du fait que deg A < deg P + deg @,
deg(AVy + BP) + deg @@ = deg(A — RP) < max(deg RP,deg A) < deg P + deg @,

soit : deg(AVy + BP) < deg P. 11 suffit donc de poser U = R et V = AV, + BP.



5

(a) procedure division(P,Q:polynome; var S,R:polyndme);

begin
S:=0*monome (0); {quotient initial nul}
R:=P; {reste initial égal a P}
while deg(R) >= deg(Q) do
begin

S:=S+coefficient (R,deg(R))/coefficient(Q,deg(Q))*monome(deg(R)-deg(Q));
R:=R-coefficient(R,deg(R))/coefficient(Q,deg(Q))*Q;
end;
end;

(b) On va suivre le procédé de la démonstration qu’on a faite : si un des polyndomes est constant, on
peut donner directement le résultat, sinon, on se raméne a (@, R), couple en lequel on évaluera
récursivement 1’algorithme. Une discussion sera nécessaire pour savoir lequel des deux polynémes P
et @ est de plus petit degré.
procedure Bezoutl(P,Q:polynome; var U,V:polynome);
var S,R,U1,V1,W:polynome;
begin
if (deg(P)<=0) and (deg(Q)<=0) then writeln(’erreur’) else

if deg(P)=0
then
begin
U:= 1/constante(P)*monome (0) ; {Si P constante, U=1/P et V=0}
V:=0*monome (0) ;
end
else
if deg(Q)=0
then
begin
V:= 1/constante(Q)*monome(0); {Si Q constante, V=1/Q et U=0}
U:=0xmonome (0) ;
end
else
if deg(P) >= deg(Q)
then
begin
division(P,Q,S,R); {Calcul du reste R}
Bezout1(Q,R,U1,V1); {Bezout appliqué & Q et R, d’aprés 1b}
U:=V1; {expression de U et V d’aprés 1c}
V:=U1-S%V1;
end
else
begin
division(Q,P,S,R); {De méme en inversant le rdle de P et Q}
Bezout1(P,R,U1,V1);
V:=V1;
U:=U1-S%*V1;
end;
end;

(c) Il s’agit d’implémenter la question 2 :
procedure Bezout2(P,Q:polynome;var U,V:polynome) ;
var U0,V0,A,B:polynome;
begin

Bezout1(P,Q,U0,V0);
division(U0,Q,A,B);

U:=B;
V:=A*P+VO0;
end;



Partie III — Décomposition en éléments simples

Théoréme 4 Soit P et () deuz polynomes de C[X| premiers entre euz, et R = {ry,...,rs} Uensemble des
racines (complexes) distinctes de Q). Alors il existe une décomposition de g de la forme suivante :

o
~ Ay

Vz € C\ R, P(x; :E(x)+iFi(x), ol Vi e [l,s], Ve € C\ R, Fi(m)zz(az—r')j

)

Q)

Jj=1

a; étant Uordre de multiplicité de la racine r; dans Q, E étant un polynome de C[X], et les \;; étant des
nombres complexes.

1. Soit i € [1, s]. Alors, pour tout j € [1, a;], Q est divisible par (X — r;)?. Ainsi, ()?i_’jr?)j est un polynéme
de degré d < deg Q. Par conséquent, Q(X)F;(X) est un polynoéme de degré strictement plus petit que

celui de ). On obtient donc I’égalité :

P=EQ+) QF,

i=1

s
ol > QF; est un polynome de degré strictement plus petit que celui de ). D’aprés "unicité du quotient
et czlulreste de la division euclidienne de P par @), on en déduit que E est unique, et est égal au quotient
de cette division.
Supposons que le théoréme soit vrai pour tout (P, Q) tels que deg P < deg Q. Soit P; et P> deux polynomes
quelconques. Effectuons la division euclidienne de P, par @) : il existe E et P tels que P, = EQ, + P,
puis :
Pi(z) B P(z)
Q1(2) Q1(2)’
avec cette fois deg P < deg Q1. Ainsi, d’aprés notre hypothése, le théoréme est vrai pour le couple (P, @Q)1).
Les racines et leur multiplicité apparaissant dans le théoréme pour ce couple sont celles de ()1, donc les

s

Vze C\R,

mémes que celles pour le couple (Pr, Q7). Ainsi, I'expression Y F; est de la méme forme dans les deux
i=1

expressions, et I’on passe de 'une a 'autre en rajoutant le polynéme E. Cela prouve le théoréme pour le

couple (P, Q1).

Par conséquent, on déduit le cas général du cas ou deg P < deg Q.
2. Exemples.

(a) Soit P = X*et Q = (X —2)(X —1)(X + 1)(X + 2). Déterminons E, le quotient de P par Q. Ce
sont deux polyndémes de méme degré, de méme coefficient dominant, donc E = 1. De plus les quatre
racines de () sont simples donc les expressions F; sont de la forme

1
Vo € C\ R, Fi(z) :Zﬁ _ it

Hr-n T —r;

On en déduit qu’il existe des complexes a, b, ¢ et d tels que :

Ve e C\{1,2,—1,-2} i it by e 4
e T (-2 (z-D(z+D(z+2) r—2 z-1 z+4+1 =z+2

(b) On détaille moins les exemples suivants. On commence par effectuer la division de X° + 1 par
(X?2+ X +1)?=X*+2X3+3X%+ 2X + 1. Le quotient est £ = X — 2. De plus, les racines de @
sont j = e et 42, de multiplicité 2 chacune. Ainsi, il existe des complexes a, b, c et d tels que :

z°+1 a b ¢ d
Ve e C\{j,j*}, —————— =a—2 .
ze C\{j,j"}, T P ksl praseys ey 75
(c) Soit P=1et @ =X"(X —1). Ici, deg(P) < deg @, donc E = 0. De plus, 1 est racine simple de @
et 0 est racine d’ordre n. Ainsi, il existe des complexes ay, ..., a, et b tels que :
1 a,  as a, b

veeC\{0,1}, —— = —4+ = 4...4 2 .
z€CA{0, 1}, an(z —1) PR e |



4. La question n’a de sens que si s > 1; dans le cas inverse, le résultat est trivial avec P; = 0.
Puisque @ est unitaire, Q@ = (X —r1)* (X —r9)*2 -+« (X —1r5)% . Or, (X —7)* et (X —ro)*2 -+ - (X —r4)%
s

s
sont premiers entre eux, de degrés respectifs a; et Y a;. Comme deg P < deg@ = ay + > «;, on peut
i=2 i=2
utiliser le corollaire du théoréme de Bezout : il existe des polynomes A; et Py, tels que :

PX)=A(X)(X=r)* - (X =rg)% + P (X)(X —r), et deg(A;) < ay, deg(P) < Zai.

=2
Soit de tels polynomes A; et P;. Alors :
P(x) _ A(X)(X =) (X —rg)% + P (X)(X —rp)
Q(z) (X =) (X —rg)ez o (X —rg)es
AW Pu(a)
(x—rp)*r  (z—rg)e - (z—rg)%

Vz € C\ R,

5. On raisonne par récurrence sur I’entier s N*. Si s = 1, le résultat est trivial. De plus la question précédente
permet de se ramener d’un produit de s termes & un produit de s — 1 termes, ce qui fournit I’hérédité de
la récurrence.

6. On raisonne par récurrence sur « € N* pour montrer l’existence.

Sia=1,degP =0, donc P est une constante A, il suffit de poser A\g = A.

Soit n € N*. Supposons la propriété d’existence vraie pour des polynomes P de degré au plus n — 1 (donc
a < n), et soit A un polynome de degré n (donc a = n + 1). Soit A\, = A\y—1 son coeflicient dominant.
Alors le degré de A — A\, 1(X — )@ ! est au plus n; de plus, le coefficient de son terme de degré n est
nul. Donc A est de degré d < n. Il existe donc, d’aprés ’hypothése de récurrence, des scalaires Ag, - .., Ag
tels que

A=A (X =m)* =X+ (X =)+ + A (X =)L

En posant A\g+1 =--- = Ay—2 = 0, on obtient :

A= )\0 +/\1(X —7‘) +"'+>‘a—1(X _T)a—l'

D’aprés le principe de récurrence, la propriété d’existence est donc vérifiée pour tout o. Montrons main-
tenant l'unicité. Soit Mg, ..., Aq—1, €t fo, - -, Ha—1 tels que :

A=X+MX =)+ F A X =) P =po+ (X =7) + -+ pa 2 (X —7)*

Alors = (Ao = o) + (A1 = ) (X =) + -+ (At = pta_1)(X —1)* 4 = 0.
Si (Aoy---sAa—1) # (1o, - - -5 Ha—1), il existe un plus grand indice k € [0, — 1] tel que Ay # pg. Alors :

(Ao = o) + (1 = i) (X = 1)+ -+ (e = ) (X = 1) =0,

puis:  deg (Ao — po) + (At — p)(X —7) + -+ 4+ (A — ) (X —1)¥) = k # —o0,
d’ott une contradiction.

7. Soit i € [1,s]. Alors, d’aprés la question précédente, il existe des complexes A; q;,..., A1 (remarquez
I'inversion des d’indices effectuée) tels que :

Ai =i +Niai (X =) o+ X (X =)™ h

‘ ‘ : Ai(z) iy
On obtient alors, en quotientant par (z — r;)® : Vo € C\ R, m = ; m

On pose F; égal a cette expression, et on retombe exactement sur ’énoncé du théoréme 4.
8. Application au calcul d’intégrales
(a) Premier exemple

i. Soit P = 1let @ = (X 4+ 1)(X + 2). Comme deg P < deg@, la partie polynomiale de la
décomposition en éléments simples est nulle : E = 0. De plus, @) admet deux racines —1 et —2
de multiplicité 1. Donc, d’aprés le théoréme 4, il existe des complexes a et b tels que

1 a b

VazEC\{—l,—2}: (I+1)(~T‘|‘2) :x+1+l‘+2-




1 b
ii. O Itipli 1:V C\{-1,-2 = - 1).
ii. On multiplie par = + zeC\{-1,-2}, PP a+x-|-2 (z+1)
En prenant la limite lorsque x tend vers —1, on trouve : 1 = a.
1 a
i. O Itipli tte foi 2):V C\{-1,-2 — =
i. On multiplie cette fois par (z +2) : Vz € C\ {-1, -2}, oo

En prenant la limite lorsque x tend vers —2, on trouve : —1 = b.

(z+2)+0.

=

i
iv. Par conséquent,

1 1
dz 1 1 1
e — de = |1 1| =1 2]] =2In2 —1n3.
/0 (z+1)(z+2) /0 <$+1 $+2> ! [n|x+ |~ nfe+ |0 ! !

v. On applique la méme méthode. Le degré du numérateur étant strictement inférieur au degré du
dénominateur, le théoréme 4 affirme I'existence de complexes Aq,..., A, tels que

n Ak

1
Ve e C\Le b o T Tk

Soit k € [1,n]. Pour déterminer Az, nous utilisons la technique décrite en (ii). Nous multiplions

cette égalité par x + k : pour tout z € C\ {—1,...,—n},
1

(z+1)--(xz+k-1)(x+k+1)--(z+n)
_ A1 Ak—1 Akt1 An
_Ak+(x+k)<az+1+ Tevk-1 ork+1 T oan

En prenant la limite de cette expression lorsque z tend vers —k, on trouve :

A= ! I e A 1).(—1)k—1<n—1>.

(kD) (D 1k G-Dm—R_ @m_1! k-1
Ainsi
/01 (m+1)-o-b-c(mm):/01 (kZ: (ni1)!'<zii>'x+k> de

Yot ()

_ (n_l 5 ;:(—1)’“—1 <Z B i) (In(k+ 1) — lnk)

_ (n_l 5 (knl(—ml <Z_ 1) In(k + 1) kZ; <n B i) ln(k)>
_ ﬁ (Z(_nk—l <Z_ ) In(k + 1) i < ) In(k + 1)>

k=0

Or, In(1) =0 et (" ") = 0 par convention, donc la deuxiéme somme peut étre indexée de 1 & n,

et done
/01 CESY dx(w ey Sy i I (é(_l)kH (Z: i) In(k +é 1)kt < > In(k + 1))
B () (e
= ! 0 é(—n“ (Z) In(k + 1), d’aprés la formule de Pascal.

(b) Deuxiéme exemple.



i. Soit P=1et Q= (X —-1)(X?>—-1) = (X —1)%(X +1). Comme deg(P) < deg(Q), la partie
polynomiale de la décomposition en éléments simples est nulle. De plus, les racines de ) sont 1,
de multiplicité 2, et —1, de multiplicité 1. Ainsi, d’aprés le théoréme 4, il existe des complexes

a, b et c tels que :

Ve e C\{1,-1},

« 4 b
(z = 1)

c
z+1

1)

rz—1

1
(x —1)(2? —

ii. Pour déterminer b, multiplions par (z — 1)? :

1 —
z+1

_ _ _C  (z-1)?
Ve e C\{1,-1}, a(x 1)+b+x+1 (x —1)=.

En prenant la limite lorsque x tend vers 1, on obtient : b = %
Pour déterminer ¢, multiplions par x + 1 :

Vz e C\ {1,-1},

En prenant la limite lorsque x tend vers —1, on obtient : ¢ =

iii.

En prenant la limite de cette expression en +o0, il vient : 0 = a + ¢, soit : a = —¢c = —

iv. On en déduit que :

1
/2
0

dz

Multiplions par  : Yo € C\ {1, -1},

(z —1)(z* —1)

1 o a
rz—1

(-1

b
. N+ —
@+D+

1

i
n bx
(z-1)

T

@D - 1)

ax CT

z+1°

z—1 2t

1
L
T 1/4
/0 <_x—1 +

1 1

1/2

1/4
w-1? "

d
x+1> v

1/ 1 1\ 1
S )+ -(n32-Inl
2(;—1 —1>+4(Il nl)

Ly
2

1

2

lln3—%ln?:lln3+

1
S ln?2
netoty 4

4

Partie IV — Autour d’une conjecture d’Ilieff et Sendov

Soit S € C[X] un polynome a coefficients complezes, de degré au moins égal a 2. Soit z une racine de S. On
dit que S et z vérifient (IS) s’il existe une racine { du polynome dérivé S’ telle que |z — (| < 1. On dit que S
vérifie (IS) si pour toute racine z de S, z et S vérifient (IS).

Conjecture 5 Tout polynome de degré au moins égal a 2 et dont les racines sont de module au plus égal @ 1

vérifie (IS).

1. D’aprés le théoréme de d’Alembert-Gauss, le nombre de racines de P comptées avec multiplicité est égal

m
au degré n de P. Donc : Y «; = n. De plus, P est scindé, et de coefficient dominant a,,, donc :

=0

Par conséquent, la racine de P’ est

r+s
2

. Soit P un polynome de degré 2, de racines r et s (éventuellement égales) et de coefficient dominant .
Alors P = AM(X —r)(X —s). En dérivant ce produit, on obtient : P’

AMX =)+ A(X —5) = A2X —(r+s)).
. On vérifie que cette racine est & distance moins de 1 des racines

de P (ce qui graphiquement est évident puisqu’il s’agit du milieu des deux racines, qui sont de module
au plus un, donc éloignées d’au plus 2) :

r—+s

r—s| 7| + |s] <1—|—1:

1.

r—

2

2 | 2 2

Donc P et r vérifient (IS), et de méme, P et s vérifient (IS). Par conséquent, P vérifie (IS).



3. (a) Sia; > 2, alors z; est aussi racine de P’, et il existe donc une racine de P’ a distance 0 (donc inférieur
a 1) de z;. On en déduit que P et z; verlﬁent (IS).
(b) Si P n’a pas de racine simple, pour tout i € [0,m], a; > 2, et d’aprés la question précédente, P et
z; vérifient (IS). Cela étant vrai avec toute racine de P, P vérifie (IS).

m

4. Pour tout i € [0,m], z; est racine d’ordre a; — 1 de P’. Ainsi, [](X — 2;)® ! divise P'. Il existe donc
=0
un polynoéme @ tel que
m
P = Q . H(X — Zi)aiil.
=0

De plus, les z; ne sont pas racines de ), sinon leur multiplicité dans P’ ne serait pas égale & a; — 1. Ainsi,
() n’admet que des racines distinctes des z;. De plus,

deg(Q) = deg(P') — deg (H(X — zi)o‘i1> =n—1—-(n—(m+1)=m.
i=0
Ainsi, d’aprés le théoréme de d’Alembert-Gauss, ) admet exactement m racines wy, ..., w,, (pas forcé-

ment distinctes entre elles, mais distinctes des z;). Il existe donc un complexe A tel que :

m m
Pr= XX =zt (X —w)).
i=0 j=1

Le complexe A est le coefficient dominant de P’, égal a na,, (obtenu en dérivant a,, X").
5. On suppose ag = 1.

(a) Dérivons 'expression de P trouvée dans la premiére question :

P'=ap Y oi(X = 20) - (X = 2)* 7o (X = z) .
=0
L P’ 1
Ainsi : =— Zai(X —20) (X —zim) (X —zig1) - (X — zi).
nay, H( — )t s

D’apres la questlon 4, on obtient donc l'identité :

m

%Zai(X —20) (X —zi1)(X —zig1) - (X — 2) =
=0 J

—

(X —w;).

Evaluons cette expression en zg. Les termes de la somme de gauche s’annulent tous en zp, sauf celui
correspondant a ¢ = 0. Ainsi :

(z0 — 24)-

.ES
SN
.EE

Il
-
s
Il

(ZO—U)J') = %(20—21)"'(2‘0—zm) —

7 1

(b) On suppose que n > 2. Alors :

. m m
i. | IT (20 — wy)| < 5w [T |20 — 2] <
j=1 i=1

car pour tout i € [1,m], |z0 — zi| < |z0] + |zi] < 2

ii. Au moins un des facteurs du produit du (i) est de module inférieur & 1. Il existe donc j € [1,m]
tel que |zp — w;| < 1. Ainsi, P et zo vérifient (IS).

iii. De méme, pour toute racine simple z de P, P et z vérifient (IS) (méme raisonnement), et d’aprés
ce qu’on a vu plus haut, si z est une racine multiple de P, P et z vérifient (IS). Ainsi, pour toute
racine z de P, P et z vérifient (IS), ce qui signifie que P vérifie (IS).

(c) On ne suppose plus n > 2™, mais toujours ag = 1. Soit j € {1,...,m}.



: P(z) -z
En évaluant en w; (distinct des z;), on obtient : 0 = Prw;) = i A Em: (W] — %
I ! P(wj) wj—z o fwy - zi|?
7z
Ainsi : w;
! Z |w3 - zz|2 Z lwj — 2>
1
En posant pour tout ¢ € [0,m], \; = ——— > 0, on obtient :
lwj — 2
m m
> Aizi 2 Aizi
Wy = =2 , soit, en conjuguant : wj ==

PR XA
=0 i=0

Cela est bien 'expression d’un barycentre a coeflicients strictement positifs des z;, ¢ € [0, m].
ii. Ainsi,
m
Z Ailzi| 30 Ail
i=0 -1
X " m — 4.

i NS
=0 3

lw;| <

ili. Si zp =0, puisque n > 2 et ap = 1, on a forcément m > 1. Ainsi, ’ensemble {w;,j € [1,m]}
des racines de P’ qui ne sont pas racines de P est non vide. Soit donc j € [1,m] et w; une telle
racine. Alors :

20 — wj| = w;| <1,

ce qui montre que P et zp = 0 vérifient (IS).

iv. D’apres le point précédent, P et 0 vérifient (IS). De plus, si z est une autre racine de P, z est
une racine multiple, et d’aprés (3a), P et z vérifient (IS). Ainsi, pour toute racine z de P, P et
z veérifient (IS), ce qui signifie que P vérifie (IS).
(a) Soit sj, j € [1,k] les racines deux & deux distinctes de P’, de multiplicités respectives v;, i € [1, k].
Alors, pour tout z & {s;,j € [1,k]}, si on regroupe dans la somme les termes ¢; égaux,

g ul Card{i | t; =
Yy Y z: ey
i= b j=0 it =s; J J

Or, le cardinal de {i | t; = s;} est le nombre de racines de P’ égales & s;, c’est-a-dire la multiplicité
de la racine s; dans P’, donc ;. Ainsi :

n—1 k
Z 1 _ Z Vi P"(z)
G-t Hzosg P'(2)’

d’apres le théoréme 1 appliqué a P'.
(b) Supposons que P et zp ne vérifient pas (IS). Alors, pour toute racine t; de P', |z — t;| > 1, d’our :

P”(Zo) n—1
< 1=n-1.
| <5
PII
En contraposant, si P,((ZO)) >n — 1, alors P et zo vérifient (IS).
20

(¢c) i. L’énoncé était faux. Il fallait lire : I;,I((;g)) = 2%((55’)) (il manquait un facteur 2, et l'égalité

n’était vraie que pour zp...)
Ceci étant corrigé, nous obtenons, en dérivant I’équation (X — z9)Q = P :

P =(X—-2)Q +Q et P = (X —20)Q" +2Q".




ii. Or, puisque ap = 1, les racines de @ sont celles de P sauf zg, avec méme multiplicité.

SR

Par conséquent, d’aprés le théoréme 1 :

" ZO) B 2i a;
) i F0 T A

O_Zt

Il en découle que :
(d) On suppose que zyp = 1.
i. Soit 2 =a+1ib tel que |z| < 1et |z] # 1. Alors a? +b? < 1, et :

1 1  l—a+ib
11—z 1—-a—ib a24+b02+1-2a

1 1—a
Ainsi, Re == ‘ .
b (1—,2) a?+b?+1-2a
Or, a < a® + b? < 1 (linégalité stricte provient de z # 1), donc 0 < a? +b* +1 —2a < 2 — 2a.
La fonction inverse étant décroissante sur R , il vient alors :

1 l-a 1
> = —.
Re(l—z>/2—2a 2

ii. Puisque zp = 1, les autres racines z; sont distinctes de 1, et de plus, par hypothése, pour tout
i € [1,m], |zi] < 1. D’apreés la question précédente, il vient donc :

i O[z'_]. i _’I’L—].
Re(Zl_Z) ZaRe(l_Z>/i_1?—§<§a1—ao>— 5

i=1

iii. D’aprés la question (6¢) corrigée, il en résulte que Re (P”(( g))) > n—1, donc, d’aprés la question

(6a) :

ZRe(l_t> n—1.

Cette somme de n — 1 réels étant plus grande que n — 1, au moins un des réels de la somme est
plus grand que 1 (raisonner par ’absurde!). Ainsi, il existe ¢ € [1,n — 1] tel que Re( ) > 1.

iv. Soit i tel que dans la question précédente, et soit t; = a +ib. Alors

1 1—a
R S >1,
e(l—ti> 2t +1-2a°

soit : 1 —a > a?+b%>+1—2q, puis : a®> + > —a <0, puis : (a—%)z-l-b2 <Lt

On obtient donc : |t; — 3| < 3

Alors |t; =1 < [t — 3|+ |3 1 <5 +5 =1

On en déduit qu'’il existe une racine ¢; de P’ telle que zo = 1 et ¢; vérifient |z — ¢;| < 1. Ainsi,
P et z vérifient (IS).

(e) On suppose que |2p| = 1 et ag = 1. Soit P le polynome égal & P(X) = P(2X) (on effectue une
rotation d’angle opposé a 'argument de zp, pour ramener zp en 1). Alors les racines de P sont 1 et
les Zp - zi, © € [1,m], et les racines de P’ sont les Zg - t;. 11 existe donc, d’aprés le point précédent,
une racine zg - t; de P’ tel que |Zot; — 1] < 1, donc une racine t; de P’ tel que |t; — zo| < |20] = 1.
Ainsi, P et zg vérifient (IS).

7. Soit z une racine de P.
e Si z est une racine multiple, P et z vérifient (IS) d’aprés la question (3a).
e Si z est une racine simple, elle est soit nulle, soit de module 1, et P et z vérifient (IS) soit d’aprés la
question (5c¢)-iii, soit d’aprés la question (6e).
Ainsi, P vérifie (IS).
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