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tion de l'interrogation no 21. Voir le 
ours !2. Voir le 
ours !3. Si P 6= 0, alors P admet au plus n ra
ines 
omptées ave
 multipli
ité, puisque P est de degré au plus n.Cela 
ontredit l'énon
é, qui donne n+ 1 ra
ines distin
tes pour P .4. Le reste R est 
ara
térisé par :9Q 2 R[X ℄; 9R 2 R1 [X ℄; (X 
os t+ sin t)n = (X2 + 1)Q+R = (X2 + 1)Q+ aX + b;où on a é
rit R = aX + b. En évaluant en i, on obtient :a i +b = (i 
os t+ sin t)n = in(
os t� i sin t)n = in(e� i t)n = in e� intOn remarquera qu'i
i, on n'a pas besoin d'évaluer en � i, 
ela donnerait la même équation. On peut se
ontenter d'identi�er parties réelles et parties imaginaires. Ainsi, en distinguant suivant la parité de n (à
ause du in) : ( a = (�1)n2+1 sin(nt) b = (�1)n2 
os(nt) si n est paira = (�1)n�12 
os(nt) b = (�1)n�12 sin(nt) si n est impair.5. Soit P tel que P 0 divise P , et soit n le degré de P . On ne peut pas avoir P 6 0, 
ar alors P 0 = 0, et 0 nedivise au
un polyn�me. Ainsi, n > 1.Soit r1; : : : ; rk les ra
ines deux à deux distin
tes de P , de multipli
ités respe
tives �1; : : : ; �k. Alors,d'après le théorème de d'Alembert Gauss, kPi=1�i = n.Pour tout i 2 [[1; k℄℄, �i est ra
ine de multipli
ité �i � 1 de P 0, et P 0 n'admet pas d'autre ra
ine, 
ar P 0divise P (don
 toutes les ra
ines de P 0 sont aussi des ra
ines de P ). Ainsi, le nombre de ra
ines de P 0
omptées ave
 multipli
ité est kPi=1(�i�1) = kPi=1�i�k = n�k. D'après le théorème de d'Alembert-Gauss,
e nombre doit être égal au degré de P 0, don
 n� 1. Ainsi, k = 1. Le polyn�me P n'admet don
 qu'unera
ine, qui est for
ément de multipli
ité n. Ainsi, il existe � 2 C et r 2 C tels que P = �(X � r)n.Ré
iproquement, 
es polyn�mes 
onviennent.6. Il s'agit des ra
ines 4e de � i = e� i �2 . Une ra
ine pari
ulière est e� i �8 . On trouve les autres en multipliant
elle-
i par les quatre ra
ines 4e de 1, à savoir 1, i, �1 et � i. Ainsi, les ra
ines de X4 + i sont :fe� i �8 ; ei 3�8 ; ei 7�8 ; ei 11�8 g:7. On utilise bien sûr l'exponentielle 
omplexe !nXk=0�nk� 
os(kx) = Re nXk=0�nk�ei kx! = Re((1 + eix)n) (formule du bin�me)= Re�e inx2 (e i x2 + e� i x2 )n� (pensez à symétriser !)= Re�e inx2 2n 
osn x2� = 2n 
os nx2 
osn x2 :
1


