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ECS 4 — Mathématiques

Correction de P’interrogation n® 2

1. Voir le cours!
2. Voir le cours!

3. Si P # 0, alors P admet au plus n racines comptées avec multiplicité, puisque P est de degré au plus n.

Cela contredit 1’énoncé, qui donne n + 1 racines distinctes pour P.

4. Le reste R est caractérisé par :
3Q € RIX], 3R € Ry [X], (X cost +sint)" = (X2 +1)Q+R=(X?+1)Q+aX +b,
ol on a écrit R = aX + b. En évaluant en i, on obtient :
ai+b= (icost +sint)" =i"(cost —isint)® =i"(e” )" =ite~ 1INt

On remarquera qu’ici, on n’a pas besoin d’évaluer en —i, cela donnerait la méme équation. On peut se

contenter d’identifier parties réelles et parties imaginaires. Ainsi, en distinguant suivant la parité de n (&

¥

5. Soit P tel que P’ divise P, et soit n le degré de P. On ne peut pas avoir P < 0, car alors P’ =0, et 0 ne

cause du i") :
(=1)%*tsin(nt)

(=1)% cos(nt)  sin est pair
(—1)";1 sin(nt) sin est impair.

n—1

b=
(=1)"= cos(nt) b=

divise aucun polynéme. Ainsi, n > 1.
Soit 71,...,7 les racines deux & deux distinctes de P, de multiplicités respectives «q,...,ay. Alors,

k
d’aprés le théoréme de d’Alembert Gauss, Y a; = n.

i=1
Pour tout ¢ € [1,k], a; est racine de multiplicité o; — 1 de P’, et P’ n’admet pas d’autre racine, car P’

divise P (donc toutes les racines de P’ sont aussi des racines de P). Ainsi, le nombre de racines de P’
k k

comptées avec multiplicité est > (a; — 1) = > a; —k = n—k. D’apreés le théoréme de d’Alembert-Gauss,
=1 i=1

ce nombre doit étre égal au degré de P, donc n — 1. Ainsi, k = 1. Le polynéme P n’admet donc qu’une

racine, qui est forcément de multiplicité n. Ainsi, il existe A € C et r € C tels que P = A\(X —r)".

Réciproquement, ces polyndmes conviennent.

6. 11 s’agit des racines 4¢ de —i = e~ ' 2. Une racine pariculiére est e~! 5. On trouve les autres en multipliant

celle-ci par les quatre racines 4° de 1, & savoir 1, i, —1 et —i. Ainsi, les racines de X* +1i sont :
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7. On utilise bien sir ’exponentielle complexe !

Zn: <Z> cos(kz) = Re (zn: <Z> el ’“) =Re((1+¢'*)")  (formule du binome)

k=0 k=0

Re (e% (e% + e_Tim)n) (pensez & symétriser !)
ine x nT T
Re (eT 2" cos™ —) = 2" cos — cos" —.
2 2 2



