
Ly
ée Carnot Pour le jeudi 5 janvier 2005ECS 4 � MathématiquesA. Troes
h Devoir Maison no 10 � Temps d'attente de la première série de r su

èsL'objet de 
e problème est l'étude d'une suite d'expérien
es de Bernoulli, indépendantes et de même paramètrep (
e
i signi�ant qu'à 
haque expérien
e, la probabilité de su

ès est égale à p, où p est un réel donné tel que0 < p < 1).Dans la partie I, on établit des résultats préliminaires d'analyse, avant d'étudier dans la partie II l'obtentionde r su

ès 
onsé
utifs (où r désigne un entier donné tel que r > 2).PARTIE I � Étude d'une suite dé�nie par une ré
urren
eOn se propose dans 
ette partie d'obtenir la limite d'une suite (un)n2N véri�ant, pour tout entier natureln > r � 1, la relation : un + pun�1 + p2un�2 + � � �+ pr�1un�r+1 = pr: (1)1. Montrer qu'il existe un réel a, que l'on expli
itera en fon
tion de r et p, tel que la suite (vn)n2N dé�niepour tout n 2 N par vn = un � a véri�e la relation de ré
urren
e :8n > r � 1; vn + pvn�1 + p2vn�2 + � � �+ pr�1vn�r+1 = 0:2. On note !r = e 2 i�r la ra
ine r-ième de l'unité de plus petit argument stri
tement positif. Montrer que lepolyn�me Xr�1 + pXr�2 + p2Xr�3 + � � �+ pr�1 = 0:admet r � 1 ra
ines distin
tes, que l'on exprimera en fon
tion de p et !r.3. Montrer qu'il existe des nombres 
omplexes �1; : : : ; �r�1 tels que pour tout n > 0,vn = (�1!nr + �2!2nr + � � �+ �r�1!(r�1)nr )pn:4. Déterminer l'existen
e et la valeur de la limite de (vn)n2N, puis de 
elle de (un)n2N. On rappelle que0 < p < 1.PARTIE II � Temps d'attente du r-ième su

èsOn se propose, dans 
ette partie, d'étudier la réalisation de suites de r su

ès 
onsé
utifs au 
ours de la suitedes expérien
es de Bernoulli dé
rites dans le préambule.Pour tout entier n > 1, on désignera par Sn l'événement :� Obtenir un su

ès à la n-ième expérien
e. �1. Probabilité d'obtenir au moins une suite de r su

ès.On 
onsidère, pour tout entier n > 1, l'événement En = Srn�(r�1) \ � � � \ Srn�1 \ Srn, 
'est-à-dire :� Obtenir un su

ès aux expérien
es rn� (r � 1); : : : ; rn� 1 et rn. �(a) Déterminer la probabilité des événements suivants :n\k=1Ek = E1 \ � � � \ Ek et +1\k=1Ek = E1 \ � � � \Ek \ � � � :(b) En déduire que l'obtention de r su

ès 
onsé
utifs est un événement presque-
ertain.2. Probabilité d'obtenir une suite de r su

ès s'a
hevant à la n-ième expérien
e.Pour tout entier n > r, on désigne par Un l'événement :� Obtenir une suite de r su

ès 
onsé
utifs s'a
hevant à la n-ième expérien
e, dont au
un d'eux n'a déjàété 
omptabilisé dans une suite antérieure de r su

ès 
onsé
utifs. �Par exemple, si r = 3, et si on désigne par S l'obtention d'un su

ès et par E l'obtention d'un é
he
, lasuite d'expérien
es représentée par :S S S S S S S E E S S S S S E S E S S S S E : : :mène à la réalisation des événements U3, U6, U12, U20, : : :, 
'est-à-dire de suites de 3 su

ès 
onsé
utifss'a
hevant aux expérien
es 3, 6, 12, 20, : : :. 1



On note en�n un la probabilité de l'événement Un. On posera par 
onvention u0 = 1 et u1 = u2 = : : : =ur�1 = 0.(a) Montrer que la réalisation de l'événement Sn�(r�1) \ : : : \ Sn�1 \ Sn implique la réalisation d'unet un seul des événements Un�(r�1); : : : ; Un�1; Un pour n > r, et en déduire que la suite (un)n2N�véri�e la relation (1). Quelle est la limite L de un lorsque n tend vers +1 ?(b) En déduire la limite, quand n tend vers +1, de la probabilité pour qu'un suite de 2 �Fa
e� (respe
-tivement de 2 �as�) 
onsé
utifs s'a
hève à la n-ième expérien
e dans une suite de jets d'une piè
eéquilibrée (respe
tivement d'un dé à 6 fa
es équilibré).3. Étude de la première suite de r su

ès 
onsé
utifs.On désigne par X la variable aléatoire indiquant le numéro n de l'expérien
e où, pour la première fois,s'a
hève une suite de r su

ès 
onsé
utifs. Dans l'exemple donné dans la question 2, X prend don
 lavaleur 3. On posera par 
onvention P (X = 0) = P (X = 1) = � � � = P (X = r � 1) = 0.(a) Véri�er à l'aide des résultats obtenus à la question 1 que +1Xn=1P (X = n) = 1:(b) On pose, pour tout nombre réel x appartenant à l'intervalle [0; 1[ : U(x) = +1Xn=0unxn:Justi�er la 
onvergen
e de 
ette série, puis établir à l'aide de (1) que :U(x) = 1 + (px)r1� (px)r � 1� px1� x :(
) Pour tout entier n > r, montrer que, si l'événement Un est réalisé, une première suite de r su

ès
onsé
utifs s'est a
hevée à l'une des n premières expérien
es. En déduire la relation suivante, pourtout entier n > 1 : un = nXk=0P (X = k)un�k (2)(d) À tout 
ouple de séries 
onvergentes à termes positifs P an et P bn, on asso
ie la série, dite série-produit P 
n où pour tout n 2 N, 
n = a0bn + � � �+ akbn�k + � � �+ anb0.Véri�er que pour tout entier naturel n : nXk=0 
k 6 nXk=0 ak � nXk=0 bk 6 2nXk=0 
k:En déduire la 
onvergen
e et la somme de la série-produitP 
n.(e) On pose, pour tout nombre réel x appartenant à l'intervalle [0; 1℄ : G(x) = +1Xn=0P (X = n)xn:Justi�er la 
onvergen
e de 
ette série, puis déterminer une relation liant U(x) et G(x) pour tout réelx appartenant à [0; 1[ (on pourra multiplier (2) par xn et sommer les égalités obtenues pour n > 1).(f) En déduire l'expression de G(x) pour 0 6 x < 1, puis véri�er que G est 
ontinue, y 
ompris en x = 1.4. Temps d'attente moyen de la première suite de r su

ès 
onsé
utifs.(a) On admet que l'on peut dériver terme à terme la fon
tion G sur [0; 1℄.Déterminer l'espéran
e de la variable aléatoire X , numéro de l'expérien
e où s'a
hève la premièresuite de r su

ès 
onsé
utifs.(b) On suppose que p = 12 (piè
e équilibrée), puis p = 16 (dé équilibré), et l'on e�e
tue à 
haque se
ondeune expérien
e.Donner dans un tableau en se
ondes, minutes, heures, jours, années le temps moyen d'attente de lapremière suite de r su

ès 
onsé
utifs lorsque r = 5, r = 10, r = 25.(À titre de 
omparaison, l'âge de l'Univers est estimé à 15 milliards d'années).
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