
Lyée Carnot Pour le jeudi 23 février 2006ECS 4 � MathématiquesA. Troesh Devoir Maison no 13Problème 1 � Où l'on retrouve un dénommé ThebyhevPartie I � Polyn�mes de Thebyhev de première espèeSoit (Tn)n2N la suite de polyn�mes dé�nie par :T0 = 1 T1 = X 8n 2 N; Tn+2 = 2XTn+1 � Tn:1. (a) Montrer que pour tout n 2 N� , Tn est un polyn�me.Déterminer son degré de Tn, sa parité et son oe�ient dominant, ainsi que les valeurs de Tn(1) etTn(�1).(b) Montrer que : 8n 2 N , 8� 2 R, Tn(os �) = os(n�).() En utilisant la formule de Moivre puis la formule du bin�me, exprimer osn� omme un polyn�meen os �, et en déduire que :8n 2 N ; Tn = E(n2 )Xk=0 (�1)k� n2k�Xn�2k(1�X2)k:(d) Caluler, pour tout n 2 N , et tout � 2℄0; �[, T 0n(os(�)). En déduire que :8n 2 N ; (1�X2)T 00n �XT 0n + n2Tn = 0:2. (a) Soit n 2 N� . Déterminer, en utilisant la question 1b, l'ensemble des raines de Tn appartenant à[�1; 1℄, puis toutes les raines de Tn.(b) En déduire la déomposition de Tn en fateurs irrédutibles dans C [X ℄, puis dans R[X ℄.() Caluler, pour tout n 2 N� , n�1Qk=0 os� (2n+1)�2n �.3. Posons, pour tout n 2 N� , Tn = nPk=0 an;kXk.(a) Déterminer, pour tout n 2 N� , an;n et an;n�1.(b) En utilisant la question 1d, établir pour tout n > 2 et tout k 2 [[0; n� 2℄℄, une relation entre an;k etan;k+2.() En déduire, pour tout n 2 N� , l'expression des oe�ients de T2n et de T2n+1.Partie II � Polyn�mes de Thebyhev de deuxième espèeSoit (Un)n2N la suite de polyn�mes dé�nie par :U0 = 1; U1 = 2X; 8n 2 N ; Un+2 = 2XUn+1 � Un:1. Montrer que pour tout n 2 N , Un est un polyn�me dont on préisera le degré et le oe�ient dominant.2. Montrer que : 8n 2 N ; 8� 2 R; sin � � Un(os �) = sin((n+ 1)�).3. Déterminer pour tout n 2 N une relation entre Un et T 0n+1.4. En déduire pour tout n 2 N :(a) une expression des oe�ients de Un ;(b) une équation di�érentielle satisfaite par Un.5. Déterminer pour tout n 2 N les raines de Un.Pafnouti Lvovith Thebyhev : Okatovo (1821) � Saint-Pétersbourg (1894).1



Problème 2 � Calul de os �17Le but de e problème est de déterminer os �17 à l'aide de radiaux arrés.On note dans tout le problème a = �17 .Un onseil : posez soigneusement vos aluls, et n'essayez pas d'aller trop vite...1. Soit b 2 R, h 2 R�+ et n 2 N� . Montrer que :os(b) + os(b+ h) + � � �+ os(b+ (n� 1)h) = sin nh2 os �b+ (n� 1)h2 �sin h2 :2. On dé�nit deux réels x et y par :� x = os 3a+ os 5a+ os 7a+ os 11ay = osa+ os 9a+ os 13a+ os 15a:(a) Montrer que x+ y = � 12 .(b) Montrer que xy = �2(osa� os 2a+ os 3a� os 4a+ os 5a� os 6a+ os 7a� os 8a):On pourra utiliser une formule pour le produit de osinus, et se souvenir de la valeur de a et dessymétries du osinus ; armez-vous également de patiene.() En déduire que xy = �1.(d) En déduire un polyn�me du seond degré dont x et y sont les raines.(e) Justi�er que x > y (on pourra se souvenir de la valeur de a).(f) En déduire des expressions de x et y.3. On dé�nit quatre réels z, t, u et v par :8>><>>: z = os 3a+ os 5at = os 7a+ os 11au = osa+ os 9av = os 13a+ os 15a(a) Montrer que zt = � 14 et uv = � 14 .(b) En déduire des polyn�mes du seond degré dont z et t d'une part, et u et v d'autre part sont raines.() En déduire les valeurs de z, t, u et v.4. (a) Déterminer osa os 9a.(b) En déduire que :os �17 = 1�p1716 + p17�p178p2 + 18s17 + 3p17 + 1�p17p2 q17�p17 + 4p2q17 +p17:Il existe très peu de valeurs n pour lesquelles on peut aluler os �n ave des radiaux. Euler a montré queles seules valeurs de n pour lesquelles il existe une telle expression ave radiaux sont les nombres premiersde la forme 22n + 1 (appelés nombres de Fermat) et les produits de tels nombres. Autrement dit, les deuxplus petites valeurs premières de n après 17 pour lesquelles une telle expression existe sont 257 et 65537. Laméthode i-dessus s'adapte théoriquement au alul de os �257 et os �65537 , mais je vous laisse imaginer lesréjouissanes...Remarquez que, toujours d'après Euler, l'existene d'une expression ave radiaux de os �n est équivalente àla onstrutibilité à la règle et au ompas du polygone onvexe régulier à n �tés. Par exemple, omme vousl'evez peut-être vu au lyée, le pentagone est onstrutible, mais également les polygones à 17 �tés, à 257�tés (théoriquement !) et à 65537 �tés... En revanhe, l'heptagone ou le polygone à 11 otés ne sont pasonstrutibles à la règle et au ompas.À titre anetodique, la tombe d'Euler est ornée d'un polyg�ne régulier à 17 �tés.Leonhard Euler : Bâle (1707) � Saint-Pétersbourg (1783).2


