LyCEE CARNOT Pour le jeudi 23 février 2006
ECS 4 — Mathématiques
A. TROESCH

Devoir Maison n° 14

Probléme 1 — Ou ’on retrouve un dénommé Tchebychev

Partie I — Polynémes de Tchebychev de premiére espéce

Soit (T)nen la suite de polynémes définie par :
TO =1 Tl =X Vn € N, Tn+2 = 2XTn+1 — Tn

1. (a) Montrer que pour tout n € N*| T}, est un polynome.
Déterminer son degré de T, sa parité et son coefficient dominant, ainsi que les valeurs de T,,(1) et
T,.(-1).
(b) Montrer que : Vn € N, V8 € R, T},(cosf) = cos(nf).

(c) En utilisant la formule de Moivre puis la formule du bindme, exprimer cosnf comme un polynéme
en cosf, et en déduire que :

VneN, T,= (—=1)* (;) X2k — X2k,

(d) Calculer, pour tout n € N, et tout 6 €]0, x|, T}, (cos(#)). En déduire que :
Vn €N, (1 -XT" - XT! +n*T, =0.

2. Soit n € N*. Déterminer, en utilisant la question 1b, I’ensemble des racines de 7T;, appartenant a
[—1,1], puis toutes les racines de T,.

En déduire la décomposition de T, en facteurs irréductibles dans C[X], puis dans R[X].
n—1 .
(b) Calculer, pour tout n € N*, [] cos (%)
k=0

n
3. Posons, pour tout n € N*, T, = an X"
k=0

(a) Déterminer, pour tout n € N*, a, ., €t app_1.
(b) En utilisant la question 1d, établir pour tout n > 2 et tout k € [0,n — 2], une relation entre ay, j et
Un, k42 -

(c) En déduire, pour tout n € N*, 'expression des coefficients de 15, et de Top41.

Partie IT — Polynémes de Tchebychev de deuxiéme espéce

Soit (U,)nen la suite de polynomes définie par :
UO = ]., Ul = 2X, Vn € N, Un+2 = 2XUn+1 — Un

Montrer que pour tout n € N, U,, est un polyndéme dont on précisera le degré et le coefficient dominant.
Montrer que : Vn € N, VO € R, sinf - Up(cosf) = sin((n + 1)6).

Déterminer pour tout n € N une relation entre U, et 1}, .

- o=

En déduire pour tout n € N :
(a) une expression des coefficients de U, ;
(b) une équation différentielle satisfaite par U,,.

5. Déterminer pour tout n € N les racines de U,,.



Probléme 2 — Calcul de cos %
Le but de ce probleme est de déterminer cos 117 a laide de radicauz carrés.

On note dans tout le probléme a = .

Un conseil : posez soigneusement vos calculs, et n’essayez pas d’aller trop vite...

1. Soit b € R, h € R} et n € N*. Montrer que :

cos(b) + cos(b+ h) + - -+ cos(b + (n — 1)h) = sin 22 cos (b +(n— 1)%)

h
sin 3
2. On définit deux réels x et y par :
2 = cos 3a + cos da + cos Ta + cos 11a
y = cosa + cos9a + cos 13a + cos 15a.
(a) Montrer que z +y = 3.
(b) Montrer que zy = —2(cosa — cos 2a + cos 3a — cos4a + cos 5a — cos 6a + cos Ta — cos 8a).

On pourra utiliser une formule pour le produit de cosinus, et se souvenir de la valeur de a et des
symétries du cosinus; armez-vous également de patience.

(c) En déduire que zy = —1.

(d) En déduire un polyndome du second degré dont x et y sont les racines.
(e)

(f)

3. On définit quatre réels z, t, u et v par :

Justifier que z > y (on pourra se souvenir de la valeur de a).

En déduire des expressions de et y.

z = cos 3a + cos da
t = cosTa+ coslla
u = cosa + cos 13a
v = cos 9a + cos 15a

(a
(b

) Montrer que zt = —§ et uv = —1.

)
(c) En déduire les valeurs de z, ¢, u et v.

)

)

1
En déduire des polynomes du second degré dont z et ¢ d’une part, et u et v d’autre part sont racines.

4. (a) Déterminer cosa cos 13a.

(
(b) En déduire que :

il 1_*/1_ V1T~ 17 4+ 317 4 = Y17 — V17 VIT 4+ 4V2y/ 17 + V1T.

cos — 17 —

17 16 s\f 8 V2




