LYCEE CARNOT Pour le lundi 13 mars 2006
ECS 4 — Mathématiques
A. TROESCH

Devoir Maison n® 16 — Applications linéaires, matrices

Exercice — Soit C° I’ensemble des fonctions continues de R dans R, et C? l’ensemble des fonctions de R dans
R deux fois fois dérivables et de dérivée seconde continue sur R.
Soit T lapplication de C° dans ’ensemble de toutes les fonctions qui a f € C° associe la fonction T(f) définie

par : i
Vo € R (T(f))(z) = / F(t)sin(z — ) dt.
1. (a) Justifier que C° est un espace vectoriel, et qug C? en est un sous-espace vectoriel.
(b) Justifier que 7" est & valeurs dans C2.
(c) Justifier que T est un élément de £(C°,C?).
. Montrer que pour tout f € CY, T(f) + (T'(f))"” = f. En déduire le noyau de T
. Soit K = {g € C?]|g(0) = ¢'(0) = 0}.

(a) Montrer que K est un sev de C2.
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Montrer que I'image de 7" est incluse dans K.
Soit g € K. Calculer T'(g + ¢"'). En déduire l'image de T'.
Montrer que T est un isomorphisme de C° sur K.

)
)
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b) Montrer que pour tout g € K, T~(g) =g+ g".
) On pose pour tout z € R, s(z) = sinz. Calculer T'(s).
)

Déterminer une fonction f € C? telle que f" + f = s.

Probléme — Etude de séries de matrices

L’objet de ce probleme est d’étudier certaines séries de matrices Y, A, 0% (Ap)nen est une suite de matrice.

On s’intéresse notamment aux séries exponentielles, logarithmiques et géométriques

Soit p € N*. Soit pour tout n € n € N, A, € M,(R) (matrice carrée de taille n). On dit que la suite (Ap)nen
converge vers la matrice A € M,(R) si pour tout (i,j) € [1,p]?, la suite numérique des coefficients en position
(i,7) des matrices A, converge vers le coefficient en position (i,j) de A (convergence coefficient par coefficient).
La série Y A,, converge si et seulement si la suite de ses sommes partielles converge, ce qui équivaut & dire que
les séries convergent coefficient par coefficient.

+oo
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On admettra dans tout le probléme que : Vx €] — 1,1[, In(1 +z) = Z Vet

n
n=1

On définit, pour tout matrice A € Mp(R) pour laguelle les séries convergent :

+oo +00

An -4 - I)"

exp(A) = E o et In(A) = E (=1 7(1 ») .
n=0 : n=1

On se propose d’étudier ces deux séries, ainsi que la série géomérique, sur deux exemples explicites.

Partie I — Premier exemple

0 a 0 0

Soit p € N*, p > 2. Soit a € R. On pose A = | : e ol EMR).
: a
0 0



1. Dans cette question, p =4 et a = 1.

(a) Calculer explicitement A%, A, A2 A3 A* puis A™ pour tout n > 4.

(b) En déduire l’existence et 'expression de exp(A).

(c) Déterminer exp(—A).

(d) Calculer le produit exp(A) - exp(—A). Cela vous étonne-t-il ?

(e) On note C = exp(A) — I . Calculer C?, C3, C* puis C" pour tout n > 4.

(f) En déduire existence et la valeur de In(exp(A4)). Ce résultat est-il-étonnant ?
2. On revient au cas général.

(a) Montrer que pour tout n > p, A™ =0, et exprimer A" pour n € [1,p — 1]

(b) En déduire Pexistence de exp(A), ainsi que son expression sous forme d’une somme finie de puissances

de A. On essayera ensuite de représenter le résultat sous forme matricielle.
(¢) Calculer de méme exp(—A), puis jusitifiez que exp(—A) est 'inverse de exp(A4).
3. On considére & nouveau p =4 et a = 1.

(a) Montrer que Iy — A est inversible et calculer son inverse.
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(b) Calculer > A™ et comparer au résultat de la question précédente. Cela vous étonne-t-il ?
n=0

4. On revient au cas général.

+o0
(a) Montrer que > A"™ converge et calculer sa somme.
n=0

(b) En déduire (I, — A)~*.

Partie IT — Deuxiéme exemple

Jre(z )er=(iY)

Montrer que P est inversible, et calculer P~1.

Justifier que A = PDP!.

= wlot
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On pose A = <_

Wk Wit
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)

) Déterminer, pour tout n € N, D™.

) En déduire Pexistence et ’expression de exp(D).

) Montrer que exp(A) existe et que exp(A4) = Pexp(D)P~*.

(f) En déduire que exp(4) = 1 (
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2. (a) Calculer de la méme facon exp(—A).

(b) Calculer le produit exp(A) - exp(—A). Conclusion ?
3. On note B = exp(A). Notre but est de déterminer In(B) = Iln(exp(A)).
(a) Justifier qu’il existe une matrice diagonale D' que 1’on déterminera telle que B — I, = PD'P~1.
(b
(c

(d) En déduire Pexistence et la valeur de In(B). Le résultat vous étonne-t-il ?

Calculer pour tout n € N, D'".

Justifier existence de In(D' + I5) et donner son expression.
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