
Lyée Carnot Pour le lundi 13 mars 2006ECS 4 � MathématiquesA. Troesh Devoir Maison no 16 � Appliations linéaires, matriesExerie � Soit C0 l'ensemble des fontions ontinues de R dans R, et C2 l'ensemble des fontions de R dansR deux fois fois dérivables et de dérivée seonde ontinue sur R.Soit T l'appliation de C0 dans l'ensemble de toutes les fontions qui à f 2 C0 assoie la fontion T (f) dé�niepar : 8x 2 R; (T (f))(x) = Z x0 f(t) sin(x � t) dt:1. (a) Justi�er que C0 est un espae vetoriel, et que C2 en est un sous-espae vetoriel.(b) Justi�er que T est à valeurs dans C2.() Justi�er que T est un élément de L(C0; C2).2. Montrer que pour tout f 2 C0, T (f) + (T (f))00 = f . En déduire le noyau de T .3. Soit K = fg 2 C2 j g(0) = g0(0) = 0g.(a) Montrer que K est un sev de C2.(b) Montrer que l'image de T est inluse dans K.() Soit g 2 K. Caluler T (g + g00). En déduire l'image de T .4. (a) Montrer que T est un isomorphisme de C0 sur K.(b) Montrer que pour tout g 2 K, T�1(g) = g + g00.5. (a) On pose pour tout x 2 R, s(x) = sinx. Caluler T (s).(b) Déterminer une fontion f 2 C2 telle que f 00 + f = s.Problème � Étude de séries de matriesL'objet de e problème est d'étudier ertaines séries de matries PAn où (An)n2N est une suite de matrie.On s'intéresse notamment aux séries exponentielles, logarithmiques et géométriquesSoit p 2 N� . Soit pour tout n 2 n 2 N , An 2 Mp(R) (matrie arrée de taille n). On dit que la suite (An)n2Nonverge vers la matrie A 2Mp(R) si pour tout (i; j) 2 [[1; p℄℄2, la suite numérique des oe�ients en position(i; j) des matries An onverge vers le oe�ient en position (i; j) de A (onvergene oe�ient par oe�ient).La série PAn onverge si et seulement si la suite de ses sommes partielles onverge, e qui équivaut à dire queles séries onvergent oe�ient par oe�ient.On admettra dans tout le problème que : 8x 2℄� 1; 1[; ln(1 + x) = +1Xn=1 (�1)n+1xnnOn dé�nit, pour tout matrie A 2Mp(R) pour laquelle les séries onvergent :exp(A) = +1Xn=0 Ann! ; et ln(A) = +1Xn=1 (�1)n+1(A� Ip)nn :On se propose d'étudier es deux séries, ainsi que la série géomérique, sur deux exemples expliites.Partie I � Premier exempleSoit p 2 N� , p > 2. Soit a 2 R. On pose A = 0BBBBBBBB�0 a 0 � � � 0... . . . . . . . . . ...... . . . . . . 0... . . . a0 � � � � � � � � � 0
1CCCCCCCCA 2 Mp(R).
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1. Dans ette question, p = 4 et a = 1.(a) Caluler expliitement A0, A1, A2, A3, A4 puis An pour tout n > 4.(b) En déduire l'existene et l'expression de exp(A).() Déterminer exp(�A).(d) Caluler le produit exp(A) � exp(�A). Cela vous étonne-t-il ?(e) On note C = exp(A)� I4. Caluler C2, C3, C4 puis Cn pour tout n > 4.(f) En déduire l'existene et la valeur de ln(exp(A)). Ce résultat est-il-étonnant ?2. On revient au as général.(a) Montrer que pour tout n > p, An = 0, et exprimer An pour n 2 [[1; p� 1℄℄(b) En déduire l'existene de exp(A), ainsi que son expression sous forme d'une somme �nie de puissanesde A. On essayera ensuite de représenter le résultat sous forme matriielle.() Caluler de même exp(�A), puis jusiti�ez que exp(�A) est l'inverse de exp(A).3. On onsidère à nouveau p = 4 et a = 1.(a) Montrer que I4 �A est inversible et aluler son inverse.(b) Caluler +1Pn=0An et omparer au résultat de la question préédente. Cela vous étonne-t-il ?4. On revient au as général.(a) Montrer que +1Pn=0An onverge et aluler sa somme.(b) En déduire (Ip �A)�1.Partie II � Deuxième exempleOn pose A =  � 53 � 23� 13 � 43!, P =  2 �11 1 ! et D =  �2 00 �1!.1. (a) Montrer que P est inversible, et aluler P�1.(b) Justi�er que A = PDP�1.() Déterminer, pour tout n 2 N , Dn.(d) En déduire l'existene et l'expression de exp(D).(e) Montrer que exp(A) existe et que exp(A) = P exp(D)P�1.(f) En déduire que exp(A) = 13  2e�2 + e�1 2e�2 � 2e�1e�2 � e�1 e�2 + 2e�2 !.2. (a) Caluler de la même façon exp(�A).(b) Caluler le produit exp(A) � exp(�A). Conlusion ?3. On note B = exp(A). Notre but est de déterminer ln(B) = ln(exp(A)).(a) Justi�er qu'il existe une matrie diagonale D0 que l'on déterminera telle que B � I2 = PD0P�1.(b) Caluler pour tout n 2 N , D0n.() Justi�er l'existene de ln(D0 + I2) et donner son expression.(d) En déduire l'existene et la valeur de ln(B). Le résultat vous étonne-t-il ?
2


