
Lyée Carnot Avril 2006ECS 4 � MathématiquesA. Troesh Devoir Maison no 18 � DiagonalisationExerie 1 � Trois enfants Alie, Bob et Carmen jouent ave une balle.� Lorsque Alie a la balle, la probabilité qu'elle l'envoie à Bob est 0,75 et la probabilité qu'elle l'envoie àCarmen est 0,25.� Lorsque Bob a la balle, il l'envoie à Alie ave une probabilité de 0,75 et à Carmen ave une probabilité de0,25.� Carmen envoie toujours la balle à Bob.On désigne respetivement par An, Bn et Cn les probabilités pour qu'à l'issue du n-ième laner, e soit Alie,Bob ou Carmen qui ait la balle. A0, B0 et C0 représente une probabilité initiale de possession de la balle. Parexemple, si on préise que Alie a initialement la balle, alors A0 = 1, B0 = 0 et C0 = 0.1. Montrer qu'il existe une matrie arrée d'ordre 3 que l'on notera M , telle que :8n 2 N� ; 0B�An+1Bn+1Cn+11CA =M 0B�AnBnCn1CA :2. Déterminer les valeurs propres de la matrie M et les sous-espaes propres assoiés. On déterminera desbases de es sous-espaes propres.3. Montrer qu'il existe une matrie diagonaleD et une matrie inversible P d'ordre 3 telles queM = PDP�1.Expliiter P et P�1.4. En déduire la matrie Mn.5. Caluler les limites lorsque n tend vers +1 des probabilités An, Bn et Cn. Ces limites dépendent-ellesde l'enfant qui avait la balle au début de jeu ?Exerie 2 �Dans e problème, n désigne un entier naturel non nul.Si a0; : : : ; a2n sont 2n+ 1 omplexes, et Q 2 C 2n [X ℄ le polyn�me Q = 2nPk=0 akXk, on dé�nit le polyn�me s(Q)par : s(Q) = 2nPk=0 a2n�kXk:Partie I � Diagonalisation de s1. Généralités sur s.(a) Montrer que s est un endomorphisme de C 2n [X ℄.(b) Donner sa matrie dans la base anonique de C 2n [X ℄.2. Diagonalisation dans le as partiulier n = 1(a) Quelle est la matrie M de s dans e as partiulier ?(b) Déterminer les valeurs propres de M .() Montrer que M est diagonalisable, et la diagonaliser.(d) Donner une base de R2 [X ℄ onstituée de veteurs propres de s ; quelle est la matrie de s dans ettebase ?(e) Soit k 2 N� . Justi�er qu'il existe un endomorphisme t de C 2n [X ℄ tel que tk = s. On exhibera un telendomorphisme t (pas forément unique) en donnant sa matrie dans la base anonique.1



3. Étude du as général(a) Montrer que Spe(s) = f�1;+1g (on pourra onsidérer s2)(b) Déterminer une base de haun des sous-espaes propres de s (on pourra résoudre un ertain systèmelinéaire, en donnant une base de l'espae de ses solutions)() En déduire que s est diagonalisable, et donner une base de veteurs propres, ainsi que la matrie des dans ette base.(d) Soit M = 0BBBBB�0 � � � 0 1... . . . . . . 00 . . . . . . ...1 0 � � � 0
1CCCCCA 2M2n+1(C ), et soit k 2 N� . Montrer qu'il existe une matrie N telleque M = Nk. Donner k2n+1 matries N di�érentes répondant à la question.Exerie 3 � Reherhe des raines arrées d'une matrieLe but de et exerie est de trouver les raines arrées d'une matrie arrée A 2 M3(R), 'est-à-dire toutesles matries R telles que R2 = A. On étudie deux exemples.1. Exemple 1 : A = 0B�11 �5 5�5 3 �35 �3 3 1CA(a) Diagonaliser la matrie A. On expliitera notamment une matrie diagonale D et une matrie inver-sible P telle que D = P�1AP . On rangera les valeurs propres par ordre roissant sur la diagonalede D.(b) Caluler P�1.() Montrer que R est une raine arrée de A si et seulement si la matrie S = P�1RP est une rainearrée de D.(d) Soit S une raine arrée de D.i. Montrer que DS = SD.ii. En déduire que la matrie S est diagonale.iii. Donner toutes les raines arrées de R.(e) Donner toutes les raines arrées de A (on laissera le résultat sous forme d'un produit faisant inter-venir P et P�12. Exemple 2 : A = 0B�0 0 01 0 00 1 01CA(a) SoitM 2M3(R) une matrie nilpotente, et soit n sont indie de nilpotene, 'est-à-dire le seul entiertel que Mn = 0 et Mn�1 6= 0.i. Justi�er l'existene d'un veteur X 2 R3 tel que (X;MX; : : : ;Mn�1X) soit une famille libre.ii. En déduire que n 6 3.(b) Caluler A2, A3.() Soit R une raine arrée de A. Que vaut R4 ? R6 ? Conlusion ?(d) Soit plus généralement p 2 N� et A 2Mp(R) une matrie nilpotente, d'indie de nilpotene n.i. Montrer que si 2n� 1 > p, alors A n'admet pas de raine arrée.ii. Exhiber, pour toute valeur de p > 3, une matrie A nilpotente et admettant une raine arrée R(on pourra ommener par dé�nir R). Ainsi, on ne peut pas se passer de la ondition 2n+1 > p.
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