
Lyée Carnot Pour le Vendredi 12 mai 2006ECS 4 � MathématiquesA. Troesh Devoir Maison no 19Continuité d'une série de fontionsExemple d'une fontion ontinue sur R et dérivable nulle partPartie I � Une limite non ontinue de fontions ontinuesSoit I un intervalle de R, et soit (fn)n2N une suite de fontions de I dans R. On dit que la suite (fn)n2Nonverge simplement vers la fontion f : I ! R si pour tout x 2 I, la suite numérique (fn(x))n2N onvergevers f(x).Nous donnons un exemple montrant que si (fn) onverge simplement vers f , même si toutes les fontions fn,n 2 N sont ontinues, la fontion limite f n'est pas forément ontinue. Ainsi, la ontinuité n'est pas forémentpréservée par passage à la limite.Soit x0 2 R et n 2 N . On dé�nit la fontion fx0;n de R dans R par :8x 2 R; fx0;n(x) = e�n(x�x0)2 :1. Montrer que pour tout x0 2 R et pour tout n 2 N, fx0;n est de lasse C1.2. Montrer que la suite (fx0;n)n2N onverge simplement vers une fontion fx0 que l'on déterminera.3. fx0 est-elle ontinue sur R ?Soit m 2 N� , et x1; : : : ; xm des réels deux à deux distints. On onsidère pour tout n 2 N, la fontionfn = fx1;n + � � �+ fxm;n:4. Justi�er que pour tout n 2 N , fn est de lasse C1.5. Montrer que (fn)n2N onverge simplement vers une fontion qui n'est ontinue en auun des points xi,i 2 [[1;m℄℄.Partie II � Un ritère de ontinuité pour des séries de fontionD'après la partie préédente, on ne peut pas onlure diretement à la ontinuité de la limite d'une suite defontions ontinues (et don à la ontinuité d'une somme d'une série de fontions ontinues). L'objet de ettepartie est de donner un ritère simple de ontinuité d'une limite de suite de fontions ou d'une somme de sériede fontions.On dit que la suite (fn)n2N de fontions de I dans R onverge uniformément vers la fontion f si8" > 0; 9N > 0; 8x 2 I; 8n > N; jfn(x) � f(x)j < ":Ainsi, ontrairement au as de la onvergene simple, N est indépendant de x. On se donne une telle suite.1. Montrer que la suite (fx0;n)n2N de la partie I n'est pas uniformément onvergente.2. Justi�er qu'une suite uniformément onvergente est simplement onvergente.3. Montrer que pour tout ouple (x; y) 2 R2 , et tout n 2 N :jf(x)� f(y)j 6 jf(x)� fn(x)j + jfn(x)� fn(y)j+ jfn(y)� f(y)j:4. En déduire, en utilisant la dé�nition par ", que si (fn)n2N onverge uniformément vers f et que pour toutn 2 N, fn est ontinue sur I , alors f est ontinue en tout x 2 I .1



Soit P fn une série de fontions de I dans R. On dit P fn onverge simplement si pour tout x 2 I, P fn(x)onverge. On dit que P fn onverge uniformément si la suite des sommes partielles onverge uniformément.On dit que P fn onverge normalement s'il existe une suite positive (an)n2N tel que :Xan onverge, et 8n 2 N ; 8x 2 R; jfn(x)j 6 an:Ainsi, les an sont des majorants des fn, et P an onverge.5. Montrer que si P fn onverge normalement, alorsP fn onverge uniformément.Partie III � La fontion de Weierstraÿ : une fontion partout ontinue nulle part dérivableOn étudie ii une fontion, obtenue omme limite d'une série de fontion. On montre que ette fontion estontinue sur R, mais dérivable en auun point de R. L'exemple qui suit a été donné par Weierstraÿ en 1861, eta été le premier exemple de fontion partout ontinue et nulle part dérivable. Gini a ensuite donné toute unefamille de telles fontions. Un autre exemple, plus onstrutif, a été donné par Bolzano.Soit b 2℄0; 1[, et a un entier positif impair tel que ab > 1 + 32�. On dé�nit f par :8x 2 R; f(x) = +1Xn=0 bn os(an�x):1. Justi�er que pour tout b 2℄0; 1[, il existe au moins une valeur de a véri�ant les hypothèses voulues. Soitde telles valeurs2. Justi�er que f est bien dé�nie sur R (don que la série est simplement onvergente).3. Justi�er que la série dé�nissant f est normalement onvergente. En déduire que f est ontinue.Soit x 2 R. Soit h 2 R� . Soit m 2 N� . On poseSm(h) = 1h m�1Xn=0 bn(os(an�(x+ h))� os(an�x)) et Rm(h) = 1h +1Xn=m bn(os(an�(x + h))� os(an�x)):4. En utilisant le théorème des aroissements �nis, montrer que : 8h 2 R� ; jSm(h)j 6 � (ab)mab� 1 :Soit �m = E(amx+ 12 ), et �m = amx� �m. On pose hm = 1��mam .5. Justi�er que � 12 6 �m 6 12 , puis que jhmj 6 32am .6. Soit n un entier supérieur ou égal à m.(a) Justi�er que an�m(�m + 1) est de même parité que �m + 1.(b) En déduire que os(�an(x+ hm)) = (�1)�m+1.() Caluler de même os(�an�m�m) et sin(�an�m�m) en fontion de �m.(d) En déduire que os(an�x) = (�1)�m os(�an�m�m).7. En déduire que Rm(hm) = (�1)�m+1h +1Xn=m bn(1 + os(�an�m�m)).8. En déduire que jRm(hm)j > bmjhmj , puis que jRm(hm)j > �(ab)mab�1 . (On se souviendra de l'hypothèse sur ab)9. En déduire que : ����f(x+ hm)� f(x)hm ���� > 2(ab)m3 � ab� �1 + 3�2 �ab� 1 :10. (a) Quelle est la limite de ����f(x+ hm)� f(x)hm ���� lorsque m tend vers +1 ?(b) Montrer que f n'est pas dérivable en x.Le réel x ayant été hoisi quelonque, la fontion f (appelée fontion de Weierstraÿ), n'est dérivable en auunpoint de R, alors qu'elle est ontinue sur R.Karl Weierstraÿ : Ostenfelde (1815) � Berlin (1897)2


