
Ly
ée Carnot Pour le 17 septembre 2005ECS 4 � MathématiquesA. Troes
hDevoir Maison no 2 � ensembles et appli
ations : Groupes, lemme des 
inqPartie I � Groupes.Soit G un ensemble, muni d'une loi (multipli
ation par exemple) (x; y) 7! x � y. On dit que G est un groupe si :1. la loi est asso
iative : 8x; y; z 2 G; (x � y) � z = x � (y � z) ;2. il existe dans G un élément e appelé � neutre �, et noté tel que : 8x 2 G; e � x = x � e = x ;3. pour tout élément x de G, il existe un élément x0 de G tel que x � x0 = x0 � x = 0. L'élément x0 est appeléinverse de x et est noté x�1On dit de plus que le groupe est 
ommutatif (ou abélien) si la loi est 
ommutative : 8x; y 2 G; x � y = y � x.Lorsque G est un groupe abélien, on préfère souvent une notation additive à une notation multipli
ative pourla loi. Par exemple, l'asso
iativité s'é
rit alors (x + y) + z = x + (y + z). On appelle dans 
e 
as � opposé �l'inverse de x, et on le note �x au lieu de x�1.On note souvent le neutre 1 (en notation multipli
ative) ou 0 (en notation additive).1. Exemples.(a) Montrer que Z muni de l'addition usuelle est un groupe abélien. Même question pour R et pour C .(b) Est-
e que N muni de l'addition usuelle est un groupe ?(
) Montrer que f0g muni de l'addition dé�nie par 0 + 0 = 0 est un groupe abélien. On note plussimplement 0 
e groupe.(d) Montrer que f0; 1g est un groupe abélien lorsqu'on le munit de l'addition dé�nie par :0 + 0 = 0; 0 + 1 = 1 + 0 = 1 1 + 1 = 0:Ce groupe est noté Z=2Z (lire : � Z sur 2 Z �).(e) Plus généralement, on munit f0; 1; : : : ; n�1g de l'addition .+ (le point sert à la distinguer de l'additionusuelle dans N) suivante : pour tout i et tout j de f0; : : : ; n � 1g, i .+ j est dé�ni 
omme étant lereste de la division eu
lidienne de i+ j par n. Ainsi, i .+ j est le seul entier de f0; 1; : : : ; n� 1g telque i+ j � i .+ j mod n.Montrer qu'on dé�nit ainsi un groupe abélien. Ce groupe est noté Z=nZ.(f) R� muni de l'addition usuelle est-il un groupe ? R� muni de la multipli
ation habituelle est-il ungroupe ? Est-il abélien ? On note 
e groupe (R� ;�).(g) Mêmes questions ave
 le groupe multipli
atif (C � ;�).(h) Soit E un ensemble. Montrer que EE l'ensemble des fon
tions de E dans lui-même muni de la loi de
omposition des fon
tions est un groupe. Est-il abélien ?2. Soit G et H deux groupes. On munit G�H de l'addition suivante :8(g; g0) 2 G2; 8(h; h0) 2 H2; (g; h) � (g0; h0) = (g � g0; h � h0):Montrer que l'on dé�nit ainsi une stru
ture de groupe sur G�H , et que 
e groupe est abélien si G et Hsont abéliens.3. Soit G un groupe, et soit H � G un sous-ensemble de G.(a) Montrer que pour que H soit un groupe, il su�t que :� H soit non vide,� pour tout x et tout y de H , x � y soit en
ore un élément de H (stabilité de H par la loi de G).� pour tout x de H , x�1 est en
ore dans H .On dit que H est un sous-groupe de G.(b) Montrer que Z est un sous-groupe de R.(
) Soit n 2 N� . On note nZ = fn � x; x 2 Zg (l'ensemble des multiples de n). Montrer que nZ est unsous-groupe de Z. 1



(d) On note S1 = fz 2 C j jzj = 1g l'ensemble des 
omplexes de module 1. Montrer que S1 est unsous-groupe de (C � ;�).(e) Soit G un groupe de neutre 1, et soit H un sous-groupe de G. Montrer que 1 2 H .(f) Soit H et K deux sous-groupes d'un groupe G. Montrer que H \K est un sous-groupe de G.(g) H [K est-il for
ément un sous-groupe de G ?Partie II � Morphismes de groupesSoit G et H deux groupes, dont la loi est notée multipli
ativement. On note 1G et 1H les neutres respe
tifs deG et H. Un homomorphisme (ou morphisme de groupes) de G vers H est une appli
ation f : G �! H telleque pour tout (x; y) 2 G2, f(x � y) = f(x) � f(y):Soit f : G �! H un homomorphisme. On dé�nit :� le noyau de f : Ker(f) = fx 2 G j f(x) = 1Hg� l'image de f : Im(f) = fy 2 H j 9x 2 G; f(x) = yg = f(G).Un homomorphisme bije
tif est appelé isomorphisme.1. Soit f : G �! H un homomorphisme. Montrer que f(1G) = 1H .2. Montrer que Ker(f) est un sous-groupe de G et que Im(f) est un sous-groupe de H .3. Exemples (attention, dans la plupart des exemples, les groupes sont additifs, et le neutre est 0 et non 1)(a) Soit n 2 N, et soit f : Z �! Z dé�ni par f(m) = n �m. Montrer que f est un homomorphisme, etdéterminer sont noyau et son image.(b) Même question ave
 f : Z �! Z=nZ, où f(m) est le reste de la division eu
lidienne de m par n,don
 l'unique entier k de f0; : : : ; n� 1g tel que m � k mod n.(
) Même question ave
 f : (R;+) �! (R� ;�) dé�ni par f(x) = ex.(d) Même question ave
 f : (R;+) �! S1 dé�ni par f(x) = eix.4. Soit f : G �! H un homomorphisme. Montrer que f est surje
tive si et seulement si Im(f) = H et quef est inje
tive si et seulement si Ker(f) = 1G.5. Les homomorphismes de la question 3 sont-ils inje
tifs ? surje
tifs ? Lesquels sont des isomorphismes ?6. Soit G un groupe (additif), de neutre 0G. On 
onsidère le groupe 0 de la question I-1
.(a) Montrer qu'il existe un unique homomorphisme de 0 vers G. Pré
iser son noyau et son image. Est-
eune inje
tion ? une surje
tion ? un isomorphisme ? On note 0 
e morphisme.(b) Montrer qu'il existe un unique homomorphisme de G vers 0. Pré
iser son noyau et son image. Est-
eune inje
tion ? une surje
tion ? un isomorphisme ? On note également 0 
e morphisme.7. Soit G, H et K trois groupes, et f : G! H et g : H ! K deux homomorphismes. Montrer que g Æ f estun homomorphisme.Partie III � Suites exa
tesSoit G1; : : : ; Gn des groupes, et f1 : G1 ! G2; : : : ; fn�1 : Gn�1 ! Gn des homomorphismes :G1 f1�! G2 f2�! � � � fn�2�! Gn�1 fn�1�! Gn:1. Montrer que pour tout i 2 [[1; n� 2℄℄, fi+1 Æ fi = 0 si et seulement si Im(fi) � Ker(fi+1).Si 
ette 
ondition est véri�ée, on parle de suite de morphismes.On dit que G1 f1�! � � � fn�1�! Gn est une suite exa
te si et seulement si :8i 2 [[1; n� 2℄℄; Im(fi) = Ker(fi+1):2. (a) Quelle propriété sur f est traduite par le fait que 0 �! G f�! H est une suite exa
te ? (le premiermorphisme étant le morphisme nul 0).(b) Quelle propriété sur f est traduite par le fait que G f�! H �! 0 est une suite exa
te ?3. Montrer que 0 �! Z �n�! Z �! Z=nZ �! 0 une suite exa
te (le morphisme Z �! Z=nZ étant 
eluidé�ni en II-3b, et le morphisme Z �n�! Z étant la multipli
ation par n).2



4. Même question ave
 0 �! Z=2Z f�! Z=4Z g�! Z=2Z�! 0, où f est dé�ni par f(0) = 0 et f(1) = 2, et gest dé�ni par g(0) = g(2) = 0 et g(1) = g(3) = 1 (véri�er d'abord que f et g sont des homomorphismes).5. Soit G et H deux groupes. Montrer que 0 �! G f�! G�H g�! H �! 0 est une suite exa
te, où f estl'inje
tion sur le premier fa
teur, et g est la proje
tion sur le se
ond fa
teur.Partie IV � Lemme des quatre, lemme des 
inq.On 
onsidère le 
arré suivant, où tous les ensembles sont des groupes additifs, et toutes les appli
ations sontdes homomorphismes : G1 f //� �� G2���H1 g // H2On dit que 
e 
arré est 
ommutatif si g Æ � = � Æ f .1. Lemme des 
inq, version faible.On 
onsidère le diagramme suivant de groupes et d'homomorphismes :0 // A� �� f // B��� g // C //
�� 00 // A0 f 0 // B0 g0 // C 0 // 0;où les deux lignes sont des suites exa
tes, et les deux 
arrés sont 
ommutatifs.(a) Montrer que si � et 
 sont inje
tives, alors � aussi.Indi
ation : 
onsidérer x 2 B tel que �(x) = 0. En 
onsidérant 
 Æ g, montrer que g(x) = 0, puisqu'il existe y 2 A tel que f(y) = x. En 
onsidérant f 0 Æ �, en 
on
lure que x = 0. (Cette démar
hes'appelle une � 
hasse au diagramme � ; remarquez que 
'est la re
her
he d'éléments s'envoyant sur0 par les �è
hes horizontales qui permet de remonter vers la gau
he du diagramme)(b) Montrer que si � et 
 sont surje
tives, alors � aussi.Indi
ation : soit y 2 B0 ; en 
onsidérant 
 Æ g trouver x 2 B tel que y � �(x) 2 Ker(g0). En utilisantla surje
tivité de �, trouver x0 2 B tel que �(x0) = y � �(x). Con
lure.(
) Montrer que si � et 
 sont des isomorphismes, alors � aussi.2. Lemme des quatre.On 
onsidère le diagramme suivant de groupes et morphismes de groupes :A� �� f // B� �� g // C h //
�� DÆ��A0 f 0 // B0 g0 // C 0 h0 // D0;dans lequel les deux lignes sont des suites exa
tes, et les trois 
arrés sont 
ommutatifs. En s'inspirant desméthodes de la question pré
édente, montrer les résultats suivants :(a) Si � et Æ sont inje
tives et � est surje
tive, alors 
 est inje
tive. (Indi
ation : utiliser les 3 hypothèses)(b) Si � et 
 sont surje
tives et Æ est inje
tive, alors � est surje
tive.3. Lemme des 
inq, version forte.On 
onsidère maintenant le diagramme suivant de groupes et morphismes de groupes :A� �� f // B� �� g // C h //
�� DÆ�� k // E"��A0 f 0 // B0 g0 // C 0 h0 // D0 k0 // E0;dans lequel les deux lignes sont des suites exa
tes, et les quatre 
arrés sont 
ommutatifs.(a) Montrer à l'aide de la question 2 que si �, �, Æ et " sont des isomorphismes, il en est de même de 
.(b) Donner des 
onditions su�santes pour que 
 soit inje
tive ; pour que 
 soit surje
tive.(
) En déduire des 
onditions su�santes moins fortes qu'en (a) pour que 
 soit un isomorphisme.(d) Retrouver la version faible du lemme des 
inq à partir de 
ette version.3


