
Lyée Carnot Pour le mardi 4 otobre 2005ECS 4 � MathématiquesA. TroeshDevoir Maison no 3 � Dénombrement de permutations de type ylique donnéL'objet de e problème est de déterminer le ardinal de ertaines lasses de permutations. On note, pour n 2 N,En = [[1; n℄℄, et Sn l'ensemble des permutations de n. Étant donné une permutation � 2 Sn et un entierk 2 N, �k désigne la permutation obtenue en omposant k fois � par lui-même. Par onvention, �0 désignealors l'identité.Partie I � Type ylique d'une permutationSoit n 2 N. Dans ette partie, on note simplement E pour En.1. Dé�nition du type ylique.(a) Soit � 2 Sn. Soit m 2 E. Montrer qu'il existe k et ` dans N, k < `, tels que �k(m) = �`(m).(b) Montrer qu'il existe k0 tel m = �k0(m).() Soit ord(m) (ordre de m) le plus petit entier non nul k0 tel que �k0 (m) = 0.i. Justi�er l'existene de ord(m).ii. Montrer que pour tout k 2 N, �k(m) est d'ordre ord(m).(d) Pour tout m 2 [[1; n℄℄, on note Cm = f�k(m); k 2 N:g: (orbite de m)i. Quel est le ardinal de Cm ?ii. Quel aratérisation en terme de ardinal de Cm pouvez-vous donner d'un point �xe m ('est-à-dire véri�ant f(m) = m) ?iii. Soit (m;m0) 2 [[1; n℄℄2. Montrer que soit Cm \ Cm0 = ?, soit Cm = Cm0 .iv. Montrer que fCm; m 2 [[1; n℄℄g est une partition de [[1; n℄℄ (on ne ompte bien sûr qu'une foisdeux ensembles égaux Cm et Cm0)On désignera ette partition par � partition assoiée à � �. Une permutation est appelée un yle si uneseule des parts de la partition qui lui est assoiée est de ardinal stritement plus grand que 1. La longueurd'un yle est le ardinal de ette part.Le support d'une permutation �, noté Supp(�), est l'union des parts de la partition assoiée à � dont lataille est stritement plus grande que 1. Par exemple, le support d'un yle est la seule part de ardinalstritement plus grand que 1. On dit que deux permuations � et �0 sont à supports disjoints si Supp(�)\Supp(�0) = ?.2. Composition.(a) Soit � et �0 deux permutations à supports disjoints. Montrer que � Æ �0 = �0 Æ �.(b) Dérire la partition assoiée à � Æ �0 en fontion des partitions assoiées à � et �0.Soit � 2 Sn, et m 2 [[1; n℄℄. On note �m la permutation dé�nie par :�m(p) = ( �(p) si p 2 Cmp si p 62 Cm() Justi�ez que �m est un yle(d) Soit fCm1 ; : : : ; Cmkg le support ylique de � (dans haque orbite, on a hoisi un élément mi).Montrer que � = �m1 Æ � � � Æ�mk , et que ette omposition peut être prise dans n'importe quel ordre.1



3. Classes de onjugaison.On dé�nit une relation R sur les permuations de la manière suivante : �R�0 (on dit : � � et �0 sontonjugués �) s'il existe � 2 Sn tel que �0 = ��1 Æ � Æ � .(a) Montrer que R est une relation d'équivalene (attention : notion hors-programme)Les lasses d'équivalene pour ette relation sont appelées lasses de onjugaison.Une partition de l'entier n est une suite 0 < n1 6 n2 6 � � � 6 nk telle que n1 + � � �+ nk = n. L'entier kest appelé longueur de la partition.À une partition de l'ensemble [[1; n℄℄ est naturellement assoiée une partition de l'entier n, obtenue enonsidérant la suite (réordonnée de manière onvenable) des ardinaux des parts de la partition.Le type ylique d'une partition � est la partition de l'entier n naturellement assoiée à la partition del'ensemble [[1; n℄℄ assoiée à �.(b) Montrer que si �R�0 et si � est un yle de longueur k, alors �0 est un yle de longueur k.() Montrer que si � et � sont à supports disjoints, alors ��1 Æ � Æ � et ��1 Æ � Æ � sont aussi à supportdisjoint.(d) En déduire que si � et �0 sont onjuguées, alors elles ont même type ylique.(e) Réiproquement, montrer que si � et �0 ont même type ylique, alors � et �0 sont onjuguées.Ainsi, les lasses de onjugaison sont les ensembles de permutation de même type ylique. Pour etteraison, il est intéressant de savoir aluler le nombre de permutations de type ylique donné.Partie II � Nombre de permutations de type ylique donné1. Premier exemple : un yle.Soit � un yle de longueur k.(a) Montrer que le type ylique de � est onstitué uniquement de parts de taille 1 et k, en nombrequ'on préisera.(b) Montrer que tout yle de longueur k est entièrement déterminé par le hoix de son support, et d'unordre sur les éléments de e support.() Montrer que pour tout yle �, il y a exatement k façons di�érentes de déterminer � par le hoixdu support et d'un ordre sur le support.(d) En déduire que le nombre de yles de longueur k est n!k � (n� k)! .2. Deuxième exemple : involutions.On dit que � 2 Sn est une involution si � Æ � = id.(a) Justi�er que les seules parts du type ylique d'une involution � sont 1 et 2.(b) Caratériser préisément le type ylique d'une involution à k points �xes ('est-à-dire, donnez lenombre de parts égales à 1, le nombre de parts égales à 2).() Justi�ez qu'une involution à k points �xes est déterminée de façon unique par le hoix de 12 (n� k)sous-ensembles à 2 éléments de [[1; n℄℄, l'ordre de es hoix important peu.(d) En déduire que le nombre d'involutions à k points �xes de [[1; n℄℄ est 0 si n � k n'est pas pair, etn!2n�k2 �n�k2 �!k! si n� k est pair.(e) Soit pour tout n 2 N, Tn le nombre d'involutions de En. En déduire que pour tout n 2 N� :8>>>><>>>>: T2n = nXk=0 (2k)!2kk! �2n2k�T2n+1 = nXk=0 (2k)!2kk! �2n+ 12k �:2



(f) Une autre façon de démontrer ette formule.i. En triant les involutions de En suivant que n en est un point �xe ou non, montrer que :8n > 3; Tn = Tn�1 + (n� 1)Tn�2:ii. Retrouver l'expression de la question préédente pour T2n et T2n+1.3. Cas général.On se donne un type ylique T :0 6 n1 6 n2 6 � � � 6 nk tel que n1 + � � �+ nk = n. Une telle partitionde n est entièrement onstituée de parts de taille omprise entre 1 et n. Pour ` 2 [[1; n℄℄, on note p`(T ) lenombre de parts de taille ` dans la partition T ; e nombre vaut 0 si ` n'est pas une part de T .(a) Montrer que le nombre de permutations de type ylique T est :n!nỲ=1 `p`(T )(p`(T ))!(b) Montrer que ette formule est onforme aux résultats trouvés dans les questions 1 et 2.Partie III � Étude des dérangements de f1; : : : ; NgCette partie est indépendante des autres, et étudie plus généralement le nombre de permutations (et non seule-ment d'involutions) ayant un nombre donné de points �xes.Soit s une permutation de EN . Pour tout nombre entier p tel que 0 6 p 6 N , on note F (N; p) le nombre depermutations de EN qui ont exatement p points �xes. On onvient que F (0; 0) = 1.1. (a) Montrer que F (N;N) = 1 et F (N;N � 1) = 0.(b) Montrer que NXk=0F (N; k) = N !2. On pose !N = F (N; 0). Ainsi, !N est le nombre de permutations de EN qui n'ont auun point �xe. Unetelle permutation est appelée un dérangement de f1; : : : ; Ng. On onvient que !0 = 1.(a) Montrer que, pour tout nombre entier k tel que 0 6 k 6 N : F (N; k) = �Nk�!N�k:(b) En déduire que : NXk=0 !N�kk!(N � k)! = 1:() En raisonnant par réurrene, établir la relation : !NN ! = NXk=0 (�1)kk! :(d) Déterminer la limite de !NN ! lorsque N tend vers +1. On admettra que pour tout x 2 R, la limitelorsque N tend vers +1 de NXk=0 xkk! est égale à ex.

3


