LYCEE CARNOT Pour le vendredi 14 octobre 2005
ECS 4 — Mathématiques
A. TROESCH

Devoir Maison n°® 4 — Suites

Exercice 1 — On considére la fonction f définie sur lintervalle [0, +oo[ par f(z) = V14 x, et la fonction g
1

définie sur |1, +oo[ par g(z) = —7
Tz —

L’objet de lexercice est l’étude de la suite (u,)nen de nombres réels déterminée par la condition initiale ug = 0

et les relations de récurrence, valables pour tout n € N :

Uznt1 = f(u2n) et Uznt2 = g(Uzn41).

Justifier I’existence de (uy)nen, €t montrer que pour tout n € N, uz,4+1 > 1 et ugpp2 > 0.
Etudier le sens de variation de g o f sur son domaine de définition.

En déduire que (u4,)nen est monotone, et déterminer son sens de variation.

Montrer que (u4p)nen admet une limite finie, et déterminer cette limite £.

Vérifier que £ est un point fixe de f et de g.
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Exprimer (t4n+1)neN, (Uan+2)neN €t (Uant3)nen en fonction de (usn)nen, f et g. En déduire que ces trois
suites convergent vers des limites que ’on déterminera. Préciser I’éventuelle monotonie de ces suites.

7. En déduire que (uy)nen converge. Quelle est sa limite ?

Exercice 2 — Dans tout l’exercice, tous les entiers considérés sont supérieurs ou égauz da 3.
Soit f,, Uapplication définie sur [0, +oo[ par f,(z) = 2" —nz + 1.

1. Prouver l'existence de deux racines «,, et [, de f, telles que 0 < a,, < 1 < f3,.

2. Montrer que (au,)n>3 converge et calculer sa limite.

1
3. Montrer que a,, ~ —.
+ocon

4. (a) Montrer que pour tout n > 3, f, (1 + %) > n.
(b) En déduire un encadrement de ,, et sa limite /.

(c) Justifier que nln(B,,) = In(ns,, — 1), et en déduire un équivalent de In(/,,), puis ’équivalent suivant :
Inn

B —C ~ —.
" +oo N
Exercice 3 — (Bolzano-Weierstrass) Le but de cet exercice est de montrer le théoréme de Bolzano- Weierstrass,
affirmant que de toute suite bornée (un)nen, on peut extraire une suite convergente. Soit (uy)nen une suite bor-
née.
1. Premiére démonstration.

(a) Justifier qu'il existe des réels a et b tels que VYn € Nyu,, € [a,b].

(b) Justifier que 'un au moins des deux ensembles [a, “£2] et [2F2 b] contient une infinité de termes

de la suite (tn)nen-
(c) Montrer qu’il existe deux suites adjacentes (an)nen €t (bn)nen telles que pour tout n € N :
i. {p € N | uy € [an,by]} est infini;
b—a
2n
(d) En déduire Pexistence d’une suite extraite de (u,,),en convergente.

ii. b, —an| =



2. Deuxiéme démonstration. On définit la limite supérieure et la limite inférieure de (upn)nen :
lim sup u,, = inf {\ tels que 'ensemble {n | z, > A} est fini},
liminf u,, = sup {\ tels que I'ensemble {n | z,, < A} est fini}.

(a) Justifier Pexistence de la limite supérieure et de la limite inférieure de (up)nen-

(b) Montrer que la limite supérieure est une valeur d’adhérence de (up)nen. On admettra le résultat

similaire pour la limite inférieure.
(¢) En déduire le théoréme de Bolzano-Weierstrass.

3. La propriété de Borel-Lebesgue. Soit (E,d) un espace métrique, et F' un sous-ensemble de E.
On dit que F est compact s’il vérifie la propriété de Bolzano-Weierstrass : de toute suite & valeurs dans
F', on peut extraire une suite convergeant vers une limite dans F'. Les questions précédentes montrent par
exemple que les intervalles fermés et bornés [a, b] sont des compacts de R. Il n'est pas difficile de montrer
que ce sont les seuls compacts.
On appelle recouvrement de F par des ouverts la donnée d’une famille (U;);cr d’ouverts de E tels que
U U; = F (les U; ne sont pas forcément disjoints). On dit que le recouvrement est fini si I est fini.
iel
Sn dit que F' vérifie la propriété de Borel-Lebesgue si de tout recouvrement de F par des ouverts on peut
extraire un recouvrement fini de F'.
Le but de cette question est de montrer qu’un ensemble F vérifiant la propriété de Borel-Lebesgue est
compact. On pourrait montrer que la réciproque est vraie (mais c’est plus délicat). Ainsi, la propriété
de Borel-Lebesgue et la propriété de Bolzano-Weierstrass sont équivalentes, et définissent toutes deux les
compacts.
Soit F' un sous-ensemble de E vérifiant la propriété de Borel-Lebesgue, et soit (u,)nen une suite a valeurs
dans F'.

(a) Justifier que si = n’est pas valeur d’adhérence de (u,)nen, alors il existe e, > 0 tel que la boule
B(z,e,) contient un nombre fini de termes de la suite (up,)nen.

(b) En raisonnant par ’absurde et en écrivant F' comme une union de boules ouvertes B(z, e, ), montrer
que (un)nen admet une valeur d’adhérence. Conclure.

Exercice 4 — (Suites de Cauchy)

On dit qu’une suite (uy)nen est de Cauchy si :
Ve >0, IN €N, Vn > N, ¥p =2 N, |up —upy| <e.

1. Montrer que toute suite convergente de R est de Cauchy.

2. On veut montrer la réciproque. Soit (u,,)nen une suite de Cauchy.
On note, pour tout n € N, E,, = {u, | p > n}.

(a) Montrer que pour tout n € N, E,, est majoré. En déduire ’existence de sa borne supérieure M,,.
(b) Justifier que la suite (M, )nen est décroissante et minorée ; justifier 'existence de sa limite £.

(c) En utilisant la définition de la convergence, et en majorant convenablement |u, — £|, montrer que

(un)neN converge vers £.

Remarque : les espaces métriques dans lesquels les suites de Cauchy sont exactement les suites convergentes sont
appelés espaces complets. On vient de montrer que R est complet. On peut se convaincre assez facilement que
Q n’est pas complet. Voila encore une fagon (probablement la plus répandue) de construire R, comme [’ensemble
des limites des suites de Cauchy de Q. Cette construction s’appelle « compléter Q ».



