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ée Carnot Pour le vendredi 14 o
tobre 2005ECS 4 � MathématiquesA. Troes
h Devoir Maison no 4 � SuitesExer
i
e 1 � On 
onsidère la fon
tion f dé�nie sur l'intervalle [0;+1[ par f(x) = p1 + x, et la fon
tion gdé�nie sur ℄1;+1[ par g(x) = 1x� 1 .L'objet de l'exer
i
e est l'étude de la suite (un)n2N de nombres réels déterminée par la 
ondition initiale u0 = 0et les relations de ré
urren
e, valables pour tout n 2 N :u2n+1 = f(u2n) et u2n+2 = g(u2n+1):1. Justi�er l'existen
e de (un)n2N, et montrer que pour tout n 2 N, u2n+1 > 1 et u2n+2 > 0.2. Étudier le sens de variation de g Æ f sur son domaine de dé�nition.3. En déduire que (u4n)n2N est monotone, et déterminer son sens de variation.4. Montrer que (u4n)n2N admet une limite �nie, et déterminer 
ette limite `.5. Véri�er que ` est un point �xe de f et de g.6. Exprimer (u4n+1)n2N, (u4n+2)n2N et (u4n+3)n2N en fon
tion de (u4n)n2N, f et g. En déduire que 
es troissuites 
onvergent vers des limites que l'on déterminera. Pré
iser l'éventuelle monotonie de 
es suites.7. En déduire que (un)n2N 
onverge. Quelle est sa limite ?Exer
i
e 2 � Dans tout l'exer
i
e, tous les entiers 
onsidérés sont supérieurs ou égaux à 3.Soit fn l'appli
ation dé�nie sur [0;+1[ par fn(x) = xn � nx+ 1.1. Prouver l'existen
e de deux ra
ines �n et �n de fn telles que 0 < �n < 1 < �n.2. Montrer que (�n)n>3 
onverge et 
al
uler sa limite.3. Montrer que �n �+1 1n .4. (a) Montrer que pour tout n > 3, fn �1 + 2pn� > n.(b) En déduire un en
adrement de �n et sa limite `.(
) Justi�er que n ln(�n) = ln(n�n�1), et en déduire un équivalent de ln(�n), puis l'équivalent suivant :�n � ` �+1 lnnn .Exer
i
e 3 � (Bolzano-Weierstrass) Le but de 
et exer
i
e est de montrer le théorème de Bolzano-Weierstrass,a�rmant que de toute suite bornée (un)n2N, on peut extraire une suite 
onvergente. Soit (un)n2N une suite bor-née.1. Première démonstration.(a) Justi�er qu'il existe des réels a et b tels que 8n 2 N; un 2 [a; b℄.(b) Justi�er que l'un au moins des deux ensembles �a; a+b2 � et �a+b2 ; b� 
ontient une in�nité de termesde la suite (un)n2N.(
) Montrer qu'il existe deux suites adja
entes (an)n2N et (bn)n2N telles que pour tout n 2 N :i. fp 2 N j up 2 [an; bn℄g est in�ni ;ii. jbn � anj = b� a2n :(d) En déduire l'existen
e d'une suite extraite de (un)n2N 
onvergente.1



2. Deuxième démonstration. On dé�nit la limite supérieure et la limite inférieure de (un)n2N :lim supun = inf �� tels que l'ensemble fn j xn > �g est �ni	,lim inf un = sup�� tels que l'ensemble fn j xn < �g est �ni	.(a) Justi�er l'existen
e de la limite supérieure et de la limite inférieure de (un)n2N.(b) Montrer que la limite supérieure est une valeur d'adhéren
e de (un)n2N. On admettra le résultatsimilaire pour la limite inférieure.(
) En déduire le théorème de Bolzano-Weierstrass.3. La propriété de Borel-Lebesgue. Soit (E; d) un espa
e métrique, et F un sous-ensemble de E.On dit que F est 
ompa
t s'il véri�e la propriété de Bolzano-Weierstrass : de toute suite à valeurs dansF , on peut extraire une suite 
onvergeant vers une limite dans F . Les questions pré
édentes montrent parexemple que les intervalles fermés et bornés [a; b℄ sont des 
ompa
ts de R. Il n'est pas di�
ile de montrerque 
e sont les seuls 
ompa
ts.On appelle re
ouvrement de F par des ouverts la donnée d'une famille (Ui)i2I d'ouverts de E tels que[i2I Ui = F (les Ui ne sont pas for
ément disjoints). On dit que le re
ouvrement est �ni si I est �ni.On dit que F véri�e la propriété de Borel-Lebesgue si de tout re
ouvrement de F par des ouverts on peutextraire un re
ouvrement �ni de F .Le but de 
ette question est de montrer qu'un ensemble F véri�ant la propriété de Borel-Lebesgue est
ompa
t. On pourrait montrer que la ré
iproque est vraie (mais 
'est plus déli
at). Ainsi, la propriétéde Borel-Lebesgue et la propriété de Bolzano-Weierstrass sont équivalentes, et dé�nissent toutes deux les
ompa
ts.Soit F un sous-ensemble de E véri�ant la propriété de Borel-Lebesgue, et soit (un)n2N une suite à valeursdans F .(a) Justi�er que si x n'est pas valeur d'adhéren
e de (un)n2N, alors il existe "x > 0 tel que la bouleB(x; "x) 
ontient un nombre �ni de termes de la suite (un)n2N.(b) En raisonnant par l'absurde et en é
rivant F 
omme une union de boules ouvertes B(x; "x), montrerque (un)n2N admet une valeur d'adhéren
e. Con
lure.Exer
i
e 4 � (Suites de Cau
hy)On dit qu'une suite (un)n2N est de Cau
hy si :8" > 0; 9N 2 N; 8n > N; 8p > N; jun � upj < ":1. Montrer que toute suite 
onvergente de R est de Cau
hy.2. On veut montrer la ré
iproque. Soit (un)n2N une suite de Cau
hy.On note, pour tout n 2 N, En = fup j p > ng.(a) Montrer que pour tout n 2 N, En est majoré. En déduire l'existen
e de sa borne supérieure Mn.(b) Justi�er que la suite (Mn)n2N est dé
roissante et minorée ; justi�er l'existen
e de sa limite `.(
) En utilisant la dé�nition de la 
onvergen
e, et en majorant 
onvenablement jun � `j, montrer que(un)n2N 
onverge vers `.Remarque : les espa
es métriques dans lesquels les suites de Cau
hy sont exa
tement les suites 
onvergentes sontappelés espa
es 
omplets. On vient de montrer que R est 
omplet. On peut se 
onvain
re assez fa
ilement queQ n'est pas 
omplet. Voilà en
ore une façon (probablement la plus répandue) de 
onstruire R, 
omme l'ensembledes limites des suites de Cau
hy de Q. Cette 
onstru
tion s'appelle � 
ompléter Q �.
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