
Ly
ée Carnot Pour le jeudi 3 novembre 2005ECS 4 � MathématiquesA. Troes
h Devoir Maison no 5 � Séries numériquesProblème 1 � Étude de séries dont le terme général est le reste d'une série 
onvergenteSoit n0 un entier naturel �xé. Soit Xn>n0 an une série 
onvergente. On dé�nit, pour tout entier naturel n supérieurou égal à n0, son reste de rang n : rn = +1Xk=n+1 ak.Le but du problème est d'étudier la 
onvergen
e de la série Xn>n0 rn, dans trois exemples di�érents.Exemple 11. On pose, pour tout n > 0, an = 12n .Cal
uler rn, puis montrer que Xn>0 rn 
onverge et 
al
uler sa somme.Exemple 22. On pose, pour tout n > 1, an = 1n2 .(a) Quelle est la nature de Xn>1 an (on rappellera le nom de 
ette série, et on ne refera pas la preuve).(b) Montrer que pour tout entier naturel non nul n et tout entier N supérieur à 2 et à n+ 1, on a :NXk=n+1 1(k + 1)2 6 Z N+1n+1 dtt2 6 N+1Xk=n+1 1k2 :(
) En déduire que pour tout n 2 N� : 1n+ 1 6 rn 6 1n+ 1 + 1(n+ 1)2 :(d) Donner un équivalent simple de (rn)n2N� au voisinage de +1.(e) Quelle est la nature de P rn ?Exemple 3On pose, pour tout n > 1, an = (�1)nn . On note pour tout n > 1, Sn = nXk=1 an.3. En 
onsidérant les suites (S2n)n2N� et (S2n+1)n2N, déterminer la nature de la série Pan.4. Expression intégrale de rn�On dé�nit la suite (In)n2N� par : 8n 2 N� ; In = (�1)n Z 10 xn1 + x dx:(a) Montrer que limn!+1 In = 0.(b) Montrer que pour tout n 2 N� , In = ln 2 + nXk=1 (�1)kk .Indi
ation : on pourra 
al
uler n�1Xk=0(�x)k.(
) En déduire la valeur de +1Xn=1 (�1)nn , puis exprimer rn en fon
tion de In.5. Con
lusion(a) En utilisant une intégration par parties, montrer que l'on a : In = (�1)na(n+ 1) +O� 1n�� ;où a 2 R et � > 1 sont à déterminer.(b) En déduire la nature de la série P rn. 1



Problème 2 � Quelques règles pour l'étude de la semi-
onvergen
e1. Cas des séries alternées(a) Soit (an)n2N une suite positive dé
roissante de limite nulle.On note, pour tout n > 0, Sn = nXk=0(�1)kak.En étudiant (S2n)n2N et (S2n+1)n2N, montrer que la série P(�1)nan 
onverge.(b) Étudier la 
onvergen
e des séries suivantes (on pré
isera les 
as de semi-
onvergen
e) :X(�1)n ln�1 + sin 1n� ; X (�1)nln(lnn) ; X (�1)nn2 :2. Règle d'Abel On appelle suite de Cau
hy une suite (un)n2N telle que :8" > 0; 9N 2 N; 8n > N; 8p > N; jun � upj < ":On admet le résultat suivant (
f DM 4) : une suite réelle ou 
omplexe est 
onvergente si et seulement sielle est de Cau
hy.Soit (an)n2N et (bn)n2N deux suites. On note, pour tout n > 0, Sn = nXk=0 akbk, et Tn = nXk=0 bn.On suppose que (an)n2N est positive, dé
roissante de limite nulle, et que (Tn)n2N est bornée. On se proposede montrer que dans 
e 
as, Panbn 
onverge (règle d'Abel).(a) Montrer que pour tout n 2 N, et tout p > n,Sp � Sn = p�1Xk=n+1(ak � ak+1)Tk + apTp � an+1Tn:(b) Soit M un majorant de (jTnj)n2N. Montrer que pour tout n 2 N et p > n, jSp � Snj 6 2Map.(
) En déduire que la série P anbn est 
onvergente.(d) Exemple 1 : montrer que la règle de 
onvergen
e des séries alternées (question 1) est un 
as parti
ulierde la règle d'Abel.(e) Exemple 2 :i. Soit (an)n2N une suite positive dé
roissante de limite nulle, et � 2 R, � 6� 0 mod 2�.Montrer que la série 
omplexe Panei �n est 
onvergente.ii. Étudier la 
onvergen
e des séries : P ein sin� 1pn� ; P ein �
os 1n � 1�.On pré
isera les 
as de semi-
onvergen
e.iii. Étudier suivant la valeur de z 2 C la 
onvergen
e de la série : P zn2n lnn .(f) Exemple 3 :i. Sous les mêmes 
onditions sur (an)n2N et �, montrer quePan 
os(�n) etP an sin(�n) 
onvergent.ii. Montrer que la série P sinnn est 
onvergente.iii. Soit pour tout n 2 N, un = sin2 nnMontrer que pour tout i 2 N, il existe n 2 f3i+ 1; 3i+ 2; 3i+ 3g tel que sin2 n > 12 .iv. En déduire que pour tout i 2 N, u3i+1 + u3i+2 + u3i+3 > 12(3i+ 3) :v. En déduire que Pun diverge, puis que P sinnn est semi-
onvergente.Exer
i
e � Étudier la nature des séries suivantes :a) X lnnln(en � 1) ; b) X n!nn ; 
) X(ln 
os 1n )(ln sin 1n ); d) Xn 1n � 1:2


