LyCEE CARNOT Pour le jeudi 3 novembre 2005
ECS 4 — Mathématiques
A. TROESCH

Devoir Maison n® 5 — Séries numeériques
Probléme 1 — Etude de séries dont le terme général est le reste d’une série convergente

Soit ng un entier naturel fixé. Soit E a,, une série convergente. On définit, pour tout entier naturel n supérieur

nz=no
—+oo
ou égal @ ng, son reste de rang n : ry, = Z ag.
k=n+1
Le but du probléme est d’étudier la convergence de la série Z T, dans trois exemples différents.
n2>no
Exemple 1
1. On pose, pour tout n >0, a,, = o
Calculer r,, puis montrer que Z ry, converge et calculer sa somme.
n>0
Exemple 2
1
2. On pose, pour toutn > 1, a,, = —-
n
(a) Quelle est la nature de Z a,, (on rappellera le nom de cette série, et on ne refera pas la preuve).
n>1

(b) Montrer que pour tout entier naturel non nul n et tout entier N supérieur & 2 et an+1,on a:

N N+1

1 /N“ dt 1
—— K — < —.
E: 2 N 2 N E: 2
k=n+1 (k + 1) n+l ¢ k=n+1 k
P N 1 1 1
(c) En déduire que pour tout n € N* : —— <, <

n+1 n—|—1+(n—|—1)2'
(d) Donner un équivalent simple de (r,,)pen+ au voisinage de 4o00.
(e) Quelle est la nature de > ry, ?

Exemple 3

On pose, pour toutn > 1, a,, =

(=D"

n
. On note pour toutn > 1, S, = Zan.
k=1

3. En considérant les suites (Sap)nen+ €t (S2p+1)nen, déterminer la nature de la série Y ay,.

4. Expression intégrale de r-

ITL

dz.
1+2x o

1
On définit la suite (I)pen+ par : ¥n € N*) I, = (—l)n/
0

(a) Montrer que nllgloo I, =0.

(=D*

n
(b) Montrer que pour tout n € N*, I,, =In2 + Z
k=1

k
n—1
Indication : on pourra calculer Z(—az)k.
k=0
(c) En déduire la valeur de Z , puis exprimer r, en fonction de I,,.
n=1
5. Conclusion
. L . . , (=" 1
(a) En utilisant une intégration par parties, montrer que 'ona: [, = ——+0 | — |,
a(n+1) ne

ol a € Ret a > 1 sont & déterminer.

(b) En déduire la nature de la série Y r,.



Probléme 2 — Quelques régles pour I’étude de la semi-convergence
1. Cas des séries alternées

(a) Soit (an)nen une suite positive décroissante de limite nulle.
n

On note, pour tout n > 0, S,, = Z(—l)kak.
k=0
En étudiant (S2,)nen €t (S2n41)neN, montrer que la série Y (—1)"a, converge.

(b) Etudier la convergence des séries suivantes (on précisera les cas de semi-convergence) :
. (-1 (-1
—1)"In (1 —; ; :
Serm(eaml)s Yimes L5

2. Régle d’Abel On appelle suite de Cauchy une suite (u,)nen telle que :

Ve>0, AN eN, Vn > N, Vp 2 N, |u, —up| < e.

On admet le résultat suivant (¢f DM 4) : une suite réelle ou complexe est convergente si et seulement si
elle est de Cauchy.

n n
Soit (an)nen et (by)nen deux suites. On note, pour tout n >0, S, = Zakbk, etT, = Z by.
k=0 k=0

On suppose que (a,)nen est positive, décroissante de limite nulle, et que_(Tn)neN est bornée. On se propose
de montrer que dans ce cas, Y a,b,, converge (régle d’Abel).

(a) Montrer que pour tout n € N, et tout p > n,

p—1
Sp - S, = Z (ak — ak+1)Tk + apTy — apy1Thy.
k=n+1

(b) Soit M un majorant de (|T}|)nen- Montrer que pour tout n € N et p > n, |Sp — Sp| < 2Ma,.
(c) En déduire que la série > apby, est convergente.
(d) Exemple 1 : montrer que la régle de convergence des séries alternées (question 1) est un cas particulier
de la régle d’Abel.
(e) Exemple 2 :
i. Soit (an)nen une suite positive décroissante de limite nulle, et 8 € R, § Z 0 mod 2.
i6n

Montrer que la série complexe ) a,e' " est convergente.

S Btuds Aries - ingn (L) - in 1_
ii. Etudier la convergence des séries : ) e'" sin ( \/ﬁ) ;>oel™ (cost —1).
On précisera les cas de semi-convergence.

2m

iii. Etudier suivant la valeur de z € C la convergence de la série : > I -
(f) Exemple 3 :
i. Sous les mémes conditions sur (a,)pen €t ¢, montrer que > ap, cos(fn) et Y a, sin(6n) convergent.
ii. Montrer que la série ) % est convergente.
iii. Soit pour tout n € N, u, = %
Montrer que pour tout i € N, il existe n € {3i + 1,3 + 2,30 + 3} tel que sin®n > %
1
23i+3)

v. En déduire que ) u,, diverge, puis que ) ®2% est semi-convergente.

iv. En déduire que pour tout ¢ € N, uz;+1 + ugito + Uzits =

Exercice — Etudier la nature des séries suivantes :

1

a) Zln(;ziril); b) nn—i; c) Z(lncos%)(lnsin%); d) n» — 1.



