LyCEE CARNOT Pour le jeudi 10 novembre 2005
ECS 4 — Mathématiques
A. TROESCH

Devoir Maison n® 6 — Autour des séries génératrices

Soit (gn)nen une suite de réelle. On appelle fonction (ou série) génératrice G de la suite (gn)nen la fonction
+oo

définie par G(z) = Zgnaz”, pour toute valeur de x € R telle que la série converge.

n=1
Le but de ce probleme est de donner quelques propriétés élémentaires et quelques régles de manipulation des

séries génératrices, et de montrer sur des exemples concrets comment elles peuvent servir a résoudre certains
problémes calculatoires.
On admet dans tout le probléme que pour tout a € R et tout & € R tel que |z| < 1,

+o0 _ cila—n +o00 /n—1 s
(1+x)a=1+2a(” D nf +1)w”=Z<H(a—i)> = (1)

n=1 n=0 \2=0

Questions préliminaires

1. On suppose que a € N.
Montrer que la série de ’équation (1) est un polynome (la somme est finie).
Pour quelles valeurs de x est-elle convergente ?
Quelle formule reconnaissez-vous ?

2. On suppose que a ¢ N.
Montrer que la série de I’équation (1) est absolument convergente si < 1 et grossiérement divergente si
x > 1 (on pourra comparer, a partir d’un certain rang, le terme général avec une suite géométrique).

3. On suppose que a = —1.
(a) Expliciter la formule obtenue par ’équation (1). Que reconnaissez-vous ?

(b) La série est-elle convergente pour z =17 z = —17

L

4. On suppose que a = 5.

+o0 n
Montrer que pour tout z € R tel que |z| <1:V1—-z=1-— Z Fn,li—n,
n=1
R . o 1 2n
ou pour tout n € N, I';, est le n-iéme nombre de Catalan, défini par I',, = ] .
n n

PARTIE I — Propriétés élémentaires des séries génératrices.

1. Convergence
Soit (gn)nen une suite, et G sa série génératrice. Soit E = {x € Ry t.q. (|gnz™|)nen est non bornée }. Si
Uensemble E est non vide, on note R sa borne inférieur. S’il est vide, on pose R = 400.

(a) Soit |z| > R. Montrer que la série définissant G(z) est divergente. Comment qualifier cette diver-
gence ?
(b) Soit |z| < R. Montrer que la série définissant G(x) est absolument convergente. (On pourra comparer
son terme général au terme général d’une série géométrique de raison 7, ot x < r < R.)
R est appelé rayon de convergence de la série G. Pour déterminer R on étudie la convergence de G(x)
selon la valeur de z.

(a) Quel est le rayon de convergence de la série de ’équation (1) 7

(b) Quel est le rayon de convergence de la série génératrice de la suite (57) 7 de la suite (n!)nen?

ne



3. Etude de la convergence en R et —R
On veut montrer par des exemples que tous les cas de figure sont possibles.

(a) Déterminer R et étudier la convergence en R et —R de la série génératrice de la suite (

La convergence est-elle absolue ?
(b) Déterminer R et étudier la convergence en R et —R de la série génératrice de la suite (2"), oy

(c) Déterminer R et étudier la convergence en R et —R de la série génératrice de la suite (), ..

4. Continuité en 0
Soit (gn)nen une suite de série génératrice G, dont le rayon de convergence est R > 0. Soit r tel que
0<r<R.

(a) Montrer qu'il existe M tel que pour tout z € [0,7[, |gn2"| < M ()"

r

(b) En majorant |G(z) — go| par une fonction de limite nulle en 0, montrer que G est continue en 0.

5. Unicité
Soit (gn)nen €t (hn)nen deux suites de séries génératrices G et H. On cherche dans cette question a
montrer que s’il existe r > 0 tel que G et H sont définis sur [0, r[ et vérifient : Vz € [0,7], G(z) = H(z),
alors les suites (gn)nen €t (hn)nen sont égales.
On raisonne pour cela par Uabsurde. On suppose que (gn)nen €t (hn)nen ne sont pas égales. Il existe donc
un plus petit indice no tel que gny 7 hn, .
Gl&) ~go =+ = gy 2™
xno

(a) Quelle est la limite de lorsque z tend vers 0" 7

(b) En déduire une contradiction.

PARTIE II — Fonctions génératrices et récurrences.

1. Suite de Fibonacci. On considére la suite (fn)nen définie pour tout n € N par fo =0, fi =1, et pour
tout n > 2, f, = fn—1 + fu—2. On note F la série génératrice de (fn)nen-
(a) Montrer que le rayon de convergence R de F est non nul.
(b) Montrer que pour tout = €] — R, R[, (1 — z — 2?)F(z) = .
(c) Soit ; et @ les deux racines du polynéme 1 — x — z2. Calculer ¢; et 5. Calculer \; et Ay tels que

pour tout x € R\ {¢1, 92},

T Al A2
F(x) = = . 2
() 1—z—22 a:—<p1+a:—<p2 @)

(d) En utilisant la relation (1) et les questions préliminaires, en déduire une expression de F' a l'aide
d’une série. Déterminer le domaine de convergence de cette série.

(e) En déduire une expression explicite de f,, pour tout n € N.

Ce principe permet d’expliciter toutes les suites définies par une récurrence linéaire, 4 condition de
connaitre les racines du polyndme caractéristique.

2. Une récurrence non linéaire. Soit (gn)nen la suite définie par go = g1 = 1 et pour tout n > 2,
In = gn—1 + 2gn—2 + (=1)". Soit G sa série génératrice.

a) Montrer que pour tout n € N, g, est entier.

) Montrer que pour tout n € N, g,, > 1.

) Montrer que (gn)nen est croissante.

(d) Montrer que pour tout n € N*, g, < 4¢g,,—1.
) En déduire que le rayon de convergence R de G est non nul; plus exactement, on montrera que

R>1

(f) Justifier que R < 1.

1
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(g) Justifier que pour tout z €] — R, R[, G(x) = Z gn_12" +2 Z gn—22" + Z(—l)”:ﬂ” + .
n=1 n=2 n=0

1+z+22
(1—-2z)(1+z)?
(i) Montrer qu'’il existe des réels A, u et v, que l'on déterminera, tels que pour tout = €] — R, R|,

(h) En déduire que pour tout = €] — R, R[, G(z) =

A I v
G(z) = .
@ =% T are Tt
(j) En déduire a I’aide de (1) une expression sous forme d’une série de G.
7 1 2
(k) En déduire que pour tout n € N, g, = 52” + <§n + §> (=)™,

3. Suites mutuellement récurrentes. Soit (uy)nen €t (Vn)nen les suites définies par : ug = 1, uy = 0,
vo =0, vy =1, et pour tout n > 2, up = 20p—1 + Up—2, €t Vy = Up—1 + Vp—2. Soit U et V les fonctions
génératrices de (Up)nen €t (Vy)nen.

(a) Montrer que (un)nen et (vn)nen sont positives.

Montrer que pour tout n € N, uz,+1 = 0 et vy, = 0.

Montrer que (u2p)neN €t (V2p41)neN SOnt croissantes.

En déduire que les rayons de convergence R; et Ry de U et V sont inférieurs ou égaux a 1.
Montrer que pour tout n € N, u,, < 3" et v, < 3".

En déduire que Ry > 1 et Ry > ;.

Soit R = min(R;, R2). Montrer que pour tout = €] — R, R],

Ul(z) =22V (z) + 2°U(z) + 1 et V(z) = 2U(z) + 2*V ().

(h) En déduire des expressions sous forme de fraction rationnelle de U et V.
(i) Montrer qu'’il existe des réels A;, p1, A2 et o tels que pour tout z €] — R, R] :

A2 2T

AL M1 _ +
1—(2+V3)22 1—(2—+3)a2

T2+ 1-2- VB

Ulx) et V(z)

(j) En déduire, a I’aide de (1) et des questions préliminaires, que pour tout n € N :

3+2V3 . 3-2V3 n 2+ 2-V3)"

PARTIE III — Convolutions
Soit (un)nen €t (Un)nen- On appelle convolution de (up)nen et (Vn)nen, la suite (wp)nen définie pour tout

n
Wy, = E UrUp—Lk-
k=0

On note U, V et W les séries génératrices de ces trois suites. On désigne pour tout © € R, (U,(z))nen,
(Vi (@) nen et (Wy(x)) les sommes partielles de U(x), V(x) et W (x). Soit R le minimum des deux rayons de

U2pn4+1 =

n € N par :

convergence de U et V
1. On suppose que (up)nen et (v, )nen sont des suites positives.

(a) Montrer que (W,,)nen converge vers une limite finie ou infinie. Montrer que pour tout n € N, et tout
z € [0,R],

(b) En déduire que W(z) est définie pour tout = € [0, R[, que le rayon de convergence de la série W est
au moins égal & R, et que pour tout z € [0, R[, W (z) = U(x)V (z).



2. Exemple 1 : une convolution de Fibonacci.
On reprend les notations de II-1. On désigne par R le rayon de convergence de la série génératrice de la
suite de Fibonacci.

(a) En élevant (2) au carré et en utilisant (1) avec a = 2, montrer que pour tout = €] — R, R],

1<X 2 X 1 <X
F(z)? = = Z(n + 1)pla™ — 5 Z fryrz™ + R Z(n + 1)pha™.
n=0 n=0

n=0

(b) Justifier que pour tout n € N, ¢} +¢% = 2F,; — F,,, et en déduire une expression de F(z)? comme
une série dont le terme général est donné uniquement en fonction de x, n et de termes de la suite de
Fibonacci.

2nfn+1 — (n + ]-).fn '

n
(c) Montrer que pour tout n € N, Z frfn—k = 3

k=0
3. Exemple 2 : une convolution de Catalan. On définit une suite (¢,,)nen par la récurrence suivante :
co =1 et pour tout n € N*,

n—1
Cn = E CkCn—1—k-
k=0

On note C la série génératrice de la suite (¢p)nen. Le but de cette question est de donner une prewve com-
plétement analytique du fait que cette récurrence définit les nombres de Catalan (T'y,)nen. Rappelons que
lon a déja donné une preuve combinatoire de cette formule dans le DS 1, en comptant les arbres binaires.
Remarquons que connaitre ce résultat de maniére purement analytique permet de compter directement les
arbres binaires, ou les chemins de Dyck, sans autre raisonnement combinatoire (je renvoie au DS 1).

(a) Montrer que la suite (¢;,)nen est bien définie par cette relation de récurrence.

(b) Soit R le rayon de convergence de C. On suppose ici que R > 0.
. 1—-v1—4x
Montrer qu’alors pour tout = €] — R, B[, C(z) = C(z)? + 1, puis que C(z) = —y
x
(c) En déduire, toujours sous ’hypothése que R > 0, que pour tout n € N, ¢, = T',,.
Ainsi, on a trouvé une expression possible pour c, ; comme on a posé une condition R > 0 sans la
vérifier, on ne peut pas conclure directement. Réciproquement, on vérifie dans les questions suivantes
que les nombres de Catalan vérifient la relation de récurrence. Comme cette relation définit une

unique suite, on en déduira que ¢, = L'y,
(d) Soit G la série génératrice de la suite de Catalan (T'y)pen-
Déterminer le rayon de convergence R’ de G.
(e) Justifier que pour tout z €] — R', R'[, G(z) = zG(x)? + 1.
n—1
(f) En déduire que pour tout n € N*, I';, = Z I'xln1_ &, puis que [';, = ¢,,.
k=0



