
Ly
ée Carnot Pour le jeudi 10 novembre 2005ECS 4 � MathématiquesA. Troes
h Devoir Maison no 6 � Autour des séries génératri
esSoit (gn)n2N une suite de réelle. On appelle fon
tion (ou série) génératri
e G de la suite (gn)n2N la fon
tiondé�nie par G(x) = +1Xn=1 gnxn, pour toute valeur de x 2 R telle que la série 
onverge.Le but de 
e problème est de donner quelques propriétés élémentaires et quelques règles de manipulation desséries génératri
es, et de montrer sur des exemples 
on
rets 
omment elles peuvent servir à résoudre 
ertainsproblèmes 
al
ulatoires.On admet dans tout le problème que pour tout a 2 R et tout x 2 R tel que jxj < 1,(1 + x)a = 1 + +1Xn=1 a(a� 1) � � � (a� n+ 1)n! xn = +1Xn=0 n�1Yi=0 (a� i)! xnn! : (1)Questions préliminaires1. On suppose que a 2 N.Montrer que la série de l'équation (1) est un polyn�me (la somme est �nie).Pour quelles valeurs de x est-elle 
onvergente ?Quelle formule re
onnaissez-vous ?2. On suppose que a 62 N:Montrer que la série de l'équation (1) est absolument 
onvergente si x < 1 et grossièrement divergente six > 1 (on pourra 
omparer, à partir d'un 
ertain rang, le terme général ave
 une suite géométrique).3. On suppose que a = �1.(a) Expli
iter la formule obtenue par l'équation (1). Que re
onnaissez-vous ?(b) La série est-elle 
onvergente pour x = 1 ? x = �1 ?4. On suppose que a = 12 .Montrer que pour tout x 2 R tel que jxj < 1 : p1� x = 1� +1Xn=1�n�1xn4n ;où pour tout n 2 N, �n est le n-ième nombre de Catalan, dé�ni par �n = 1n+ 1�2nn �.PARTIE I � Propriétés élémentaires des séries génératri
es.1. Convergen
eSoit (gn)n2N une suite, et G sa série génératri
e. Soit E = fx 2 R+ t.q. (jgnxnj)n2N est non bornée g. Sil'ensemble E est non vide, on note R sa borne inférieur. S'il est vide, on pose R = +1.(a) Soit jxj > R. Montrer que la série dé�nissant G(x) est divergente. Comment quali�er 
ette diver-gen
e ?(b) Soit jxj < R. Montrer que la série dé�nissant G(x) est absolument 
onvergente. (On pourra 
omparerson terme général au terme général d'une série géométrique de raison xr , où x < r < R.)R est appelé rayon de 
onvergen
e de la série G. Pour déterminer R on étudie la 
onvergen
e de G(x)selon la valeur de x.(a) Quel est le rayon de 
onvergen
e de la série de l'équation (1) ?(b) Quel est le rayon de 
onvergen
e de la série génératri
e de la suite � 1n!�n2N ? de la suite (n!)n2N ?1



3. Étude de la 
onvergen
e en R et �ROn veut montrer par des exemples que tous les 
as de �gure sont possibles.(a) DéterminerR et étudier la 
onvergen
e enR et�R de la série génératri
e de la suite � 1n2(n+1) ln(1+ 1n )�n2N� .La 
onvergen
e est-elle absolue ?(b) Déterminer R et étudier la 
onvergen
e en R et �R de la série génératri
e de la suite (2n)n2N.(
) Déterminer R et étudier la 
onvergen
e en R et �R de la série génératri
e de la suite � 1n�n2N� .4. Continuité en 0Soit (gn)n2N une suite de série génératri
e G, dont le rayon de 
onvergen
e est R > 0. Soit r tel que0 < r < R.(a) Montrer qu'il existe M tel que pour tout x 2 [0; r[, jgnxnj 6M �xr �n(b) En majorant jG(x) � g0j par une fon
tion de limite nulle en 0, montrer que G est 
ontinue en 0.5. Uni
itéSoit (gn)n2N et (hn)n2N deux suites de séries génératri
es G et H. On 
her
he dans 
ette question àmontrer que s'il existe r > 0 tel que G et H sont dé�nis sur [0; r[ et véri�ent : 8x 2 [0; r[; G(x) = H(x),alors les suites (gn)n2N et (hn)n2N sont égales.On raisonne pour 
ela par l'absurde. On suppose que (gn)n2N et (hn)n2N ne sont pas égales. Il existe don
un plus petit indi
e n0 tel que gn0 6= hn0 .(a) Quelle est la limite de G(x) � g0 � � � � � gn0�1xn0�1xn0 lorsque x tend vers 0+ ?(b) En déduire une 
ontradi
tion.PARTIE II � Fon
tions génératri
es et ré
urren
es.1. Suite de Fibona

i. On 
onsidère la suite (fn)n2N dé�nie pour tout n 2 N par f0 = 0, f1 = 1, et pourtout n > 2, fn = fn�1 + fn�2. On note F la série génératri
e de (fn)n2N.(a) Montrer que le rayon de 
onvergen
e R de F est non nul.(b) Montrer que pour tout x 2℄�R;R[, (1� x� x2)F (x) = x.(
) Soit '1 et '2 les deux ra
ines du polyn�me 1� x� x2. Cal
uler '1 et '2. Cal
uler �1 et �2 tels quepour tout x 2 R n f'1; '2g, F (x) = x1� x� x2 = �1x� '1 + �2x� '2 : (2)(d) En utilisant la relation (1) et les questions préliminaires, en déduire une expression de F à l'aided'une série. Déterminer le domaine de 
onvergen
e de 
ette série.(e) En déduire une expression expli
ite de fn pour tout n 2 N.Ce prin
ipe permet d'expli
iter toutes les suites dé�nies par une ré
urren
e linéaire, à 
ondition de
onnaître les ra
ines du polyn�me 
ara
téristique.2. Une ré
urren
e non linéaire. Soit (gn)n2N la suite dé�nie par g0 = g1 = 1 et pour tout n > 2,gn = gn�1 + 2gn�2 + (�1)n. Soit G sa série génératri
e.(a) Montrer que pour tout n 2 N, gn est entier.(b) Montrer que pour tout n 2 N, gn > 1.(
) Montrer que (gn)n2N est 
roissante.(d) Montrer que pour tout n 2 N� , gn 6 4gn�1.(e) En déduire que le rayon de 
onvergen
e R de G est non nul ; plus exa
tement, on montrera queR > 14 .(f) Justi�er que R 6 1. 2



(g) Justi�er que pour tout x 2℄�R;R[, G(x) = +1Xn=1 gn�1xn + 2 +1Xn=2 gn�2xn + +1Xn=0(�1)nxn + x:(h) En déduire que pour tout x 2℄� R;R[, G(x) = 1 + x+ x2(1� 2x)(1 + x)2 .(i) Montrer qu'il existe des réels �, � et �, que l'on déterminera, tels que pour tout x 2℄ � R;R[,G(x) = �1� 2x + �(1 + x) + �(1 + x)2 .(j) En déduire à l'aide de (1) une expression sous forme d'une série de G.(k) En déduire que pour tout n 2 N, gn = 792n +�13n+ 29� (�1)n.3. Suites mutuellement ré
urrentes. Soit (un)n2N et (vn)n2N les suites dé�nies par : u0 = 1, u1 = 0,v0 = 0, v1 = 1, et pour tout n > 2, un = 2vn�1 + un�2, et vn = un�1 + vn�2. Soit U et V les fon
tionsgénératri
es de (un)n2N et (vn)n2N.(a) Montrer que (un)n2N et (vn)n2N sont positives.(b) Montrer que pour tout n 2 N, u2n+1 = 0 et v2n = 0.(
) Montrer que (u2n)n2N et (v2n+1)n2N sont 
roissantes.(d) En déduire que les rayons de 
onvergen
e R1 et R2 de U et V sont inférieurs ou égaux à 1.(e) Montrer que pour tout n 2 N, un 6 3n et vn 6 3n.(f) En déduire que R1 > 13 et R2 > 13 .(g) Soit R = min(R1; R2). Montrer que pour tout x 2℄�R;R[,U(x) = 2xV (x) + x2U(x) + 1 et V (x) = xU(x) + x2V (x):(h) En déduire des expressions sous forme de fra
tion rationnelle de U et V .(i) Montrer qu'il existe des réels �1, �1, �2 et �2 tels que pour tout x 2℄� R;R[ :U(x) = �11� (2 +p3)x2 + �11� (2�p3)x2 et V (x) = �2x1� (2 +p3)x2 + �2x1� (2�p3)x2(j) En déduire, à l'aide de (1) et des questions préliminaires, que pour tout n 2 N :v2n+1 = 3 + 2p36 (2 +p3)n + 3� 2p36 (2�p3)n et u2n = (2 +p3)n3�p3 + (2�p3)n3 +p3 :PARTIE III � ConvolutionsSoit (un)n2N et (vn)n2N. On appelle 
onvolution de (un)n2N et (vn)n2N, la suite (wn)n2N dé�nie pour toutn 2 N par : wn = nXk=0 ukvn�k:On note U , V et W les séries génératri
es de 
es trois suites. On désigne pour tout x 2 R, (Un(x))n2N,(Vn(x))n2N et (Wn(x)) les sommes partielles de U(x), V (x) et W (x). Soit R le minimum des deux rayons de
onvergen
e de U et V1. On suppose que (un)n2N et (vn)n2N sont des suites positives.(a) Montrer que (Wn)n2N 
onverge vers une limite �nie ou in�nie. Montrer que pour tout n 2 N, et toutx 2 [0; R[, Un(x)Vn(x) 6W2n(x) 6 U2n(x)V2n(x):(b) En déduire que W (x) est dé�nie pour tout x 2 [0; R[, que le rayon de 
onvergen
e de la série W estau moins égal à R, et que pour tout x 2 [0; R[, W (x) = U(x)V (x).3



2. Exemple 1 : une 
onvolution de Fibona

i.On reprend les notations de II-1. On désigne par R le rayon de 
onvergen
e de la série génératri
e de lasuite de Fibona

i.(a) En élevant (2) au 
arré et en utilisant (1) ave
 a = 2, montrer que pour tout x 2℄�R;R[,F (x)2 = 15 +1Xn=0(n+ 1)'n1xn � 25 +1Xn=0 fn+1xn + 15 +1Xn=0(n+ 1)'n2xn:(b) Justi�er que pour tout n 2 N, 'n1 +'n2 = 2Fn+1�Fn, et en déduire une expression de F (x)2 
ommeune série dont le terme général est donné uniquement en fon
tion de x, n et de termes de la suite deFibona

i.(
) Montrer que pour tout n 2 N, nXk=0 fkfn�k = 2nfn+1 � (n+ 1)fn5 :3. Exemple 2 : une 
onvolution de Catalan. On dé�nit une suite (
n)n2N par la ré
urren
e suivante :
0 = 1 et pour tout n 2 N� , 
n = n�1Xk=0 
k
n�1�k:On note C la série génératri
e de la suite (
n)n2N. Le but de 
ette question est de donner une preuve 
om-plètement analytique du fait que 
ette ré
urren
e dé�nit les nombres de Catalan (�n)n2N. Rappelons quel'on a déjà donné une preuve 
ombinatoire de 
ette formule dans le DS 1, en 
omptant les arbres binaires.Remarquons que 
onnaître 
e résultat de manière purement analytique permet de 
ompter dire
tement lesarbres binaires, ou les 
hemins de Dy
k, sans autre raisonnement 
ombinatoire (je renvoie au DS 1).(a) Montrer que la suite (
n)n2N est bien dé�nie par 
ette relation de ré
urren
e.(b) Soit R le rayon de 
onvergen
e de C. On suppose i
i que R > 0.Montrer qu'alors pour tout x 2℄�R;R[, C(x) = xC(x)2 + 1, puis que C(x) = 1�p1� 4x2x .(
) En déduire, toujours sous l'hypothèse que R > 0, que pour tout n 2 N, 
n = �n.Ainsi, on a trouvé une expression possible pour 
n ; 
omme on a posé une 
ondition R > 0 sans lavéri�er, on ne peut pas 
on
lure dire
tement. Ré
iproquement, on véri�e dans les questions suivantesque les nombres de Catalan véri�ent la relation de ré
urren
e. Comme 
ette relation dé�nit uneunique suite, on en déduira que 
n = �n.(d) Soit G la série génératri
e de la suite de Catalan (�n)n2N.Déterminer le rayon de 
onvergen
e R0 de G.(e) Justi�er que pour tout x 2℄�R0; R0[, G(x) = xG(x)2 + 1.(f) En déduire que pour tout n 2 N� , �n = n�1Xk=0 �k�n�1�k, puis que �n = 
n.
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