
Lyée Carnot Lundi 26 septembre 2005ECS 3/4 � Mathématiques Devoir Surveillé no 1 � CombinatoireEXERCICE � Sommes alternées de oe�ients binomiauxLe but de et exerie est de démontrer de trois manières di�érentes l'identité suivante, pour tout (m;n) 2 N2 :nXk=0(�1)k�nk�� km� = � (�1)n si n = m0 sinon. (1)On rappelle que par onvention, �pq� = 0 si p < q.1. Démonstration par réurrene double(a) Justi�er que la formule (1) est vraie si n < m, et si n = m.(b) En raisonnant par réurrene sur m 2 N, puis sur n 2 N, montrer qu'elle est vraie pour tout(m;n) 2 N2 .2. Démonstration par la formule du multin�me(a) Soit x, y et z trois réels, et n 2 N. Montrer que : (x+ y + z)n = nXm=0 nXk=m�nk�� km�xmyk�mzn�k:(On pourra appliquer deux fois la formule du bin�me)(b) En hoisissant des valeurs judiieuses pour y et z, et en omparant le oe�ient de xm du polyn�meen x ainsi obtenu, retrouver l'identité (1).3. Démonstration ombinatoire.L'identité étant triviale pour n 6 m, on suppose que n > m. Soit E l'ensemble onstitué des pairesd'ensembles (S; T ) tels que T � S � f1; : : : ; ng, et jT j = m. On désigne par F le sous-ensemble de Eonstitué des tels ouples (S; T ) tels que jSj soit pair, et G le sous-ensemble de E des ouples (S; T ) telsque jSj soit impair.On onstruit une appliation � : F �! G de la manière suivante : soit (S; T ) 2 F , et soit x le plus grandélément de f1; : : : ; ng qui ne soit pas dans T . On dé�nit alors S0 = S [ fxg si x 62 S, et S0 = S n fxg six 2 S. L'appliation � est alors dé�nie sur (S; T ) par : �(S; T ) = (S0; T ).(a) i. Justi�er l'existene de x.ii. Montrer que � est bien à valeurs dans G, et que � est une bijetion.(b) En déduire une nouvelle fois l'identité (1).PROBLÈME � Autour des nombres de CatalanDans tout le problème, si a et b sont deux entiers tels que a 6 b, on note [[a; b℄℄ l'ensemble des entiers omprisau sens large entre a et b.Partie Préliminaire � Nombres de CatalanOn dé�nit la suite des nombres de Catalan (�n)n2N de la manière suivante : 8n 2 N; �n = 1n+ 1�2nn �:1. Montrer que pour tout n 2 N� , �n = 12n+ 1�2n+ 1n �.2. Justi�er que (�n)n2N� véri�e la relation suivante : 8n > 1; (n+ 1)�n = 2 � (2n� 1)�n�1:3. Soit (�0n)n2N une suite véri�ant la même relation de réurrene, et telle que �00 = 1. Montrer que pourtout n 2 N, �n = �0n.Partie I � Arbres binairesIntuitivement, un arbre est la donnée d'une raine de laquelle partent di�érentes branhes ; soit es branhes sesubdivisent (il y a don un n÷ud et de nouvelles branhes qui en partent), soit elles se terminent par une feuille.1



Fig. 1 � Exemple d'arbre binaireOn dit qu'un arbre est binaire si de haque n÷ud (y ompris la raine) partent exatement deux branhes. Ondonne dans la �gure 1 un exemple de telle onstrution (attention, les mathématiiens ont tendane à pendreles arbres par la raine, e qui est plut�t inhabituel dans la nature)On appelle � sommets � de l'arbre les n÷uds (y ompris la raine) et les feuilles. Sur l'exemple i-dessus, lesn÷uds sont représentés par des ronds vides, les feuilles par des ronds pleins, et la raine par un arré.On dé�nit i-dessous les arbres binaires de manière un peu plus rigoureuse, par réurrene sur leur taille.On dé�nit pour ommener le seul arbre binaire à 1 sommet omme étant onstitué d'un seul sommet (saraine) S. Ce sommet est une feuille, puisqu'il n'en part auune branhe.Soit n 2 N. Supposons qu'on ait onstruit les arbres à k sommets pour toute valeur k 2 [[1; n℄℄. Un arbre binaireà n + 1 sommets A est la donnée d'un triplet (S;A1; A2), où S est un sommet (la raine de A), et A1 et A2des arbres binaires à respetivement k et n� k sommets, pour une ertaine valeur de k 2 [[1; n℄℄. Les sommetsde A sont S, et les sommets de haun des arbres A1 et A2.La représentation graphique assoiée à e triplet est la suivante : le sommet raine S est départ de deux branhes,l'une partant vers la gauhe, reliant S à A1, et l'autre partant vers la droite, reliant S à A2.Dans la �gure 2, on a représenté les arbres A1 et A2 permettant de dé�nir l'arbre A de la �gure 1.A1 : A2 :Fig. 2 � Les arbres A1 et A2 pour l'arbre de la �gure 1On appelle � �ls � d'un sommet s un sommet qui lui est adjaent, et plus éloigné de la raine. Ainsi, dans unarbre binaire, tout n÷ud a exatement deux �ls (n÷ud(s) ou feuille(s)), et auune feuille n'a de �ls. On parlede �ls droit de s pour désigner le �ls situé sur la branhe la plus à droite issue de s ; on dé�nit de manièresimilaire le �ls gauhe. De manière symétrique, on dé�nit la notion de père. Seule la raine n'a pas de père.Tous les autres sommets ont un et un seul père.1. (a) Existe-il des arbres binaires à 2 sommets ? Donner tous les arbres binaires à 3, 4, 5, 6 et 7 sommets.(b) Conjeturer une relation entre le nombre de feuilles et le nombre de n÷uds d'un arbre binaire.Si la onjeture est vraie, quelle est la parité de nombre de sommets d'un arbre binaire ?2. Première démonstration de la onjeture de la question 1.(a) Soit A un arbre binaire à au moins 3 sommets. Montrer qu'il existe au moins un n÷ud N dont lesdeux �ls sont des feuilles.(b) On se donne un tel n÷ud N . Montrer qu'en remplaçant e n÷ud et les deux feuilles qui lui sontattahées par une unique feuille, on obtient enore un arbre binaire (voir Figure 3 pour une illustrationde ette onstrution) N Fig. 3 � Suppression d'un n÷ud() En déduire une démonstration par réurrene de la onjeture.3. Deuxième démonstration de la onjeture de la question 1.Soit A = (S;A1; A2) un arbre. Exprimer le nombre de n÷uds (resp. de feuilles) de A en fontion dunombre de n÷uds (resp� de feuilles) de A1 et de A2. Conlure.2



Partie II � Dénombrement des arbres binairesUn arbre ave une feuille marquée est un ouple (A;F ), où A est un arbre, et F une feuille de A. De même,un arbre ave un n÷ud marqué est un ouple (A;N), où A est un arbre et N un n÷ud de A.On note Bn l'ensemble des arbres binaires à n n÷uds ('est-à-dire sommets internes), Fn l'ensemble des arbresbinaires à n n÷uds ave une feuille marquée, et Nn l'ensemble des arbres binaires à n n÷uds ave un n÷udmarqué. On note Bn le ardinal de Bn, Fn le ardinal de Fn et Nn le ardinal de Nn .1. Exprimer une relation entre Bn et Fn, ainsi qu'entre Bn et Nn. Justi�er très rigoureusement votre réponse.On se donne (A;N) un arbre binaire dont un n÷ud est marqué, ainsi qu'une diretion, gauhe ou droite ('est-à-dire un élément d'un ensemble à deux éléments fG;Dg). On onstruit un nouvel arbre à partir de (A;N) endédoublant le n÷ud N : on insère un nouveau n÷ud N 0 entre N et son père, et a�n d'obtenir un arbre binaire,on gre�e une feuille F sur N 0, en s'arrangeant pour qu'elle soit le �ls (ou plut�t la �lle) gauhe de N 0 si ladiretion hoisie était G, et qu'elle soit le �ls droit si la diretion hoisie était D. On dé�nit ainsi un nouvelarbre A0, muni d'une feuille marquée F . La �gure 4 illustre ette onstrution, dans le as où la diretion hoisieest G. NN N0FFig. 4 � Dédoublement d'un n÷ud2. Montrer que ette onstrution dé�nit, pour tout n 2 N, une appliation : �n : Nn �fG;Dg �! Fn+1:Montrer que �n est une bijetion.3. En déduire une relation satisfaite par (Bn)n2N, puis l'identité : 8n 2 N; Bn = �n.4. En utilisant la dé�nition des arbres binaires, montrer que les nombres de Catalan véri�ent la relationsuivante : 8n 2 N; �n+1 = nXk=0�k � �n�k:5. Réiproquement, montrer que toute suite (�0n)n2N véri�ant ette relation de réurrene et la onditioninitiale �00 = 1 est égale à la suite (�n)n2N de Catalan.Partie III � Chemins de DykSoit (a; b) 2 N2 . On appelle hemin de (0; 0) à (a; b) une suession de pas montants (augmenter l'ordonnée de1) et de pas à droite (augmenter l'absisse de 1) reliant (0; 0) à (a; b). Ainsi, un hemin est une suession depoints (xi; yi)i2[[0;a+b℄℄ tels que pour tout i 2 [[1; a+ b℄℄, (xi; yi) = (xi�1 +1; yi�1) (on a e�etué un pas à droite)ou (xi; yi) = (xi�1; yi�1+1) (on a e�etué un pas montant), et tels que (x0; y0) = (0; 0), et (xa+b; ya+b) = (a; b).
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bbPar exemple, les deux premières �gures i-dessus représentent deux hemins di�érents de (0; 0) à (2; 3). Letroisième n'est en revanhe pas un hemin, ar il omporte un pas vers la gauhe. La longueur d'un hemin estle nombre de pas.1. Montrer que le nombre de hemins de (0; 0) à (a; b) est �a+ ba �.Un hemin de Dyk de longueur 2n est un hemin de (0; 0) à (n; n) dont tous les points sont sous la diagonale� : y = x (au sens large). On note Dn l'ensemble des hemins de Dyk de longueur 2n, et Dn son ardinal,'est-à-dire le nombre de hemins de Dyk de longueur 2n.Par exemple, le premier hemin i-dessous est un hemin de Dyk, mais pas le deuxième.3
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2. Première méthode de dénombrement des hemins de Dyk.(a) Montrer que le nombre de hemins de Dyk ne renontrant la diagonale qu'en (0; 0) et (n; n) estDn�1.(b) En triant suivant la oordonnée du premier point d'intersetion (autre que (0; 0)) du hemin ave ladiagonale, montrer que : 8n 2 N; Dn+1 = nXk=0DkDn�k:() En déduire que pour tout n 2 N, Dn = �n.3. Deuxième méthode de dénombrement des hemins de Dyk.Soit � un hemin d'origine (0,0) ; on le représente par une suite de 0 et de 1, les 1 représentant les pasmontants, et les 0 les pas vers la droite. Ainsi, (0; 1; 0; 1) est le hemin onstitué d'un pas vers la droite,puis d'un pas montant, puis d'un pas vers la droite, et un pas montant pour terminer.Soit � et �0 deux hemins, représentés par des suites (a1; : : : ; aN ) et (b1; : : : ; bN ) de 0 et de 1. On dit que�0 est un onjugué de � s'il existe p 2 f1; : : : ; Ng tel que �0 = (ap+1; : : : ; aN ; a1; : : : ; ap).On appelle lasse de onjugaison du hemin � l'ensemble des hemins �0 onjugués à �.(a) Quel est le nombre de onjugués de (0; 1; 1; 0; 0; 1; 1) ? de (0; 1; 1; 0; 1; 1) ?(b) Soit � un hemin de longueur `. Montrer que la lasse de onjugaison de � est de ardinal ` si etseulement si � n'admet pas de période strite ('est-à-dire répétée au moins deux fois)() Soit n 2 N. Soit � un hemin de Dyk de longueur 2n. On lui assoie un hemin � en lui rajoutantun pas montant. Par exemple, si � = (0; 1; 0; 1), alors � = (0; 1; 0; 1; 1).Quel est le ardinal de la lasse de onjugaison de � dans l'exemple ? en général ?(d) Soit �0 un hemin quelonque reliant (0; 0) à (n; n+1). Montrer qu'il existe un et un seul hemin deDyk � de longueur 2n tel que � soit dans la lasse de onjugaison de �0.Indiation : Soit (xk ; yk)k2[[0;2n℄℄ la suite des points de �0. Soit p le plus petit entier k tel que yk �xksoit maximal ('est-à-dire le premier pas après lequel on se retrouve � le plus au-dessus � de ladiagonale). Considérer le onjugué de �0 obtenu grâe à p.(e) En étudiant la fontion qui à tout hemin �0 de (0; 0) à (n; n+ 1) assoie l'unique hemin de Dyk� de tel que � soit dans sa lasse de onjugaison, montrer que Dn = �n.Partie IV � Une bijetion entre hemins de Dyk et arbres binairesSoit n 2 N� . D'après les parties II et III, il y a autant d'arbres binaires à n n÷uds que de hemins de Dyk delongueur 2n. Le but de ette partie est de donner une preuve onstrutive (et non alulatoire) de e résultat :nous onstruisons pour tout n 2 N une bijetion �n entre Bn et Dn. Ainsi, es deux types d'objets (arbresbinaires et hemins de Dyk) en apparene bien di�érents, sont en fait très étroitement liés.Nous dé�nissons �n par réurrene sur n en suivant la dé�nition réursive des arbres :� Si n = 0, il existe un unique arbre binaire A à 0 n÷ud ; �(A) est l'unique hemin de Dyk de longueur 0.� Soit n 2 N� , et on suppose que �0; : : : ;�n�1 sont onstruits. Soit A un arbre binaire à n n÷uds, dérit parle triplet (S;A1; A2), où A1 est un arbre à k n÷uds, et A2 un arbre à n � 1 � k n÷uds, pour une ertainevaleur de k 2 [[1; n� 1℄℄. On dé�nit alors un hemin :�n(A) = (0;�k(A1); 1;�n�1�k(A2)):Il s'agit don du hemin onstitué d'un pas vers la droite, du hemin �k(A1), d'un pas vers le haut, suivi duhemin �n�1�k(A2).1. Déterminer �n(A) pour les arbres trouvés dans la question I-1a, ainsi que pour l'arbre de la �gure 1.2. Justi�er que pour tout n 2 N, �n est bien dé�nie, 'est-à-dire à valeurs dans Dn.3. Montrer que pour tout n 2 N, �n est une bijetion.4


