
Ly
ée Carnot Lundi 27 février 2005ECS 3/4 � Mathématiques Devoir surveillé no 6 (4 heures)Dé
omposition en éléments simples d'une fra
tion rationnelleAppli
ation à l'étude de 
as parti
uliers d'une 
onje
ture d'Ilie� et SendovLa présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la réda
tion, la 
larté, la pré
ision et la 
on
ision desraisonnements entreront pour une part importante dans l'appré
iation des 
opies.Les 
andidats sont invités à en
adrer dans la mesure du possible les résultats de leurs 
al
uls.L'usage de tout do
ument et de tout matériel éle
tronique est interdit. Notamment, les téléphones portablesdoivent être éteints et rangés.On dit que deux polyn�mes de C [X ℄ sont premiers entre eux s'ils sont non nuls et n'ont pas de ra
ine 
ommune.Nous énonçons en début de 
haque partie les résultats essentiels démontrés dans 
ette partie. Ces résultatspourront être admis dans les parties suivantes.Partie I � Dé
omposition � en éléments simples � de P 0PThéorème 1 Soit P un polyn�me de C [X ℄ dont l'ensemble des ra
ines est R = fr1; : : : ; rsg, la multipli
ité deri étant �i, pour tout i 2 [[1; s℄℄. Alors : 8x 2 C nR; P 0(x)P (x) = sXi=1 �ix� ri :1. En re
onnaissant en P 0P la dérivée d'une 
ertaine expression, démontrer le théorème 1 dans le 
as où Pest un polyn�me à 
oe�
ients réels dont toutes les ra
ines sont réelles.2. En utilisant les règles de dérivation d'un produit de s termes, donner une autre démonstration du théo-rème 1, valable 
ette fois pour tout polyn�me de C [X ℄.Dans les deux parties qui suivent, on généralise 
ette dé
omposition, appelée � dé
omposition en élémentssimples � dans le 
as d'une fra
tion rationnelle PQ . La partie IV est indépendante des parties II et III.Partie II � Le théorème de BezoutThéorème 2 Soit P et Q deux polyn�mes premiers entre eux qui ne soient pas tous les deux 
onstants. Alorsil existe deux polyn�mes U et V tels que UP + V Q = 1 et degU < degQ et degV < degP .Corollaire 3 Soit P et Q deux polyn�mes premiers entre eux qui ne soient pas tous les deux 
onstants, et A untroisième polyn�me tel que degA < degP+degQ. Alors il existe deux polyn�mes U et V tels que UP+V Q = Aet degU < degQ et deg V < degP .1. Soit P et Q deux polyn�mes premiers entre eux tels que degP > degQ. On note R le reste de la divisioneu
lidienne de P par Q.(a) Montrer que si P est 
onstant (et don
 pas Q), le théorème 2 est vrai.On suppose que P et Q sont tous les deux non 
onstants.(b) R peut-il être nul ? Montrer que R et Q sont premiers entre eux.(
) Justi�er que la véra
ité du théorème de Bezout pour Q et R entraîne l'existen
e de U0 et V0 (sans
ondition de degrés) tels que U0P + V0Q = 1.2. Soit P et Q deux polyn�mes. On suppose qu'il existe U0 et V0 tels que U0P + V0Q = 1.Montrer qu'il existe U et V dans C [X ℄ tels que UP + V Q = 1, et deg(U) < degQ, deg(V ) < degP .(On pourra e�e
tuer la division eu
lidienne de U0 par Q.)3. En raisonnant par ré
urren
e sur min(deg(P ); deg(Q)), montrer le théorème 2.1



4. En multipliant l'égalité du théorème de Bezout par un polyn�me bien 
hoisi, et en vous inspirant de laquestion 2, démontrer le 
orollaire 3.5. On suppose qu'on a dé�ni en Turbo Pas
al un type polynome (on se limite à des 
oe�
ients réels), etqu'on sa
he e�e
uer la somme P + Q, la di�éren
e P �Q le produit interne P �Q et le produit par unréel a � P sur les variables de 
e type, opérations que l'on e�e
tue ave
 les signes opératoires usuels. Onsuppose qu'on dispose de fon
tions :� monome prenant en argument un entier n et renvoyant le polyn�me Xn ;� deg prenant en paramètre un polyn�me et renvoyant son degré ;� 
onstante prenant en paramètre un polyn�me et renvoyant son terme 
onstant. Ainsi, si P est de degré0, P et 
onstante(P) ont la même valeur, mais le premier est de type polynome tandis que le se
ondest de type real.On admettra pour la question b qu'une pro
édure peut faire appel à elle-même (prin
ipe de ré
ursivité).Par exemple, même si 
e n'est pas la méthode re
ommandée, le 
al
ul de la suite dé�nie par u0 = 1 etpour tout n > 0, un+1 = 2un + 1 peut se faire de la manière suivante :pro
edure 
al
ulun(n:integer; var u:real);beginif n=0 then u:=1 {
ondition initiale (= 
ondition d'arrêt de l'appel ré
ursif)}elsebegin
al
ulun(n-1,u); {
al
ul ré
ursif de u_(n-1)}u:=2u+1; {
al
ul de u_n à partir de u_(n-1)}end;end;(a) É
rire une pro
édure division prenant en paramètres d'entrée deux polyn�mes P et Q et donnanten paramètres de sortie le quotient S et le reste R de la division de P par Q.(b) É
rire une pro
édure Bezout1 prenant en paramètre d'entrée deux polyn�mes P et Q que l'onsupposera premiers entre eux et non tous deux 
onstants (ne pas faire de test !) et renvoyant enparamètre de sortie deux polyn�mes U et V tels que UP + V Q = 1 (sans 
ondition de degré).(
) É
rire une pro
édure Bezout2 d'entrées et sorties similaires à Bezout1, mais ave
 les 
onditions dedegré sur U et V (on pourra réutilier la pro
édure Bezout1).Partie III � Dé
omposition en éléments simplesThéorème 4 Soit P et Q deux polyn�mes de C [X ℄ premiers entre eux, et R = fr1; : : : ; rsg l'ensemble desra
ines (
omplexes) distin
tes de Q. Alors il existe une dé
omposition de PQ de la forme suivante :8x 2 C nR; P (x)Q(x) = E(x) + sXi=1 Fi(x); où 8i 2 [[1; s℄℄; 8x 2 C nR; Fi(x) = �iXj=1 �i;j(x� ri)j ;�i étant l'ordre de multipli
ité de la ra
ine ri dans Q, E étant un polyn�me de C [X ℄, et les �i;j étant desnombres 
omplexes.1. Montrer que le polyn�me E du théorème 4 est unique, et est égal au quotient de la division de P par Q.En déduire qu'on peut se 
ontenter de démontrer le 
as où degP < degQ, 
as dans lequel E = 0.2. Exemples. Expli
iter la formule du théorème 4 dans les 
as suivants (on ne demande pas d'expli
iter les�i;j ; en revan
he, on déterminera E) :(a) x 7! x4(x� 2)(x� 1)(x+ 1)(x+ 2) ; (b) x 7! x5 + 1(x2 + x+ 1)2 ; (
) x 7! 1xn(x� 1) , n 2 N.On suppose désormais que degP < degQ ; on a vu que dans 
e 
as, E = 0. On rappelle que P et Q sont premiersentre eux. On suppose également que P et Q sont unitaires, 
e qui n'entraîne au
une perte de généralité. Onutilise les notations du théorème. 2



4. Montrer qu'il existe des polyn�mes A1 et P1 tels que deg(A1) < �1 et deg(P1) < sPi=2 ai et :8x 2 C nR; P (x)Q(x) = A1(x)(x� r1)�1 + P1(x)(x� r2)�2 � � � (x� rs)�s :(On pourra utiliser le 
orollaire du théorème de Bezout)5. Montrer qu'il existe des polyn�mes A1; : : : ; As, tels que 8i 2 [[1; s℄℄; deg(Ai) < �i8x 2 C nR; P (x)Q(x) = sXi=1 Ai(x)(x � ri)�i :6. Soit r 2 R. Montrer que pour tout polyn�me A de degré au plus � � 1, il existe d'uniques 
omplexes�0; : : : ; ���1 tels que : A = �0 + �1(X � r) + � � �+ ���1(X � r)��1:(On pourra raisonner par ré
urren
e sur �)7. En déduire le théorème 4.8. Appli
ation au 
al
ul d'intégrales(a) Premier exemplei. Justi�er qu'il existe des nombres ( a priori 
omplexes) a et b tels que pour tout x 2 Rnf�1;�2g,1(x+ 1)(x+ 2) = ax+ 1 + bx+ 2 :ii. En multipliant l'égalité de la question pré
édente par x+ 1 et en prenant de part et d'autre del'égalité la limite lorsque x tend vers �1, déterminer a.iii. Déterminer de même b.iv. En déduire la valeur de Z 10 dx(x+ 1)(x+ 2) .v. Montrer plus généralement que pour tout n 2 N� ,Z 10 dx(x + 1) � � � (x+ n) = 1(n� 1)! nXk=1(�1)k+1�nk� ln(k + 1):(b) Deuxième exemple.i. Justi�er l'existen
e de 
omplexes a, b et 
 tels que pour tout x 2 R n f�1; 1g,1(x� 1)(x2 � 1) = ax� 1 + b(x� 1)2 + 
x+ 1 :ii. Déterminer b et 
 en vous inspirant des méthodes de l'exemple pré
édent.iii. Déterminer a en multipliant l'égalité du (i) par x et en 
onsidérant la limite en +1.iv. En déduire Z 120 dx(x� 1)(x2 � 1) .Partie IV � Autour d'une 
onje
ture d'Ilie� et SendovSoit S 2 C [X ℄ un polyn�me à 
oe�
ients 
omplexes, de degré au moins égal à 2. Soit z une ra
ine de S. Ondit que S et z véri�ent (IS) s'il existe une ra
ine � du polyn�me dérivé S0 telle que jz � �j 6 1. On dit que Svéri�e (IS) si pour toute ra
ine z de S, z et S véri�ent (IS).Conje
ture 5 Tout polyn�me de degré au moins égal à 2 et dont les ra
ines sont de module au plus égal à 1véri�e (IS).Dans toute la suite, on se donne un polyn�me P de degré n > 2. On note P = nPk=0 akXk. On note égalementz0; : : : ; zm les ra
ines distin
tes de P , de multipli
ités respe
tives �0; : : : ; �m. On suppose que pour tout i 2[[0;m℄℄, jzij 6 1. 3



1. Justi�ez que mPi=0�i = n et que P = an mQi=0(X � zi)�i .2. Prouver que si n = 2, alors P véri�e (IS).(On pourra exprimer la ra
ine de P 0 en fon
tion des deux ra
ines, éventuellement égales, de P )3. (a) Soit i 2 [[0;m℄℄. Montrer que si �i > 2, alors P et zi véri�ent (IS).(b) En déduire que si P n'a pas de ra
ine simple, P véri�e (IS).4. Montrer qu'il existe m nombres 
omplexes w1; : : : ; wm (pas for
ément distin
ts), qui ne sont pas ra
inesde P , et tels que : P 0 = nan mYi=0(X � zi)�i�1 mYj=1(X � wj):On 
onserve 
es notations jusqu'à nouvel ordre.5. On suppose �0 = 1.(a) En dérivant l'expression de P de la question 1, montrer que mQj=1(z0 � wj) = 1n mQi=1(z0 � zi):(b) En déduire que si n > 2m, alors :i. mQj=1(z0 � wj) 6 1,ii. P et z0 véri�ent (IS),iii. P véri�e (IS).(
) On ne suppose plus n > 2m, mais toujours �0 = 1.Soit j 2 f1; : : : ;mg.i. À l'aide du théorème 1, et en 
onsidérant P 0(wj)P (wj ) , montrer que wj est un bary
entre à 
oe�
ientsstri
tement positifs des zi, i 2 [[1;m℄℄.ii. En déduire que jwj j 6 1.iii. Montrer que si z0 = 0, alors P et z0 véri�ent (IS).iv. Montrer que si 0 est la seule ra
ine simple de P , alors P véri�e (IS).6. On suppose toujours que �0 = 1, et on 
hange légèrement de notations en posant :P 0 = nan n�1Yi=1 (X � ti);où les ti sont maintenant les ra
ines (non for
ément distin
tes) de P 0.(a) Justi�ez que pour tout z non ra
ine de P 0, P 00(z)P 0(z) = n�1Pi=1 1z�ti .(b) En déduire que si ���P 00(z0)P 0(z0) ��� > n� 1, alors P et z0 véri�ent (IS).(On pourra raisonner par l'absurde et majorer P 00(z0)P 0(z0) .)(
) Soit Q = PX�z0 .i. Montrer que pour tout z 62 ft1; : : : ; tn�1g, P 00(z)P 0(z) = Q0(z)Q(z)ii. En déduire une expression de P 00(z0)P 0(z0) en fon
tion des zi, i 2 [[1;m℄℄.(d) On suppose que z0 = 1.i. Montrer que pour tout nombre 
omplexe z 2 C tel que jzj 6 1 et z 6= 1, on a : Re� 11�z� > 12 .ii. En déduire que Re� mPi=1 �i1�zi� > 12 (n� 1).iii. En utilisant la question 6
, en déduire qu'il existe i 2 [[1;m℄℄ tel que Re� 11�ti� > 1.iv. Pour une telle valeur de i, justi�er que ��ti � 12 �� 6 12 , puis que jti � 1j 6 1. Con
lusion ?(e) On suppose z0 de module 1 (et toujours �0 = 1). En utilisant une transformation géométrique simplede C , prouver que P et z0 véri�ent (IS).7. On suppose que les ra
ines simples de P sont toutes nulles ou de module 1. Montrer que P véri�e (IS).4


