
Ly
ée Carnot Vendredi 5 mai 2006ECS 3/4 � MathématiquesCon
ours blan
 no 2 � Mathématiques II (DS 9) � 4 heuresLa présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la réda
tion, la 
larté, la pré
ision et la 
on
ision desraisonnements entreront pour une part importante dans l'appré
iation des 
opies.Les 
andidats sont invités à en
adrer dans la mesure du possible les résultats de leurs 
al
uls.L'usage de tout do
ument et de tout matériel éle
tronique est interdit. Notamment, les téléphones portablesdoivent être éteints et rangés.Exer
i
e � Rédu
tion d'une matri
e � Probabilités1. Soit a et b deux réels stri
tement positifs et A la matri
e 
arrée d'ordre 2 dé�nie par : A =  a bb a!.(a) Donner une 
ondition né
essaire et su�sante sur a et b pour que A soit inversible, et donner A�1 en
as d'inversibilité.(b) Cal
uler A2 � 2aA, et retrouver l'expression de A�1 en 
as d'inversibilité.(
) Déterminer en fon
tion de a et b les valeurs propres de A.(d) A est-elle diagonalisable ? Lorsqu'elle l'est, la diagonaliser.(e) Cal
uler, pour tout n 2 N� , la matri
e An.2. Soit p 2℄0; 1[, et q = 1� p. Soit X et Y deux variables aléatoires dé�nies sur le même espa
e probabilisé(
; T ; P ), indépendantes, et suivant la même loi géométrique de paramètre p.Pour tout ! 2 
, on dé�nit la matri
e : M(!) =  X(!) Y (!)Y (!) X(!)!.On note S(!) la plus grande valeur propre de M(!), et D(!) la plus petite. Cela dé�nit deux variablesaléatoires S et D sur (
; T ; P ).(a) Quelle est la probabilité que la matri
e aléatoire M(!) soit inversible ?(b) Exprimer S et D en fon
tion de X et Y et déduire pour 
ha
une son espéran
e et sa varian
e.(
) Cal
uler la 
ovarian
e des variables aléatoires S et D.(d) Les variables aléatoires S et D sont-elles indépendantes ?(On pourra 
onsidérer les événements [S = 2℄ et [D = 0℄.)(e) Établir, pour tout entier n supérieur ou égal à 2 : P (S = n) = (n� 1)p2qn�2.(f) On suppose que p = 221 . Quelle est la valeur la plus probable de la plus grande valeur propre desmatri
es M(!) ?Problème � Rédu
tion d'une matri
e tridiagonale � sommes trigonométriquesL'objet du problème est l'étude de l'interpolation d'une fon
tion par des fon
tions trigonométriques, 
'est-à-dire l'approximation par une fon
tion trigonométrique 
oïn
idant en un 
ertain nombre de points. Dans unepremière partie, on établit des propriétés d'une matri
e permettant d'obtenir les fon
tions d'interpolation. Lase
onde partie est destinée à l'étude du pro
édé d'interpolation. On y étudie notamment un 
as parti
ulier.Dans tout le problème, n désigne un entier supérieur ou égal à 2.1



Partie I � Diagonalisation d'une matri
e tridiagonaleSoit An = (ai;j)(i;j)2[[1;n℄℄2 la matri
e 
arrée d'ordre n dé�nie par : ai;j = ( 1 si ji� jj = 10 si ji� jj 6= 1Ainsi : An = 0BBBBBBBB�0 1 0 : : : 01 . . . . . . . . . ...0 . . . . . . . . . 0... . . . . . . . . . 10 : : : 0 1 0
1CCCCCCCCA.Dans 
ette partie, on se propose d'abord de diagonaliser la matri
e An, puis d'étudier une matri
e dont les
olonnes sont des ve
teurs propres de An.1. Pour tout élément X de Rn , on pose : qn(X) = tXAnX. Dans toute la suite, on é
rit X = 0BB�x1...xn1CCA.Cal
uler AnX , puis véri�er que : qn(X) = 2 n�1Pi=1 xixi+1.2. Étude du 
as parti
ulier n = 2(a) Montrer que, pour tout élément X de R2 : � tXX 6 q2(X) 6 tXX:(b) Déterminer les valeurs propres et une base de R2 
onstituée de ve
teurs propres de A2.(On pourra utiliser les résultats de l'exer
i
e.)(
) Soit X un ve
teur non nul de R2 . Montrer que jq2(X)j = tXX si et seulement si X est un ve
teurpropre de A2.3. En
adrement des valeurs propres de An(a) Montrer que, pour tout entier n > 2, et pour tout élément X de Rn :� n�1Xi=1 (x2i + x2i+1) 6 qn(X) 6 n�1Xi=1 (x2i + x2i+1):(b) En déduire que :i. pour tout élément X de Rn : �2 tXX 6 qn(X) 6 2 tXX ;ii. jqn(X)j = 2 tXX si et seulement si X = 0.(On pourra re
her
her les 
as d'égalité dans toutes les inégalités utilisées pour obtenir l'en
a-drement de la question (i))(
) Soit � une valeur propre de An, et X un ve
teur propre asso
ié à �.i. Montrer que : qn(X) = � tXX:ii. En 
on
lure que : �2 < � < 2.(On justi�era soigneusement que les inégalités sont stri
tes.)4. Diagonalisation de la matri
e AnSoit � un élément de l'intervalle ℄�2; 2[ ; on note F� l'ensemble des suites réelles (uk)k2N telles que, pourtout nombre entier naturel k : uk+2 = �uk+1 � uk.(a) Justi�er qu'il existe un unique réel t 2℄0; �[ tel que � = 2 
os t. Dans la suite, t désigne 
e réel.2



(b) Soit (uk)k2N un élément de F�.i. Justi�er que : 9(�; �) 2 R2 ; 8k 2 N; uk = � 
os(kt) + � sin(kt):(On pourra 
ommen
er par exprimer (uk)k2N dans C .)ii. Exprimer � et � en fon
tion de u0, u1 et t.Soit F�(n) le sous-ensemble de F� 
onstitué des éléments (uk)k2N de F� véri�ant la 
ondition supplémen-taire : u0 = un+1 = 0.(
) Justi�er que F�(n) est un espa
e ve
toriel.(d) Déterminer, en dis
utant selon les valeurs de t, les éléments de F�(n).(e) Soit � un nombre réel et X = 0BB�x1...xn1CCA un ve
teur non nul de Rn .Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :i. � est valeur propre de An, et X est un ve
teur propre asso
ié à � ;ii. la suite (uk)k2N dé�nie par u0 = 0, uk = xk pour tout k 2 [[1; n℄℄, un+1 = 0 et uk+2 = �uk+1�ukpour tout entier k > n, appartient à F�(n).(f) i. En déduire que les valeurs propres de An sont les nombres réels �p = 2 
os �p, p 2 [[1; n℄℄, où�p = p�n+ 1 .ii. Justi�er que An est diagonalisable.iii. Déterminer, pour tout p 2 [[1; n℄℄, le sous-espa
e propre E�p .5. Étude de la matri
e de passageSoit Mn = (mk;p)(k;p)2[[1;n℄℄2, dé�nie par : 8(k; p) 2 [[1; n℄℄2; mk;p = sin kp�n+ 1 = sin(k�p) = sin(p�k):(a) Justi�er à l'aide des questions pré
édentes que Mn est inversible, et exprimer le produit M�1n AnMn.(b) Soit � et � des valeurs propres distin
tes de An, et X et Y des ve
teurs propres asso
iés respe
tive-ment à � et à �.i. Véri�er que : � tXY = � tXY .ii. En déduire que : 8(p; q) 2 [[1; n℄℄2; p 6= q =) nPk=1 sin(k�p) sin(k�q) = 0.(
) Soit p 2 [[1; n℄℄. Montrer que : nPk=1 
os(2k�p) = �1.(d) À l'aide des questions pré
édentes, 
al
uler M2n, et en déduire M�1n .Partie II � Appli
ation à l'étude de séries trigonométriques1. Interpolation trigonométriqueSoit B = 0BB�b1...bn1CCA de Rn . On lui asso
ie la fon
tion numérique gB dé�nie sur R par la relation :8t 2 R; gB(t) = nXk=1 bk sin(kt): (1)(a) Soit (k; `) 2 N2 . En dis
utant suivant la valeur de (k; `), et en se servant d'une formule de trigono-métrie, 
al
uler l'intégrale Ik;` = Z �0 sin(kt) sin(`t) dt.3



(b) En déduire que : Z �0 g2B(t) dt = �2 nXk=1 b2k.(
) Cal
uler MnB. Montrer que pour tout entier k 2 [[1; n℄℄ : bk = 2n+ 1 nXp=1 gB(�p) sin(k�p):(d) Soit C = 0BB�
1...
n1CCA 2 Rn . Justi�er qu'il existe un et un seul élément B = 0BB�b1...bn1CCA de Rn tel que pourtout p 2 [[1; n℄℄, gB(�p) = 
p.L'objet des questions suivantes jusqu'à la �n du problème est d'étudier, pour tout n > 2, l'unique fon
tiontrigonométrique gn dé�nie par une équation du type (1), telle que, pour tout entier p 
ompris entre 1 et n, onait gn(�p) = 1. On é
rira : gn(t) = nPk=1 bk(n) sin(kt):2. Étude des 
oe�
ients ak(n)(a) Montrer que : 8k 2 [[1; n℄℄; bk(n) =8><>: 0 si k est pair,2n+ 1 � 
os k�2(n+1)sin k�2(n+1) si k est impair.(b) i. Étudier les variations sur ℄0; �2 ℄ de la fon
tion f : x 7! 1x � 
osxsinx .ii. Justi�er qu'il existe M > 0 tel que pour tout t 2℄0; �2 ℄, �Mt2 6 
os t� 1 6 0.iii. En déduire que sinx = x+O(x3) au voisinage de 0.iv. Déterminer l'existen
e et la valeur de la limite en 0 de f .(
) Déduire de l'étude pré
édente que, pour tout entier impair k 2 [[1; n℄℄ :0 6 4k� � bk(n) 6 4(n+ 1)� :(d) En déduire l'existen
e et la valeur �k de la limite de bk(n) lorsque n tend vers +1.3. Et on fait tendre n vers +1(Question hors-barême, notée en bonus uniquement si le reste de la 
opie dépasse la note de 60/120)Pour tout t 2 R, on pose : hn(t) = nPk=1 �k sin(kt):(a) En appliquant (1b) à un ve
teur bien 
hoisi, montrer que : limn!+1 Z �0 (gn(t)� hn(t))2 dt = 0.(b) On admet que : +1Xk=0 1(2k + 1)2 = �28 : Montrer que : limn!+1 Z �0 (1� hn(t))2 dt = 0:(
) En déduire l'existen
e et la valeur de la limite, lorsque n tend vers +1, de l'intégrale :Jn = Z �0 (1� gn(t))2 dt:
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