LyceEe CARNOT Vendredi 5 mai 2006
ECS 3/4 — Mathématiques

Concours blanc n°® 2 — Mathématiques IT (DS 9) — 4 heures

La présentation, la lisibilité, ['orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté, la précision et la concision des

raisonnements entreront pour une part importante dans 'appréciation des copies.
Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

L’usage de tout document et de tout matériel électronique est interdit. Notamment, les téléphones portables

doivent étre éteints et rangeés.

Exercice — Réduction d’une matrice — Probabilités

b a

(a) Donner une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que A soit inversible, et donner A~* en

a b
1. Soit a et b deux réels strictement positifs et A la matrice carrée d’ordre 2 définie par : A = ( > .

cas d’inversibilité.
(b) Calculer A% — 2aA, et retrouver 'expression de A~! en cas d’inversibilité.
(c
(d

(e) Calculer, pour tout n € N*, la matrice A™.

)

) Déterminer en fonction de a et b les valeurs propres de A.

) A est-elle diagonalisable ? Lorsqu’elle l’est, la diagonaliser.

)

2. Soit p€]0,1[, et g =1 —p. Soit X etY deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé
(Q, T, P), indépendantes, et suivant la méme loi géométrique de paramétre p.

X(w) Y(w)

Y(w) X(w)

On note S(w) la plus grande valeur propre de M(w), et D(w) la plus petite. Cela définit deuz variables

aléatoires S et D sur (Q, T, P).

Pour tout w € Q, on définit la matrice : M (w) = (

(a) Quelle est la probabilité que la matrice aléatoire M (w) soit inversible 7
(b) Exprimer S et D en fonction de X et Y et déduire pour chacune son espérance et sa variance.
(c) Calculer la covariance des variables aléatoires S et D.

(d) Les variables aléatoires S et D sont-elles indépendantes ?
(On pourra considérer les événements [S = 2] et [D = 0].)

Etablir, pour tout entier n supérieur ou égal 4 2 : P(S =n) = (n — 1)p*q" 2.

—
@
~—

On suppose que p = % Quelle est la valeur la plus probable de la plus grande valeur propre des

—~
laar)
~

matrices M (w)?

Probléme — Réduction d’une matrice tridiagonale — sommes trigonométriques

L’objet du probleme est 'étude de l'interpolation d’une fonction par des fonctions trigonométriques, c¢’est-a-
dire lapprozimation par une fonction trigonométrique coincidant en un certain nombre de points. Dans une
premiére partie, on établit des propriétés d’une matrice permettant d’obtenir les fonctions d’interpolation. La

seconde partie est destinée a l’étude du procédé d’interpolation. On y étudie notamment un cas particulier.

Dans tout le probléme, n désigne un entier supérieur ou égal a 2.



Partie I — Diagonalisation d’une matrice tridiagonale

1 sili—jg|=1
Soit Ay, = (aij)(ij)e[1,n])? la matrice carrée d’ordre n définie par : a; ; = { i =l

0 sili—j|#1
0 1 0 ... 0
1
Ainsi : Ap =10 "-. "-. . 0
1
0O ... 0 1 0

Dans cette partie, on se propose d’abord de diagonaliser la matrice A, , puis d’étudier une matrice dont les

colonnes sont des vecteurs propres de A,,.

T
1. Pour tout élément X de R™, on pose : q,(X) = XA, X. Dans toute la suite, on écrit X =
Ln
n—1
Calculer A, X, puis vérifier que : ¢,(X) =2 Y z;zi41.
i=1
2. Etude du cas particulier n = 2
(a) Montrer que, pour tout élément X de R? : — XX < ¢2(X) < X X.
(b) Déterminer les valeurs propres et une base de R? constituée de vecteurs propres de As.
(On pourra utiliser les résultats de 'exercice.)
(c) Soit X un vecteur non nul de R?. Montrer que |g2(X)| = XX si et seulement si X est un vecteur

propre de A,.

3. Encadrement des valeurs propres de A,

(a) Montrer que, pour tout entier n > 2, et pour tout élément X de R" :

n—1 n—1
- Z(xf +a7,1) < qn(X) < Z(rf + 37 ).
1=1 i=1

(b) En déduire que :
i. pour tout élément X de R® : —2 XX < ¢, (X) <2 XX
ii. |gn(X)| =2 XX siet seulement si X = 0.

(On pourra rechercher les cas d’égalité dans toutes les inégalités utilisées pour obtenir ’enca-

drement de la question (i))
(c) Soit A une valeur propre de A,, et X un vecteur propre associé a .
i. Montrer que : g,(X) = X IXX.

ii. En conclure que : —2 < A\ < 2.

(On justifiera soigneusement que les inégalités sont strictes.)

4. Diagonalisation de la matrice A4,

Soit X\ un élément de Uintervalle | —2,2[ ; on note F l’ensemble des suites réelles (uy)ren telles que, pour

tout nombre entier naturel k : wpyo = Augy1 — Ug-

(a) Justifier qu'il existe un unique réel ¢t €]0, 7[ tel que A = 2cost. Dans la suite, ¢ désigne ce réel.



(b) Soit (ug)ren un élément de F).
i. Justifier que : 3(a, B) € R?, Vk €N, uy, = acos(kt) + Bsin(kt).
(On pourra commencer par exprimer (ug)gen dans C.)
ii. Exprimer « et 8 en fonction de ug, u; et t.
Soit Fx(n) le sous-ensemble de F constitué des éléments (uy)ren de Fy vérifiant la condition supplémen-
taire : ug = up+1 = 0.
(c) Justifier que F)(n) est un espace vectoriel.
(d) Déterminer, en discutant selon les valeurs de ¢, les éléments de Fy(n).
Ty
(e) Soit A un nombre réel et X = | : | un vecteur non nul de R™.

Ln
Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

i. A est valeur propre de A, et X est un vecteur propre associé a \;

ii. la suite (ug)ren définie par ugp = 0, up, = x4, pour tout k € [1,n], upt1 = 0 et upro = Augs1 —up

pour tout entier k > n, appartient a Fy(n).

(f) i. En déduire que les valeurs propres de A, sont les nombres réels A\, = 2cosf,, p € [1,n], ou
pr
0, =—.
L |
ii. Justifier que A,, est diagonalisable.

iii. Déterminer, pour tout p € [1,n], le sous-espace propre Ej, .

5. Etude de la matrice de passage

k
Soit My, = (M p) (k,p)e[1,n]2> définie par : Y (k,p) € [1,n]?, mi, = sin f-ﬂ-l = sin(k6,) = sin(pby,).

n
(a) Justifier a 'aide des questions précédentes que M, est inversible, et exprimer le produit M,, t A, M,,.

(b) Soit A et p des valeurs propres distinctes de A, et X et Y des vecteurs propres associés respective-

ment & A et & p.
i. Vérifier que : A IXY = pu XY
n
ii. En déduire que : Y(p,q) € [1,n]?, p#q= ) sin(kb,)sin(kd,) = 0.
k=1

n
(¢) Soit p € [1,n]. Montrer que : > cos(2k6,) = —1.
k=1

(d) A l'aide des questions précédentes, calculer M2, et en déduire M.

Partie II — Application a I’étude de séries trigonométriques

1. Interpolation trigonométrique
by
Soit B= | . | de R*. On lui associe la fonction numérique gp définie sur R par la relation :

by n
Vt€R, gp(t) =Y bysin(kt). (1)
k=1

(a) Soit (k,¢) € N*. En discutant suivant la valeur de (k,), et en se servant d’une formule de trigono-

métrie, calculer l'intégrale Iy, ; = / sin(kt) sin(£t) dt.
0



(b) En déduire que : / g5(t) dt = gz bz
0
2 n
(c) Calculer M, B. Montrer que pour tout entier k € [1,n] : by = ] ZgB(HP) sin(k6).
p=1

C1 by

(d) Soit C = | : | € R™. Justifier qu’il existe un et un seul élément B = | : | de R" tel que pour

Cn bn
tout p € [1,n], gg(6p) = cp.

L’objet des questions suivantes jusqu’a la fin du probléme est d’étudier, pour tout n > 2, l'unique fonction

trigonométrique g, définie par une équation du type (1), telle que, pour tout entier p compris entre 1 et n, on

ait gn(0p) = 1. On écrira : g,(t) = Xn: by (n) sin(kt).
k=1

2. Etude des coefficients ay(n)

0 si k est pair,
(a) Montrer que : Yk € [1,n], br(n) = 2 cos % . . .
1< = si k est impair.
n + Sin Z(H—+1)

1 cosx

(b) i. Etudier les variations sur ]0, Z] de la fonction f : > — — ——.
T sinz

ii. Justifier qu'il existe M > 0 tel que pour tout ¢ €]0, £], —Mt*> < cost — 1 < 0.

iii. En déduire que sinz =z + O(z?*) au voisinage de 0.
iv. Déterminer 'existence et la valeur de la limite en 0 de f.
(c) Déduire de ’étude précédente que, pour tout entier impair k € [1,n] :

4 4
<—-b < —.
0< km k() < (n+ )

(d) En déduire lexistence et la valeur 5, de la limite de by(n) lorsque n tend vers +oc.

3. Et on fait tendre n vers +oo

(Question hors-baréme, notée en bonus uniquement si le reste de la copie dépasse la note de 60/120)

Pour tout t € R, on pose : hy(t) = Y By sin(kt).
k=1

(a) En appliquant (1b) & un vecteur bien choisi, montrer que : lim (gn(t) = hyp(t))? dt = 0.

n—+oo [
+oo 2 ™
. Z 1 _T L 2 gt —
(b) On admet que : 2 m = ? Montrer que : nll)ar-loo ; (]. — hn(t)) dt = 0.

(c) En déduire Dexistence et la valeur de la limite, lorsque n tend vers 400, de 'intégrale :

Jn = /Oﬂ(l — gn(1))? dt.



