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Algébre 1 — Logique — Types de démonstration

Exercice 1 Montrer que la négation de P <= @ est P <— —Q.

Exercice 2 Démontrer a I’aide de tables de vérité les assertions suivantes :
1. P= @ =-PVQ; comparer avec # () = —P;
2. (PANQ)ANR=PA(QAR) (associativité de A);
3. (PVQ)VR=PV(QV R) (associativité de V);
4. AV(BAC)=(AV B)A(AVC) (distributivité de V sur A);
5. AN(BVC)=(AAB)V(AAC) (distributivité de A sur V);

Exercice 3 — Soit R, S et T' des propositions. Montrer & I'aide de tables de vérité, puis par un
raisonnement intuitif, que les propositions suivantes sont vraies :

1. R= (S = R). 4. (R= (SVT)) <= (SV(RVT)).
2 R=8=(S=T7T)= (R=1T)). 5 (R=5)= ((RAT) = (SAT)).
3. (RVS) <= ((R=S5)=9). 6. ( Re<=S)= (IT'=R) <= (T'=Y9)).

Exercice 4 — Démontrer les propositions suivantes :
1. (Vz)(RV S)) = ((Vx)RV (3x)9).
2. Si z n’intervient pas dans R, ((Vz)(RV S)) <= (R V VzS5).
3. Si x n’intervient pas dans R, (3z)(R A S) < (R A (3z)S).

Exercice 5 — Nier les propositions suivantes (on écrira P(z) pour « z vérifie la propriété P ») :

1. 3z, x vérifie P. 5. x vérifie P, ou y vérifie Ps.
2. Yz, x vérifie P. 6. Jx, Vy, x vérifie Py et (x,y) vérifie P.
3. Jz, Ty, tel que le couple (z,y) vérifie P. 7. Yz, Jy, x vérifie P ou (x,y) vérifie P,.
4.

x vérifie Py et y vérifie P,. 8. Vx, x vérifie Py, ou 3z, x ne vérifie pas P.

Exercice 6 — On dispose d’éléves x répartis dans des classes ¢. Chaque classe est donc un ensemble
d’¢éléves. Ainsi z est dans la classe ¢ se traduit par 2 € ¢. On note C' I'ensemble des classes, A I'ensemble
des anglophones et F I’ensemble des hispanophones. Formaliser les assertions suivantes, puis les nier.

. Il existe un éléve étudiant ’anglais.

. Dans toutes les classes, il existe un éléve étudiant 1’anglais.

. Cet éléve X étudie Ianglais et I'espagnol.

. Au moins un éléve étudie ’anglais et 1'espagnol.

. Tous les éléves étudiant Iespagnol étudient également ’anglais.

. Dans toutes les classes, au moins un éléve étudie a la fois I’anglais et 1’'espagnol.
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. Dans une classe au moins, tous les éléves étudient a la fois I'anglais et ’espagnol.

1

8. Ou bien dans toute classe un éléve étudie a la fois 1’anglais et I’espagnol, ou bien il existe une
classe dans laquelle tous les éléves étudient soit I’anglais soit ’espagnol.

9. Si dans toute classe, il existe un éléve étudiant soit I'anglais soit I’espagnol, alors il existe une
classe dans laquelle au moins un éléve étudie a la fois I'anglais et I’espagnol.

10. Tout éléve étudiant I’espagnol étudie ’anglais, et réciproquement.
11. Un et un seul éléve étudie ’anglais et I’espagnol.

Exercice 7 — Comparer les couples de propositions suivantes :
1. Vz, P(z) AQ(z) et (Vz, P(z)) A (Vz,Q(z));
2. Vz, P(z) V Q(z) et (Vz, P(x)) V (Vz,Q(x));
3. Vz, (P = Q) et (VaP) = (VzQ);
4. 3z, PV Q et JzPV I2Q;
5. dz, PAQ et 3xP A 3zQ.

Exercice 8 — Soit a et n deux entiers. Montrer les assertions suivantes (on pourra considérer leur
contraposée).

1. Si a™ — 1 est premier, alors a = 2 et n est premier.
2. Si a"™ + 1 est premier, ot n > 1 et a > 2, alors n est pair.
3. Si a™ 4 1 est premier, ot n > 1 et a > 2, alors a est pair et n est une puissance de 2.

Exercice 9 — Soit n un entier strictement positif, et p,, s’il existe, le n-iéme nombre premier.

1. En raisonnant par 'absurde, montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers (considérer
pip2 - Pn + 1, OU n est...).
2. Montrer que pour tout entier n strictement positif, p, < 22".

Exercice 10 — Montrer par récurrence que pour tout entier n > 3 le nombre de diagonales d’un

(n—3)
2

n
polygone & n sommets est . Proposer une autre méthode de calcul.

Exercice 11 — Montrer la formule de Moivre : pour tout entier positif n, et tout réel 0,
cos(nf) +i-sin(nf) = (cos(f) +1-sin(h))".
Exercice 12 Montrer que pour tout entier n positif, n4"*! — (n + 1)4™ + 1 est divisible par 9.

Exercice 13 — Montrer par récurrence les deux formules suivantes :

n n—p
L VneN, Z():2. 2. VneN, ¥peN, ( ):( )
o \k Z p p+1

k=0
. . . . . k k!
Exercice 14 — Pour iy,...,4, > 0 tels que iy + --- + 4, = k, on note |{ . . = ——— Par
01, yin il !
convention, ( . ) est nul dans les autres cas. Montrer la formule du multinéme :
Lyveyln
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Exercice 15 - Soit n € N*, ay,...,a, € R, by,...,b, € RY. Montrer que :
. ay an ap + -+ ay ay an

mn|{—,...,— | {——<max | —,...,— | .

(bl bn> = b1+"'+bn (bl bn)

Exercice 16 —
2 2
un—Z + un—l

1. Soit (un)nen la suite définie par ug =1, uy = 3, et Vn > 2, u, = 5
<

Montrer par récurrence sur n que pour tout n, 0 < u, < 1.

2. Soit maintenant (u,)nen la suite définie par la méme récurrence, mais dont les termes initiaux
ug et u; sont des réels positifs quelconques. Montrer que (u,),en est bornée.

2 2
Vn—k +o+ Un—1

3. Méme question pour (v,),en définie par vg,...,vp_1 = 0et Vn 2k, v, = 3

. . T uf -ty

Exercice 17  Soit (u,)nen la suite définie par ug =1et Vn > 1, u, = —
n

1. Montrer que pour tout n dans N, 0 < u,, < 1.

2. Montrer que (uy)nen est décroissante. La suite (uy,)neny converge-t-elle ?

3. Etablir une relation de récurrence d’ordre 1 satisfaite par (uy, )nen.

1 1 1
4. Montrer par récurrence sur n que : Vn € N*, ui = (1 — —) (1 — —) e (1 — —) .

1 1 1 1
5. En déduire 'encadrement suivant : Vn € N*, 0 < u,, < exp <77 (1 + 5 + 3 N ,)) .
n
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En déduire la limite quand n tend vers 'infini de la suite (u,),en+ définie pour tout n € N* par :

1 n
Uy = ——=> VEk.

2n 1 2n 1
Exercice 18 — Montrer que : Vn € N*, (_n + g) Vn < Z\fk < (?n + 5) Vn.
k=1

Exercice 19 - Soit H,, la suite harmonique, définie par :

n

1
H():O,etVTLEN*,Hn:ZE.

k=1

1 (k+1 L [k

1. Mont LY N, —— “mrilm/)
ontrer que : V(m,n) € ’k+1<m+1) m+1(m)

. n .
On rappelle que par convention, ( ) est nul si p > n.
p

2. Montrer chacune des égalités suivantes :

(a) ¥(m,n) € N, zn: ( :L) Hy, = (:LTJ (Hw - %ﬂ) ,

k=1

(b) Yn € N*, > Hy = (n+1)H,—n,

k=1

(¢) VneN*, Y Hl = (n+1)H2— (2n+1)H, + 2n.

k=1

Exercice 20 - (Multiplication par la méthode dite « du paysan russe ») On propose ’algo-
rithme suivant. Soit m et n deux entiers. Sur une premiére ligne, on écrit cote a cote m et n. Sur la
ligne suivante, on écrit le quotient de la division euclidienne de m par 2 (on oublie donc les décimales)
sous la valeur de m, et on écrit 2n sous la valeur de n. On continue ainsi : dans la premiére colonne, on
passe d’une ligne a 'autre en divisant par 2, dans la deuxiéme colonne, on multiplie par 2. On s’arréte
lorsqu’on a obtenu 1 dans la premiére colonne. On barre ensuite toutes les lignes pour lesquelles le
nombre situé dans la premiére colonne est pair. On fait enfin la somme des nombres situés dans la
deuxiéme colonne et non barrés. On note ¢(m,n) 'entier obtenu. Montrer que ¢(m,n) =m - n.

Un exemple de mise en application de cet algorithme pour calculer 11 - 17 :

11 17
5 34
—2—68
1 136

187

Exercice 21  Soit (uy,)nen une suite donnée par ses deux termes initiaux wug et ui, et la relation de
récurrence suivante : Vn € N, u, 19 = au,11 + bu,, ol a et b sont deux réels fixés.

1. On suppose que l'équation 22 — az — b admet deux racines distinctes r et s dans C.

(a) Montrer que pour tous complexes \ et y, la suite complexe (Ar™ + (15™),en vérifie la méme
relation de récurrence que (uy,)nen-

(b) Montrer qu’il existe un et un seul couple (), 1) de nombres complexes tels que A + p = ug
et A\r 4+ pus = uy. Montrer qu’alors, pour tout n > 0, u, = A" + us™.

(¢) Soit (uy)su définie par ug = 2, u3 = 3 et Vn = 0, w0 = 3u,q1 — 2u,. Expliciter, pour tout
n € N, u,, en fonction de n.

(d) Meéme question avec ug =0, uy =1, et Vn € N, w40 = uy11 + u, (suite de Fibonacci).
(e) Méme question avec ug =1, us = 1, et Vn € N, w40 = 2upy1 — 2uy.
2. On suppose que I'équation 22 — ax — b admet une racine double 7.

(a) Montrer que pour tous complexes A et p, la suite complexe (A + un)r™),ey vérifie la méme
relation de récurrence que (uy)nen-

(b) Montrer qu’il existe un et un seul couple (), ;) de nombres complexes tels que A = g et
(A + p)r = uy. Montrer qu’alors, pour tout n > 0, u, = (A + pn)r".

(c) Soit (up)nen définie par ugp = 2, uy = 3 et VYn € N, w12 = 2uy41 — u,. Expliciter, pour
tout n € N, u,, en fonction de n.

(d) Méme question avec ug =1, u; =4 et Yn € N, tpyo = 41 — duy,.



