LyCcEE CARNOT Novembre 2006
ECS 4 — Mathématiques
A. TROESCH

Algébre 4 — Nombres complexes

Exercice 1 — Module et argument de z =1 —i-tan®.
Exercice 2 — Calculer les racines carrées de 2 — 31/5.
Exercice 3 — Résoudre dans C : 22 — 2z +i+1=0.
Exercice 4 — Déterminer les racines de X* + i, sous forme trigonométrique, sous forme algébrique.
Exercice 5 — Donner une expression des racines n-iémes de v/3 + i.
Exercice 6 — Résoudre dans C I’équation : (z +1)" = (z — 1)™.
s

Exercice 7 — Linéariser sin®” t. En déduire / sin®™ ¢ cos(2mt) dt.
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Exercice 8 — Soit n € N*, et P, = (X +1)" — (X — 1)™.

1. Factoriser P, dans C[X].
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2. En déduire que : Vp € N*,

cos(kx)

Exercice 9 — Calculer Z cost (@)’
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Exercice 10 — Calculer cos(kx).
BE

n—1
2k
Exercice 11 — Calculer nz""! + (n — 1)2""2 +--- + 2z + 1. En déduire E k sin ( ﬂ)
n
k=1

Exercice 12 — Calculer Z sin?(ka).
k=0

Exercice 13 — Calculer 1 + 2(cost + cos 2t + - - - + cosnt).
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Exercice 14 — En factorisant de deux maniéres différentes X°® — 1, calculer cos = et cos = puis cos 5

Exercice 15 — Polynémes de Tchebychev de premiére espéce

On définit les polyndomes de Tchebychev par la relation de récurrence suivante :

TO = 1, T1 = )(7

Thy1 =2XT, —T,—1 pour tout n > 2.
1. Justifier que P, est un polyndme, et déterminer son degré.
2. Montrer que pour tout 6 € R, T),(cos(#)) = cos(nb).

3. En utilisant la formule de Moivre, en déduire une expression explicite de T},(cos(f)) comme un polyndme
en cos(d).

4. En déduire une expression explicite du polynéme 7.



Exercice 16 — Polynémes de Tchebychev de seconde espéce
Soit U, la suite de polynémes définie par : Uy =1, Uy = 2X et Upyo = 2XUpy1 — Uy,
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1. Montrer que U, <§ <X + —>) - Xt
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2. En déduire U, (cosf).

3. En déduire une expression de sin(76) en fonction de sin(6).

Exercice 17 — Soit n € N*) et P € C[X] un polynome de degré n, tel que P(0) = 1 et P(1) = 0. On note,
pour tout k € [0,n], w, = el T

1. Montrer que Z Pwk)=n+1
k=0

1
2. En déduire que sup |P(z)| > 1+ —.
|z|=1 n

Exercice 18 — Le but de ’exercice est de montrer que si cos = %, ol p est un entier impair au moins égal & 3,
alors % est irrationnel (on dit que Arccos% est incommensurable & 7). On raisonne par I’absurde en supposant
0

que — = ' avec m et n premiers entre eux.

1. Déterminer explicitement des polynémes T;, et U, tels que :
cos(nf) = T, (cosf) et sin(nh) =sinf - Up_1(cosb).
E("5%)
2. Montrer que n = Z (—1)7*t
j=1
E(%) n

3. Montrer que 1 = Z (—1)7*t (;j) (p? — 1)?. Conclure.

(2 - 1) (p? — 1)7, puis que n est pair et m impair.
J
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