LyCcEE CARNOT Juin 2007
ECS 4 — Mathématiques
A. TROESCH

Analyse 12 — Fonctions a plusieurs variables

Exercice 1 — Domaine de définition et existence d’une limite en (0, 0) des fonctions f : R? — R définies par :

z® 4P (14 22 +y?)siny

a) f(aj’y) = = +y2 b) f(m,y) = ” C) f(af,y) = xlfy
d _ sinx —shy oy £ flz,y) = zy’
)f(x’y)ishx—siny 6) f(l’7y)—$ Y 7.’L'C+yd
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Exercice 2 — Etudier la continuité des fonctions f : R? — R ci-dessous. Etudier I’existence et la continuité des
dérivées partielles.

3 g8 iny — ysin
a) f(l',y) = iQ + 32 si (x,y) ?é (070) b) f(a:,y) = & ZCg +ZQS ’ si ($,y) 7é (070)
0 si (z,y) =(0,0); 0 si (x,y) =(0,0);
O flagy = {2 silal>y ooy s s (@) # (0,0)
M ’y){ y* silel <y DI ’y){ 0 si(oy) = (0,0

Ty .
e) f(z,y) = { Tz + [yl si (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0);

2y six>y?

Exercice 3 — Soit f la fonction définie par : f(z) ={ — si|z|<y?ety#0
-2y six < —y2
1. Montrer que f est continue sur R2.

2. Montrer qu'’il n’existe aucun (A, a, 3) € R x R x R% tel que :

V(z,2',y) €] — a,a[x] —a,a[x] = 3,8], |f(z,y)— f(z',y)| < Alx — 2|

Exercice 4 — Pour tout (z,y) € R?, on définit f,, : [~1,1] — R par f.,(t) = 2t* + yt, et on note :

F(z,y) = sup fz,(t).
te[—1,1]
1. Calculer F(zx,y).

2. Etudier la continuité de F sur R2.

010
Exercice 5 — Soit f : R — R de classe C?, et g : R> — R définie par : g(z,y) = r—y y
() six=y.

Le but de I’exercice est de montrer que g est de classe C!' sur R2. Soit =g € R.

1. Montrer que la limite de g lorsque (z,y) tend vers (xo,zo), avec  # y, est f'(xg) (ind. : TAF).
En déduire que g est continue sur R2.

g(xo + h,z0) — g(wo, T0)

2. Pour h € R*, exprimer en fonction de f.

h
Déterminer la limite de cette expression & ’aide d’une formule du cours.



9]
3. Pour = # y calculer 6—g(z, y) en fonction de (z,y), et déterminer sa limite.
T

En déduire que g est de classe C' sur R?.

Exercice 6 — Plan tangent en (0,0) des fonctions suivantes (éventuellement prolongées par continuité) :

: f(may)il—km—\/ll—&-x—y 3. f(xvy)m- |
)= V2rr+m(ity) 4 flay) = DEEY) ;;mm_smy.

Exercice 7 — Déterminer les éventuels extrema locaux et globaux de f pour les fonctions définies par :
L f(z,y) =2 —ay +y* +2°

2. fla,y) = @ +y* - 8)(a® +y°)
3. f(z,y) ="V’
4. f(z,y) = zsiny

Exercice 8 — Soit f : R? — R définie par : f(z,y) = (22 — y)(322 — y).
1. Prouver que pour tout A € R, 'application gy : R — R définie par gj(z) = f(z, Az) admet un minimum
local en (0, 0).
2. Est-ce que f admet un minimum local en (0,0) ?

Conclusion : une fonction peut admettre un minimum local en un point sur toute direction, sans que ce soit un
minimum local sur un voisinage dans R?.

Exercice 9 — Le point (0,0) est-il un extremum local des fonctions f définies au voisinage de (0, 0) par :
VvVi+zx
1' f((L‘, y) = 1
+y
2. fla,y) = sin(ey) + e~

1
3. f(x,y) = yb Arctan(z?y) + sin(z5y%) — 2%y" — §x6y9.

1—zy+1n(l + ay)
cos Ty

4. f(x,y) =

Exercice 10 — Relation d’Euler

1. Soit f une fonction de classe C! définie sur R%. On suppose qu’il existe a > 0 tel que :

V(z,y) €ER?, f(tw,ty) =t f(z,y)

(on dit que f est homogéne de degré «).

3] 3]
Montrer que : V(z,y) € R?, za—i(z,y) + ya—g(z,y) = af(x,y).

2. Réciproquement, soit f une fonction de classe C' définie sur R? telle que :

of of
2 —_— e =
B0 >0, Vo) € B a3 (ny) +ug (@.0) = af ()

Montrer que f est homogéne de degré a.

3. Trouver, & l’aide de ce qui précéde, toutes les fonctions f de classe C' sur R? telles que :

0 0
V(z,y) € R?, xa—i(x,y) + ya—z(x,y) =t + gyt

Bonnes vacances



