LYCEE CARNOT Octobre 2005
ECS 4 — Mathématiques

A. TROESCH
Analyse 2 — Convergence de suites

n
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Exercice 1 — Calculer Zuk et sa limite, ot uy = 6 et Vn € N u,41 = —u, + 5.

2
k=0
Méme question avec uyg = 1, u; = 2, VYn € N, up 10 = dty41 — 4u,
Méme question avec ug = 1, u; =2, Vn € N, uy 10 = —Up41 + 6u,

Exercice 2 - Etudier la convergence des suites (u,)nen- définies pour tout n € N* par :
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Exercice 3 -
1. Montrer que si (uy)neny converge vers ¢ (fini ou infini), alors la suite v, = u,41 converge aussi
vers (.
. . . 3u, —4 .
2. Soit (un)nen une suite vérifiant : Vn € N u,q = T Si (un)nen converge, quelle est sa
Uy —

limite ?

3. Soit (up)nen une suite vérifiant : Vn € Ny u,q = . Cette suite converge-t-elle ?

Unp,
Exercice 4 -
1. Soit (u)nen une suite convergeant vers £ (fini ou infini), et soit (v, ),ey une suite a valeurs dans
N convergeant vers +0o. Soit (w,)ney la suite définie par w,, = u,,. Etudier la convergence de
(wn)neN-
2. Soit (up)nen une suite convergeant vers ¢ (fini ou infini) , et f : N — N une bijection. Montrer
que v, = Uf(,) converge vers la méme limite que (u,)nen-

Exercice 5 — Soit (u,)necy une suite a valeurs dans Z. Montrer que (uy,)ney converge vers une limite
finie si et seulement si elle est stationnaire, ¢’est-a-dire s’il existe un entier N tel que uy = uyy1 =---.

Exercice 6 — Soit (uy)nen une suite a termes dans R’. On suppose que (ul/")neN converge vers un
réel 4.
1. Montrer que si ¢ < 1, alors (u,),en converge vers 0.

2. Montrer que si £ > 1, alors (u,)nen converge vers +oo.

. . . N Unp 41
Exercice 7 — Soit (up)nen une suite a termes dans R’ On suppose que (—

) converge vers
n neN

un réel 2.
1. Montrer que si ¢ < 1, alors (uy,)nen converge vers 0.

2. Montrer que si £ > 1, alors (uy)nen converge vers +oo.
n

3. Soit a,b € RT. Montrer que (—b) converge vers 0 sia < 1; vers +oosia>1.Casa=17
n
neN*

n

. a
. Soit a € R. Montrer que <—') converge vers 0.
neN

W

n:

Exercice 8 Soit (u,),en une suite réelle.
1. On suppose que (uy)nen tend vers +oo. Montrer que {u,,n € N} admet un plus petit élément.

2. On suppose que (uy,)nen converge vers un réel fini £. Montrer que {u,,n € N} admet un plus petit
ou un plus grand élément. Décrire les suites convergentes (u,)neny pour lesquelles {u,,n € N}
n’admet pas a la fois un plus petit et un plus grand élément.

3. On suppose que (u,)nen est & termes positifs, et qu’elle tend vers 0. Montrer qu'il existe une
infinité d’entiers p € N tels que pour tout n > p, u, < uy.
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Exercice 9 — Montrer que <—) converge vers 0.
n
neN*

n

Exercice 10 — Montrer que la suite (sinn),cy diverge (raisonner par 'absurde).

. . . U v
Exercice 11 — Soit (uy)nen- et (vn)nen- deux suites telles que (—") converge vers /, et (—”)
M / neN* N / neN*

converge vers ', avec { > (. Montrer que (u, — v,),en+ cOnverge vers +oo.

Exercice 12 — Soit (u,),en une suite bornée telle que pour tout n > 1, 2u,, < Upy1+u,_1. S0it (V) nen
la suite définie pour tout n € N par v, = u,4; — u,. Montrer que (v,),en converge, et déterminer sa
limite.

Exercice 13 —

2n241

o7t et uzpy1 = €. Déterminer la limite, si

1. Soit (4, )nen définie pour tout n € N par us, =
elle existe, de (uy,)nen-

. Méme question av U )nen défini ur tout n r U3, =1nn, vy, =n VUgngo = €™,
2. Méme question avec <y définie pour tout n € N pa Inn, v, 3 et v,y "

Exercice 14 — Les suites définies pour tout n € N* par les formules suivantes sont-elles convergentes :

n
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a)'LLn:cos§><cosZ><~~><cosQ—n7 b)ztn:g(l+(z )
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=
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Exercice 15 Soit, pour n € N*, S, = Z
k=1
1. Montrer que les suites extraites (u,)nens €t (v,)neny définies par u, = Ss, et v, = So,.1 sont
adjacentes.

2. Montrer que (S, )nen+ converge dans R. On ne demande pas de déterminer la limite.



Exercice 16 — (Moyenne de Cesaro)
1

Soit (up)nen+ une suite réelle et soit (vy,),>1 1a suite définie pour tout n € N* par : v, = —(u1+- - -+uy)
n

1. Montrer que si (uy)nen- tend vers ¢ (fini ou infini), alors (v;,)nen- tend aussi vers £.

2. Montrer que si (Up41 — Up)nen+ tend vers £ (fini ou infini), alors (—") tend vers (.
neN*
3. On suppose que (i, ),en- est & termes dans R . Montrer que si (“:—“) converge vers {, alors
"/ neN*
1/n :
(up )n - converge aussi vers L.

2 1/n
4. Déterminer la limite de (u,)nen+ définie par u,, = ( ) .
n
Exercice 17 — Soit (uy)nen la suite définie par ug = a € RT, et pour tout n € N, u, 1 = /3u, + 4.
1. Montrer que la fonction f : x — /3z + 4 est croissante sur son domaine de définition.
2. Montrer que (uy)nen est monotone. Etudier son sens de variation suivant la valeur de a.

3. Montrer que (uy)nen converge, et déterminer sa limite.

Exercice 18 — Soit (u,)nen la suite définie par ug = 0, et pour tout n € N, upi1 = /12 — u,.
1. Montrer que la suite (u,),en est bien définie, et que : Yn € N, 0 < u,, < V12.

2. On considére les deux suites extraites (2, )nen €t (Yn)nen, définies pour tout n € N par x, = ua,
et Y, = Ugpy1. Montrer que (2,)nen €t (Yn)nen sont monotones. Quel est leur sens de variation ?

3. Montrer que pour tout n € N, z,, <y, < uy <4.
1
4. Montrer que pour tout n € N*, |u,41 — uy| < 4\—@|un — Up_1].
5. Montrer que les suites (x,)nen €t (Yn)nen sont adjacentes. En déduire que (uy)nen converge.
Déterminer sa limite.

Exercice 19 - Etudier la convergence des suites définies par les récurrences ci-dessous

-3 2 1
(@) up = —, Unt1 =V2u, +3 (b) uo >0, Up1 = — (€) up # 1, upy1 = + Un
2 u? 1—u,
1 4u, + 2
(d) up € R, upyy = 3(4 —u?) (e) up # =5, Upt1 = " "+ E (f) uo € R, upy1 = cos(uy,).
n
. . . . 1 1 1
Exercice 20 Soit (u,)nen+ la suite définie pour tout n € N* par u,, = 1+ 3 + 3 + -+ o

1. Montrer que soit (u,),en+ admet une limite finie ¢, soit (u,)nen- tend vers +oc.
2. Soit (vy)nen+ la suite définie pour tout n € N* par v,, = ugn. Montrer que pour tout n € N,
1
Upy1 — Up = 7 Quelle est la limite de (v, )nen+ 7

3. Déterminer la limite de (uy,)nen:-

Exercice 21 — (Algorithme de Héron) Soit a > 0, et (u,)nen la suite définie par uy > 0 et

a
(un + 7) .
Up,

1. Montrer que (u,) converge, et déterminer sa limite.
(un — Va)?
2ya

3. En déduire une majoration de |u, — v/a| en fonction de a, ug et n.

VYneN, u,y =

DO | =

2. Montrer que pour tout n € N¥, ‘unﬂ —Va| €

4. On prend uy = 2. Déterminer une valeur de n aussi petite que possible pour laquelle u,, donne une
valeur approchée de /2 & 10719 prés. Reprendre la question a P’aide cette fois d’une majoration
de |u, — v/a| en fonction de a, u; et n.

Exercice 22 — On considére la fonction f définie sur Uintervalle [0, 4+o00] par f(z) = V1+x, et la

1
fonction g définie sur |1, +o0[ par g(x) = —
L’objet de l’ezercice est l’élude de la suite (ﬁn)neN de nombres réels déterminée par la condition initiale
ug = 0 et les relations de récurrence, valables pour tout n € N :

Uopi1 = f(t2n) et Uont2 = G(Uont1)-

. Justifier I'existence de (uy,),en, €t montrer que pour tout n € N, ug,y1 > 1 et ugyi2 > 0.
. Etudier le sens de variation de ¢ o f sur son domaine de définition.

. En déduire que (u4,)nen est monotone, et déterminer son sens de variation.

. Montrer que (u4y,)neny admet une limite finie, et déterminer cette limite £.

. Vérifier que ¢ est un point fixe de f et de g.

D O s W N =

. Exprimer (tan+1)nen, (Uant2)nen €t (Uan+3)nen €n fonction de (ugn)nen, f et g. En déduire que
ces trois suites convergent vers des limites que I’on déterminera. Préciser I’éventuelle monotonie
de ces suites.

7. En déduire que (u,),en converge. Quelle est sa limite ?



