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Analyse 3 — Equivalents — Comparaisons asymptotiques

Exercice 1 — Soit © € R. Montrer que ) converge. Quelle est sa limite? Montrer que la
neN*

convergence est en O (%)

n!
Exercice 2 Soit (up)nen la suite définie pour tout n € N par u, = —. Montrer que u, = O (1).
n

1 1 1
Exercice 3 — Soit a €]1, +-00], et soit pour tout n € N*, S, =14 —— 4 — 4+ —.
n

2@ 3a
1. Montrer que (S, )nen+ est croissante.

2. Soit pour tout n € N, v,, = San. Montrer que pour tout n € N, v,,4; — v, < e
En déduire que (v,),en converge, puis que (S, )nen converge. Soit £ la limite de (S™),en.
3. Montrer que la convergence est en O (;), c'est-a-dire : |S,, — (| = O (;)

na—1 na—1

1 1 1

Exercice 4 — Soit k € N*, et soit pour tout n € N*, u,, = —— + +o .
n+1l n+2 kn

. r—1
1. Justifier que pour tout z > 1, —— < Inz <z — 1.
T

2. Montrer que pour tout n € N*,

1
< — < —.
T In(n+1) —Inn < "

3. Montrer que (uy,)nen+ €st convergente. Déterminer sa limite et estimer la vitesse de convergence.

. ) n S
Exercice 5 — Soit, pour tout n € N*, S, = Z et u, = —, et v, = S, — 2v/n.

1
= vk n
1. Montrer que pour tout n > 0, S, < /n++vn — L.
2. Montrer que pour tout n >0, 2¢/n+1—-2< S,.

. En déduire que (u,)nens et (vp)nen- convergent. Déterminer leurs limites, et montrer que les
deux convergences sont en O (ﬁ)

4. En déduire un équivalent simple de (S,,),en- en +oo.

5. Donner une expression & O (ﬁ) prés de (S,)nen-

Exercice 6 — Déterminer un équivalent simple de la suite (u,)nen+ dans les cas suivants :

1 2
1.VneN*,un:ln<l+g),a€R*; 5.Vn€N,un:%;
n sin - +sin %
2. VneN, u, = (1+ vn2+1)%; 6. Vn € N, u, =sin (cos (L) —e%) ;
3. VneN u, :e”hr”“; e 1 5
4 YneN, u7L:ln(n2+n+l); 7. Vn €N, u, = (cos (ln (1+ﬁ))) —1.

Exercice 7 Soit a,b € R. Déterminer un équivalent simple de la suite (u,),en+ définie pour tout
a b .

n € N* par u,, = — + ——. On discutera selon les valeurs de a et b.
n n+1

Exercice 8 — Déterminer un équivalent simple des suites définies par les récurrences suivantes :
1. up=0et Vn € N, upy1 = 3u, +4;
2. v9=1,vy=3etVn €N, v,19 = 20,41 + 30,,;
3. wo=1,w; =0, ws =1et Vn € N, w13 = 6wy, 42 — 11w,y + 6w, ;
1 In

.xozl,xl:0etVn€N,xn+2:\/§~xn+1—?.

Exercice 9 — Déterminer, si elles existent, les limites des suites (u,) ci-dessous :
. a\n . n \"
a)VneN,un:(l—l-—) , a € R byVvneN, u,=——] , aeR-N;
n

n+a n?+n+1\"
n2—-n+1) °

c)VneN, u, = (m

) ,a,bERL a#; d)Vn e N, u,

8

. . . a \™ .

Exercice 10 - Soit a € R*, et o, § € R. Soit pour tout n € N*, u,, = (1 + —a) . Déterminer la
n

limite de (up)nen+-

U,

NAETTA

Exercice 11 — Soit (uy)nen la suite définie par ug = a > 0 et pour tout n € N, u,11 =

1. Montrer que (u,)nen converge.

1

. 1
2. Soit, pour tout n > 1, w, = — — ——. Calculer w,, pour tout n > 1.
u

n Un—1
n

1
3. En calculant wak. de deux maniéres différentes, déterminer la limite de (nu2),cy, et en
n
k=1
déduire un équivalent simple de (u,)nen-



Exercice 12 — Soit (u,),en la suite définie par ug = 1 et pour tout n € N, w1 = u, + ui
1.
2.
3.

1
. Montrer que pour tout n € N, 1 — — <

Montrer que pour tout n € N, u,, > 1.

Etudier les variations de (tn ) nen-

n

Montrer que pour tout n € N*, on a les deux encadrements suivants :

2

2<u? - Uiq <24 Uy — Up_1 puis 2n < v

n

. Déterminer la limite de (u,)nen-

2n 1
Un un un

. En déduire un équivalent de (uy,)nen-

Exercice 13 Soit, pour n € N* :

mok—1 n 2k
| e |

k=1

t t+1
Mont tout t €] — 1, T <75
(a) Montrer que pour tou ] +o0], t+1 S t+2
1
b) En considérant u?, et 3 t que v, = oo
(b) En considérant u?, et en remarquant que v, (2n+ 1)u

n € N¥,

—-1<2n+u, — 1.

Up

. Montrer que les suites (u,),en €t (Un)nen~ sont décroissantes et minorées par 0.

, établir alors que pour tout
n

1 < - 1 < < 2y/n
PN u’n T Un X 5, 1
2\/n V2n+1 2n+1

(a) Montrer que (wy)en- est décroissante et qu’elle converge vers un réel A € [1, 3]

(b) En déduire que Un Avy,.

En considérant la suite (u,v,)nen+, établir enfin que

D) 1
~ A — et v, ~ ——.
N o & o

Exercice 14 — Pour tout n € N*, on définit le polynome P, par : Vo € R, P,(z) = -1+ Zrk
k=1

1.

1 1\?
. Montrer que z,, — - ~ (7) .
n—-—+00o

Soit n € N*. Montrer que I’équation P,(x) = 0 admet une unique solution z,, dans R, et que

0<ax, <1

. Montrer que (x,),en+ converge. On note £ sa limite.

1
. Montrer que lim (z,,)""! = 0, puis que ¢ = 5

n—-+00

2 2

1
3. Montrer que a;, ~ —.
+oon

In(3,), et en déduire que 3, — ¢ o

Exercice 15 — (Oral HEC 1991) — Soit n un entier supérieur ou égal a 3. Soit f, : [0, +oo[— R
Papplication définie pour tout z € [0, +oo[ par f,(x) = 2" — nz + 1.

1. Prouver l'existence de deux racines «, et (3, de f, telles que 0 < o, < 1 < (3.

2. Montrer que (o,),>3 converge et calculer sa limite.

2
4. (a) Montrer que pour tout n > 3, f, (1 + —) >n.

NG

(b) En déduire un encadrement de (3,,),>3 et sa limite £.

(¢) En remarquant que pour tout n > 3, nln(3,) = In(ngB, — 1), trouver un équivalent de

nn

o n



