LyciEE CARNOT Octobre 2005
ECS 4 — Mathématiques
A. TROESCH

Analyse 2 — Convergence de suites

Exercice 1 —

1. Soit ug =6et Vn € N, upy1 = %un + 5.
Tl s’agit d’une suite arithmético-géométrique. Explicitons-la. Soit (v, )nen la suite définie pour tout n € N
par v, = u, — ¢, ol ¢ est un certain réel. On va choisir ¢ de sorte que (v, )nen SOit une suite géométrique.
Pour cela, exprimons la relation de récurrence satisfaite par (v, )nen :

1 1 1 1
Vn € N, vnH:un+1fc:§un+5fc:§(vn+c)+5fc:§vn+5f§c.

Pour que (v,)nen soit géométrique, il suffit donc que 5 — %c = 0, donc ¢ = 10. Ainsi, (vy,)nen est
géométrique de raison %, d’otu :
Vo 4 1 1

Vn € N, U"ZQTZ_QTZ_W’ puis: Uy = —

5+ 10.

Ainsi, pour tout n € N :

ZUkZ<4-2—k+1o> =4 — 2 +10(n+1) = -8 <12n+1>+10(n+1).

k=0 k=0 -

2. Soit ug =1, ug = 2, et V¥n € N, upq9 = dup41 — 4u,. Explicitons (uy, )nen-

Le polyndéme caractéristique de cette récurrence linéaire d’ordre 2 est P donné par :
Vr€R, P(z)=2°—4r—4=(z —2)%
Ainsi, 2 est racine double de P, donc il existe des réels A et u tels que :
VneN, wu, =(An+ p)2".
Déterminons A et p & 'aide des conditions initiales :
u=1=pu et up=2=N\+p)- 2,

d’ott =1 et A = 0. Ainsi, pour tout n € N, u,, = 2", puis :

- 1—ont!
= - =—ontl
vn €N, ];)uk —

3. Soit up =1, u1 =2, et Vn € N, up49 = —Up41 + O6uy.
Le polynéme caractéristique de cette récurrence linéaire d’ordre 2 est P donné par :
VreR, P(x)=a>+x—6=(x—2)(x+3).
Ainsi, P admet deux racines distinctes 2 et —3, donc il existe des réels \ et u tels que :
VneN, u, =A2"+ p(-3)".
Déterminons \ et u & I'aide des conditions initiales :
u=1=A+p et up =2 =2\ — 3pu,

d’ou
A=1—p et 2=2-2p—-3u soit: nw=20 puis: A=1.

Ainsi, pour tout n € N, u,, = 2", puis :

n
1_2n+1
VTLGN, ZU}C:ﬁZQnJ’_l—l.
k=0



Exercice 4 —

1. Un peu d’intuition est nécessaire pour deviner le résultat : lorsque n tend vers +o0, (v,) tend vers 400 ;
il est donc probable que u,,, ait la méme limite que u,,. Montrons cela. On peut séparer les cas ot ¢ est
infini et ¢ fini, ou alors utiliser la définition par voisinage pour avoir une démonstration commune aux
deux cas.

Soit V un voisinage de ¢. Alors :
AN eN, Vvn> N, u, € V.

Soit un tel N. Comme (v, )nen converge vers +oo,
AN'eNVn > N', v, > N.

Ainsi :

Vn > N' v, > N, donc: u,, €V,
d’aprés la premiére expression.
Ainsi, (uy, Jnen converge vers £.

2. 1 suffit de montrer que (f(n))nen tend vers +oo. Soit donc A > 0. Considérons f~([0, E(A)]). Comme
f est bijective, cet ensemble a le méme cardinal que [0, E(A)]. C’est donc un ensemble fini. Il admet par

conséquent un plus grand élément ng. Ainsi :
Yn=ng+1, ng f1([0, E(A)]), donc:  f(n) € [0,E(A)], donc:  f(n)>E(A)+1>A.

On en déduit que (f(n))nen tend vers +oo.

D’aprés la question 1, la limite de (uf(n))nen est la méme que celle de (uy)nen.

Exercice 8 — Soit (un)nen une suite réelle.

1. Soit A = ug. Alors il existe ng € N tel que pour tout n > ng, u, > A. Alors, E = {u,, tq u, < A, n € N}
est fini, car F C [1,ng]. En effet pour tout n > ng, u,, > A, donc u,, ¢ E. De plus E est non vide, puisque
ug € E. Par conséquent, F admet un plus petit élément uy. Alors, pour tout n € N :

e soit u, € F, et donc uy < u, par définition de uy ;
e soit u, ¢ E, et donc u, > A < ug.
Ainsi, ug est un minorant, et donc le plus petit élément, de {u,,n € N}.

2. Si (un)su est constante, {u,,n € N} est un singleton, donc admet a la fois un plus petit et un plus grand
élément.
Supposons donc que u,, est non constante. Il existe donc k tel que uy # ¢. Supposons que ug > ¢ (le cas
ug < £ se démontre de la méme fagon). Alors soit € = uy — £. Il existe N € N tel que pour tout n > N,
un < L+ e =ug. Soit E = {uy,n €N, td u, > up}. D’aprés ce qui précéde, E C [0, N], et est donc fini.
De plus, ui € E. Donc E admet un élément maximum. Comme dans la question précédente, cet élément
est aussi I’élément maximum de {u,, n € N}.
Pour ne pas pouvoir faire ce raisonnement pour I’élément maximum, il faudrait que pour tout k € N,
up < £. Si cela est vérifié, et qu’il existe k tel que uy = £, alors uy est clairement 1’élément maximum de
{un,n € N}. Ainsi, pour qu’il n’existe pas d’élément maximum, il faut donc que pour tout n € N, u,, < £.
Réciproquement, si pour tout n € N, wu,, < ¢, alors ¢ est la borne supérieure de {u,, n € N}. En effet,
c’est un majorant, et pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout n € N, u,, > £ —e. En particulier,
il existe n € N tel que u,, > ¢ — e. D’aprés la caractérisation par epsilon des bornes supérieures, ¢ est
la borne supérieure de {u,, n € N}. Comme ¢ ¢ {u,, n € N}, cet ensemble n’admet pas d’élément
maximum.
Ainsi, les suites convergentes telles que {u,, n € N} n’admet pas de maximum (et admet donc un
minimum) sont les suites convergeant vers leur limite par valeurs strictement inférieures. De méme, les
suites convergentes telles que {u,, n € N} n’admet pas de minimum (et admet donc un maximum) sont

les suites convergeant vers leur limite par valeurs strictement supérieures.



3. (un)nen étant & termes positifs, on obtient par le raisonnement précédent l'existence d’'un maximum de
{un, n € N}. Soit p; tel que u,, soit ce maximum. Ainsi, pour tout n € N, u, < up,, et en particulier,
pour tout n = p1, Un < Up,

Alors {uy, n > p1} admet pour la méme raison un maximum (ce sont les termes de la suite définie par
Un, = Un+4p,+1, pour tout n € N, donc on peut appliquer le résultat précédent & cette suite). Soit py tel
que uy,, réalise ce maximum. Alors, de méme que précédemment, pour tout n > p2, Un < Up,. De plus
p2 > p1.

Soit k € N* et supposons construits p; < ps < -+ < p tels que pour tout i € [1, k], et pour tout n > p;,
un < pi- Alors {u,, n > pi} admet pour la méme raison un maximum. Soit pj41 tel que uy, . Alors
Dk+1 > Pk, et pour tout n = pri1, Un < Up, ;-

D’aprés le principe de récurrence, on a donc construit une infinité d’entiers p; tels que pour tout n > p;,

Up < Up, -

Exercice 10 — Supposons que (sinn),ecy converge, disons vers un réel ¢. Alors (sin(n + 1))nen converge vers
¢ également, donc (sin1cosn + sinncos1),en converge vers £. Comme (sinn) converge, (sinncos1),en aussi,
donc (sin 1 cosn),en converge. Et comme sin 1 est une constante non nulle, (cosn),en converge, disons vers ¢'.

Pour tout n € N, on a :
sin(n 4+ 1) = sin 1 cosn + sinn cos 1 et cos(n+1) =cosncosl —sinnsin1.
Ainsi, en passant 3 la limite dans ces égalités :
£=1{sinl+Lcosl et 0 =¥ cosl—{sinl.
Multiplions la premiére égalité par ¢ et la seconde par £’ :
0% =00 sin1 4 (% cos 1 et (0) = (')*cos1 — £ sin 1.
En additionnant ces deux équations, on obtient donc :
4 (02 =cos1(£2 + (0)?),

et comme 1 # cos1, (2 + (¢')2 =0, dou £ =0 =0.

Or, pour tout n € N, sin®n + cos?n = 1, donc £2 + (¢')?> = 1, ce qui est incompatible avec £ = ¢/ = 0. On
obtient donc une contradiction. Ainsi, (sinn),en n’admet pas de limite.

Up — U

Exercice 11 -Ona: lim ——= =/¢—/ donc u, —v, ~ n(l—{').
n—toc  n Yoo

lilil n(l —{') = +o0. Ainsi, liI}_l (U, — vp) = +00.

Comme ¢ — ¢ > 0,

Exercice 12 — Montrons que (v, )nen st croissante :
Vn €N, Upg1 — Up = Unpg2 — Upt1 — Una1 + Un = Unt1 — 2Uny1 + Up = 0,

d’aprés ’hypothése. Ainsi, (v,)nen €st croissante.
De plus, (un)nen est bornée. Il existe donc M € R tel que pour tout n € N, |u,| < M. Ainsi :

Y €N, |vn| = [unt1 — tn| < |tng1] + |un] < 2M.

Donc (v, )nen est bornée, donc majorée.

En tant que suite croissante et majorée, (v, )nen converge. Soit £ sa limite.

Si ¢ # 0, supposons par exemple que £ > 0 (le cas de £ < 0 se résout de maniére symétrique). Alors il existe
N € N tel que pour tout n > N, v, > %, donc un41 — Uy > %

Ainsi, pour tout n > N,

n—1

Y4
Uy — UN = ];vuk_ﬂ —up > (n—N)i



14
Or, ngrfoo(n — N)§ = +00, donc, d’apreés le théoréme de minoration, (u, —uy) admet une limite, égale & +oo,

puis 11141;1 uy, = +00. Cela contredit le fait que (uy,)nen est bornée.

n— o
Exercice 14 —

. ” 1 1 1
1. Soit pour tout n € N*, w,, :cos§ X COSZ X oo ><cos2—n.
La suite (uy)nen- est positive. En effet, pour tout k € N, 5z € [0, Z], donc cos 5 > 0.

De plus, la suite (uy,)nen+ est décroissante : pour tout n € N*,

unJrl o 1
Unp, on+1

Ainsi, (un)nen+ est décroissante et minorée par 0. Elle est donc convergente.

n
2. Soit, pour tout n € N*, u,, = H(l + an), a€Ry
k=1
Alors, de méme, pour tout k > 1, 1 +a2" > 1, et donc :

Un+1 ont+1

Yn € N*, =1+a > 1.

n
Ainsi, (un)nen+ est croissante, donc admet une limite, finie ou infinie. De plus (u, )nen+ est clairement
minorée par 1, donc 0 n’est pas limite de (uy,)nens-

e Sia > 1,alors (1 +a2n+1)n€N* ne tend pas vers 1. Ainsi, la limite de (u,, )nen ne peut pas étre finie. Sinon,
Un+1

lim w,41 = lim wu,, et comme cette limite est non nulle, lim =1, d’ol une contradiction.
n—-+oo

n—-+4oo n—-+o0o Uy,
e Si 0 < a<1,alors considérons (In(uy))nen-

Vn e N*, In(u,) = Zln(l + an) > 0.
k=1

Or, pour tout z € R, In(1 + z) < z (étudiez la fonction!), donc :

n 2"
k 1
Vn e N*, 0 < In(u,) <I§_1a2 <€§_1a€< T

La seconde majoration est obtenue en ajoutant des termes positifs dans la somme, la derniére & l’aide
de la formule de la somme des termes d’une suite géométrique. Ainsi, (In(uy))nen est majorée, donc

aussi (up )nen-Par conséquent, (u,)nen étant croissant et majorée, elle converge.

Exercice 16 — (Moyenne de Cesaro)
1

Soit (un)nen+ une suite réelle et soit (v,),>1 la suite définie pour tout n € N* par : v, = —(ug + -+ + uy,)
n

1. e Supposons dans un premier temps que (u,)nen+ tend vers 0. Soit € > 0. Alors :
AN eN*, ¥n>= N, |uy| <e. (1)

Soit un tel N. Alors :

n N n N n
S ug doukt Do uk Soukl | > uk
= k=1 k=N+1 k=1 k=N-+1
Vn = N; |Un| = = < )
n n n

la derniére inégalité provenant de I’inégalité triangulaire. En utilisant encore ’'inégalité triangulaire sur

la seconde somme, on obtient :

n

>

k=N+1

n

k=N+1

Vn >N, |v,| <

SR




Or, tous les indices de la seconde somme vérifient & > N, donc, d’aprés le choix de N vérifiant la
propriété 1, on en déduit que |ug| < e, d’ou :
1 « 1
+ = E=—
n 2 =,

k=N+1

n

>

k=N+1

n

>

k=N+1

N —n
+

1 1
Yn = N, |v,| < — e< — + €.
n n

De plus, € et N ayant été fixés, Z uy, est une constante (cette quantité ne dépend pas de N). Donc la

k=1
. <1
suite [ —
n

n

> w

k=N+1

) est de limite nulle, et par conséquent :
neN*

n

> w

k=N+1

AN’ > N, Vn > N/, <e.

S|+

On en déduit que :¥n > N, |v,| < 2¢. Par conséquent, (v, )nen+ converge, et lim v, = 0.

n—-+4oo

e Supposons maintenant que (u,),en+ tendent vers une limite £ € R quelconque. Soit pour tout n € N*,

ul, = u, — ell, et v, = L(u} + -+ +ul). Alors ngr}rl u,, = 0, et par conséquent, d’aprés le point
précédent, lim v, =0. Or :
n—-+o0o
1< 1 -
Vn € N, v;l:ﬁ];(ukfé E((Zz%)nﬂ) ];ukffzvnfé.

Par conséquent, pour tout n € N*, v,, = v/, + ¢, donc lim wv, = /.

n—-+o0o

e Supposons maintenant que lim,,—, 4o uy, = +00. Soit A € R. Alors
ANeN, VFn> N, u,>A+2. (2)

Soit un tel N. Alors :

Uk n
— = 1 1
V=N, v, =51 = D = 3 (A+2) § Nato
n , v niukjLn + uk+ +2)

k=N+1

Or, comme précédemment, hm Z up, = 0, donc, en prenant £ = 1 dans la définition :
n—+4+oo n

1
IN'>N, ¥n>N, -1<=> u <1
n j—

De plus, (2= (A +2)), . tend vers A+ 2, donc :

N
IN" > N, Vn > N", ”T(A+2)>A+1.

Alors :
Vn > max(N',N"), v, >-1+A+1=A.

Ainsi, (v )nen+ converge vers +oc.

e En considérant (—u,)nen, on récupére le cas ot (uy,)nen tend vers —oo

1 n
2. Supposons que (Up+1 — Un)nen+ tende vers £, fini ou infini. La suite (— E (Upt1 — un)> converge
n
. k=1 neN*
alors vers £, d’aprés la question 1. Or :

n

n+1
Vn € N*¥, %Z(ukﬂ — ug) (Z Ugt1 — Zuk> = (Z U — Zuk> e %

k=1

Un+1 Un+1

De plus, lirf ! = 0, par conséquent, lirf = /. De plus, no~n +1,dou lim =/, et
n—

o n n—+oo N o) n—>+oon+1

. U
donc lim —= =~.
n—4too N



3. La suite (un)nen+ étant & termes strictement positifs, £ € Ry, ou £ = +oo.
e Si /€ RY, alors, le logarithme étant continu sur R, on a :

Un+1

i 1 _ it I 1 1 _ .
nJToo n w Int s0it n_{{g}o( n(un_H) ﬂ(un)) Int

En appliquant la question 2 avec la suite (u},) = (Inwu,), on en déduit que

In(uy,)

. . . 1 . 1,
lim =1In/¢ soit: lim up = lim en™(un) — olnt l,
n—-+o0o n n—-+4oo n—-+o0o

car ’exponentielle est continue sur R.

e Si ¢ =0, alors de la méme facon, (In(up+1) — In(uy))nen- tend vers —oco, donc (%)nel\?* tend vers
1

—00, donc, en passant & ’exponentielle, (us; )n,en tend vers 0.

e Si ¢ = +o0, alors de la méme fagon, (In(uy,4+1) — In(uy,))nen+ tend vers +oo, donc (%) . tend
neN*
1
vers 400, donc, en passant a l'exponentielle, (u; )nen+ tend vers +oc.
4. On applique la question précédente, avec pour tout n € N, u/, = (27?) Alors :
2n+2
Vn €N U1 _ () _ (2n +2)!(n!)? _(@Cn+1)@2n+2) an® _y
ul, (2:) (2n)!((n + 1)1)2 (n+1)2 +oo M2

Ainsi, Tim UnEL Z g e équent, d’aprés la question 3

insi, lim —== =4, et par conséquent, d’aprés la question 3,

Exercice 18 — Soit (uy)nen la suite définie par ug = 0, et pour tout n € N, w41 = /12 — u,,.
1. Montrons que [0v/12] est un intervalle stable par f: z — /12 — «.
Tout d’abord, f est bien défini sur cet intervalle, puisque /12 < 12. De plus :

Ve € [0,v12], 0 <12 — 2 < 12 done: 0 < V12— z < V12,

Ainsi, ([0, v/IZ]) € [0, VT2,

Soit, pour tout n dans N, la propriété P(n): u,, est bien défini et u, € [0,v/12].

Comme ug = 0, ug est bien défini, et ug € [0,v/12], d’ot1 P(0).

Soit n € N tel que P(n) soit satisfait. Alors u, € [0,v/12], donc u, 1 = f(u,) est bien défini, et puisque
[0,/12] est stable par f, u,41 € [0,/12].

Par conséquent, P(0) est vraie, et pour tout n dans N, P(n) entraine P(n + 1). D’aprés le principe de

récurrence, P(n) est vraie pour tout n dans N.

2. La fonction f est décroissante sur intervalle stable [0,+/12]. Par conséquent, la composée f o f est
croissante sur U'intervalle [0, v/12], qui, étant stable par f, I’est également par f o f. Or, (z,)nen vérifie la
relation de récurrence valable pour tout n € N : 2,11 = f o f(x,).

Montrons par récurrence sur n € N que (z,,)nen est croissante.

Soit, pour tout n dans N, la propriété Q(n): .11 = ©p.

On a uy € [0,/12], donc uy > 0 = ug, donc x; > x. Par conséquent, Q(0) est satisfait.
Soit n € N tel que Q(n) soit satisfait. Alors :

Tn+1 2 L.
La fonction f o f étant croissante, on en déduit :

f © f(anrl) 2 f © f(xn) soit: Tn4-2 2 Tn41,



d’ou P(n +1).
Par conséquent, Q(0) est vraie, et pour tout n dans N, Q(n) entraine Q(n + 1). D’aprés le principe de
récurrence, Q(n) est vraie pour tout n dans N.

Ainsi, (2,,)nen est croissante. Alors, f étant décroissante :
Vn €N, Tn41 = Tn donc: fxnt1) < fzy) soit: Yn+1 < Yn-

Par conséquent, (y,)nen est décroissante.
3. Puisque (y,)nen est décroissante, pour tout n € N, y,, < yo = uy, et de plus, u; < V12 < 4.
Il reste & montrer que pour tout n € N, z,, < y,, ce que ’on fait par récurrence sur N.
Soit, pour tout n dans N, la propriété R(n): =, < yn.
Ona zo =0 et yo = u; = /12, donc z¢ < yo, d’ott R(0).
Soit n € N* tel que R(n). Alors z,, < yn, et f o f étant croissante sur [0,1/12], intervalle contenant z,, et
Yn, on en déduit que :

fof(@n) < fof(yn) soit: Tnt1 < Ynl-
D’ott R(n + 1).
Par conséquent, R(0) est vraie, et pour tout n dans N, R(n) entraine R(n + 1). D’aprés le principe de
récurrence, R(n) est vraie pour tout n dans N.

4. Cette question est évidente si on dispose de I'TAF (inégalité des accroissements finis, je vous renvoie &
votre futur cours sur la dérivation). Pour le moment, contournons ce résultat grace i une intégration, en
remarquant que f est une primitive de f’.

Pour commencer, calculons f’. La fonction f est dérivable sur [0,/12], et :

Vo € [0,V12], f'(z) = —2\/%.

Or, pour tout z € [0,v12], 12— 2 > 12— 12 12—-4 =8, d’ou :

1 1 1

V.TE[O,\/E], |f/('r)|:2m<2\/§:4\/§-

Soit n € N*.
e Siu,_1 < uy, alors :

[uny1 — un| = [f(un) — f(un-1)| =

L TP

n—1

Un Un dt 1 1
</ uwnw</ A ) =~ — |
I s W3 4V3 43

[df@ﬁ l["?ﬁmﬁ

n— n

<[Tirwlas [T - )= |
S X —= = —=Un-1 —Un) = —F7=|Up — Unp-1]-
u v W3 a3 /3 !

n

e Siu,_1 > uy, alors:

[Uny1 — Un| = [f(un) — f(un-1)| =

Jai fait cette distinction des cas, car 'inégalité triangulaire pour les intégrales (passer la valeur absolue
de lextérieur a lintérieur de 'intégrale) n’est valable que si les bornes de l'intégrale sont dans le sens

croissant.

5. On déduit de la question précédente que pour tout n € N,

1 1 1
[Yn+1 — Tnt1] = |U2n+s — Uanta| < 4—\/§|u2n+2 — Ugp 1| < W|u2n+l — Ugy| = 4—8|yn — Tl



Une récurrence immeédiate améne alors :

1
Yn €N, |y, — zn| < —|yo — xo.

48n
: 1 ) P . R )
Or, hIJIrl 13 = 0, car C’est une suite géométrique de raison appartenant & | — 1, 1[. Par conséquent,
n—-1+:0oo
lim (yn, — ) =0.
n—-4o0o

De plus, on a déja démontré que (z,)nen est croissante et (yn)nen est décroissante. On en déduit que
(Zn)nen €t (Yn)nen sont adjacentes. D’aprés le théoréme des suites adjacentes, il en résulte que (x,,)nen
et (Yn)nen convergent vers une méme limite ¢, ainsi (w2, )nen €t (U2n+1)nen convergent vers une méme
limite £. Alors, soit € > 0.

E'Nl, Vn}Nl, |’U,2n7£|<5 et E'Nl, VTL}NQ, |U2n+17£|<€
Par conséquent :
Vn 2 2max(Ny, Na), |u, —£] < e.

On en déduit que (uy,)nen converge vers . Déterminons £. La fonction f étant continue sur Iintervalle
stable [0,1/12], en passant & la limite dans la relation de récurrence définissant (uy,)nen, on obtient
f(¢) = ¢, donc

(=+v12—0 soit: ?=12—¢  soit: (24 (—12.

Cette équation admet pour solutions —4 et 3. Comme —4 < 0 alors que (uy)nen €St une suite positive,
on en déduit que —4 ne peut pas étre la limite de (u,)nen. Par conséquent, £ = 3

Exercice 19 —

1.

-3
() 2 7, Up4+1 = \/2un+3-
Soit f : [~2, +oo[— R définie pour tout x € [~ 32, +oo[ par f(z) = /2 + 3. Cette fonction est croissante,
et & valeurs positives. Ainsi, f(] — 2,400[) C RT C [-3,4o00[. Par conséquent, l'intervalle de définition
[—3, 400 est stable par f. On en déduit que (u,)nen est bien définie (récurrence immédiate)

Cherchons les points fixes de f. On a :
vz € RY, (flx)=2) <= (x=V22+3) < (@*=2r+3etx>0) < z=3.

Le seul point fixe de f est donc 3.
De plus, f étant croissante, si z < 3, alors f(z) < f(3) = 3. Ainsi, | — 2, 3] est stable par f. De méme,
[3, +00[ est stable par f.

e Supposons donc dans un premier temps que ug €] — 3, 3]. Alors, puisque | — 2, 3] est stable par f, une
3
2
Par une démonstration du cours (4 refaire), (u,)nen est monotone, car f est croissante. Donc (uy)nen

récurrence immédiate améne que pour tout n € N, u,, €] — 2, 3]. Ainsi, (u,)nen est bornée.
étant monotone et bornée, elle converge dans R. Comme f est continue sur son domaine fermé, cette
limite est point fixe de f. Ainsi, 1irJ£1 = 3. En passant, remarquez que cela implique que (uy,)nen est
n—-+oo
croissante, ce qu’on n’a pas eu besoin d’établir au préalable.
e Supposons que ug € [3+ oo[. On a:

V2
Ve >3, f(z)—z=+v2z+ —x:ﬂ.
2z + 3 — 22

Or, puisque = > 3, le numérateur est positif, et puisqu’on est & 'extérieur des deux racines du dénomi-
nateur, le signe du dénominateur est celui du coefficient du terme de degré 2, donc négatif. Ainsi, pour
tout > 3, f(x) < .
Or, [3,+oo[ est stable par f, et ug € [3,+oo[, donc pour tout n € N, u,, € [3,+occ[. Ainsi, d’aprés ce
qui précéde,

Yn €N, unr1 = fun) < up.

Ainsi, (up)nen est décroissante. Elle est minorée par 3. Donc elle converge. Comme précédemment, sa
seule limite possible est 3, point fixe de f, puisque f est continue.



Ainsi, quelle que soit la valeur de up > —2,ona: lim wu, =3.

n—-+oo

1 1 1
Exercice 20 — Soit (un)nen~ la suite définie pour tout n € N* par u, =1+ 5 + 3 +oe =
n

1. Pour tout n € N*, w41 —uy, = n+r1 > 0. Ainsi, (up)nen+ est croissante. Elle converge donc soit vers une
limite finie, soit vers +ooc.

2. Soit (v )nen+ la suite définie pour tout n € N* par v, = ugn. Soit n € N. Alors :

gn+1 on gn+1
1 1
Un+41 Un = § T T = N
k k k
k=1 k=1 k=241

Or, pour tout k € [2" +1,2"*'], £ > 57k, car (1), - est décroissante. Ainsi :

2n+1

27’7,
Un+1 — Un < E on+1 :W-
k=2n41

En effet on a sommé 2" termes tous égaux & 571, d’ot la derniére égalité. Ainsi, vp41 — v, > 1.

On en déduit que :

n—1

n—1
Vn € N*, v, —v; = Z(Uk—l-l —vg) = Z
k=1 k=1

n—1

=5

N~

La limite de cette derniére expression étant +oco, on en déduit que lim,,_, 4 o v, = 400, d’aprés le théoréme
de minoration.

3. Supposons que (U, )nen+ admette une limite finie . Soit € > 0 :
AN eN, Vn = N, |u, —{| <e.
Or, pour tout n € N, 2™ > n, donc, pour un N tel que ci-dessus :
Yn>N, 2">n> N, donc: |ugn — €| < e soit: lvp, — €| < e.

Ainsi, (vp)neny admet également pour limite le réel ¢, ce qui contredit la question précédente. D’aprés la
question 1, on en déduit que lim wu, = +oo.

n—-+oo

Exercice 21 —

1. Tout d’abord, u; = f(up) = f(1) = v/2. Montrons par récurrence sur n € N que u, est bien défini et
vérifie les égalités requises.

Uzp > 0

Soit, pour tout n dans N, la propriété P(n): wus, et ug,t+1 sont définis, et .
Uop41 > 1

Ona:uy=1>0etu =+2>1,donc P(0) est vérifie.
Soit n € N tel que P(n) soit vérifié. Alors usn1 € Dy =|1, 4+00], donc ug, 12 est bien défini, et :

1
Uant2 = g(U2nt1) = v =1 %
n

Pinégalité provenant du fait que ugn4+1 > 1. Ainsi, ug,y2 € Dy = [0, +00][, donc ug,+3 est bien définie, et

Uon+3 = f(U2nt2) = /1 + uzpto > 1,

puisque ugy,+2 > 0. Ainsi, P(n + 1) est vérifiée.

Par conséquent, P(0) est vraie, et pour tout n dans N, P(n) entraine P(n + 1). D’aprés le principe de
récurrence, P(n) est vraie pour tout n dans N.



2. Tout d’abord, g o f(z) est bien défini pour tout = €]0, +oo] (premiére chose & faire de maniére générale :
s’assurer que les objets dont on parle sont bien définis). En effet, pour tout = > 0, f(z) > 1, donc
f(z) € Dg. Ainsi, Dgyor =]0, +00][.

La fonction x — x + 1 est croissante sur [0, +-00[, & valeurs dans R . La fonction y — /y est croissante
sur R, . Ainsi, f étant la composée de ces deux fonctions croissantes, f est croissante.

N’oubliez pas de bien préciser que la premiére fonction qu’on applique prend ses valeurs dans le domaine

sur lequel on étudie la monotonie de la seconde fonction.

Vous pouvez aussi bien stir étudier les variations de f en dérivant f. N’oubliez pas dans ce cas de préciser
la dérivabilité avant de dériver.

La fonction x — x — 1 est croissante sur |1, 400, & valeurs dans R’ ; la fonction y — i est décroissante
sur R} . Donc, g étant la composée de ces deux fonctions, I'une croissante, ’autre décroissante, g est
décroissante.
Ainsi, g o f est la composée d’une application croissante sur |0, 4oo[ & valeurs dans |1, +o0o[, et d’une
application décroissante sur |1, +oo[. Elle est donc décroissante sur |0, +o0].

3. Soit @ : R% — R la fonction définie pour tout x € R* par ¢(x) = go fogo f. La fonction ¢ est la
composée de deux fonctions décroissantes (on compose g o f avec elle-méme). Donc ¢ est croissante.

De plus, pour tout n € N,

Ugnyda = §(Uant3) = g0 f(Uani2) = go fog(uami1) =go fogo fluam) = o(uan).

La suite (v, )nen définie pour tout n € N par v, = uy4y, est donc définie par la condition initiale vg = up = 1
et la relation de récurrence, valable pour tout n € N : v,,11 = (v, ), ol @ est croissante.

Un résultat du cours nous dit qu’alors (v, ),en est monotone. Vous n’étes pas censés appliquer directement
ce résultat, mais vous devez refaire sa démonstration dans ce cas précis. Allons-y!

Soit, pour tout n dans N, la propriété Q(n): usnta = Uan.
Tout d’abord,
(a) u1 = V2, donc :
1
b) uy = —— = v/2+ 1, donc :
() w2 =
(¢) us=1/1++v2>V1I+1=+?2, donc:

(d) U4ﬁ%(l+\/l+\/§)>lf/§\/§>l.

Ainsi, uy > ug = 1, d’ou Q(0).

Soit n € N tel que Q(n). Alors, ¢ étant croissante, elle préserve les inégalités (larges), donc :

Sﬁ(u4n) g @(u4n+4)7 SOit : Ugn+4 g Ugn+8-

Par conséquent, Q(0) est vraie, et pour tout n dans N, Q(n) entraine Q(n + 1). D’aprés le principe de
récurrence, Q(n) est vraie pour tout n dans N.

Ainsi, (u4n)nen est croissante.

4. On sait déja que (u4n)nen est croissante. Montrons qu’elle est majorée. Une chose & bien retenir : dans
le cas d’une suite définie par récurrence, si elle est croissante et majorée, elle est notamment majorée par
sa limite, qui est un point fixe de la fonction définissant la récurrence (dans le cas ou cette fonction est
continue). Donc, pour deviner un majorant possible, il peut étre utile de déterminer les points fixes de la

fonction définissant la récurrence.

Déterminons donc les points fixes de ¢. Pour tout x € R,

f(x):\/l,ﬁLa: donc gof(z):ﬁ:é(\/lJerrl), donc :
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fogof(m):\/%(\/l—i-x—i—l)—&—L donc :

1 7\/%(\/1+x+1)+1+1
\/%WH—:EH)Hflf sWVItzl)

p(z) =

Ainsi, pour tout x € RY,

VEVTFz+)+1+1
Vitr+1 B

1
<:>\/E(\/1+9:+1)+1+1\/1+9:+1

o) =z <= 1

— \/é(\/lﬁL—I+l)+l\/1+—l’

— é(\/lJr—:L’+ D+l=1+= (équivalent car tout est positif)
— é(\/lJr—zL’+1) =z

= Vitzr=2>-1

= -1 -(14+2)=0
—= (z-1D*@z+1)-Dx+1)=
)

0
= (z-1)@*-1)-1)(z+1)=0
= (@ - —x)(z+1)=0
= r(z+1)(2* -2z —-1)=0.
1—+v5 1 )
Ainsi, ¢(z) = x si et seulement si z =0,z = —1, . = \/_,x: +\/_.

2
La limite ¢ de (u4n)nen, si elle existe, est forcément une de ces quatre valeurs. En effet, ¢ étant continue

sur R*, en passant & la limite dans la relation 4,4 = ¢(u4n), on obtient £ = o(£).
De plus, puisque uq > 1 et que (u4n)nen est croissante, pour tout n € N*, uyg, > u4, et par passage a la
limite (toujours sous réserve d’existence), £ > uy > 1. Donc, si la limite existe, elle vérifie £ > 1. Ainsi, la

14+5

seule valeur possible de ¢ est : £ = 7
1+5
2

que pour tout n € N, uy, < .

Soit xg = . Montrons que z( est un majorant de (u4y)nen. On montre par récurrence sur n € N

Soit, pour tout n dans N, la propriété R(n): w4, < zo.

On a up =1 < zg, d’ott R(0).

Soit n € N tel que R(n). Alors, ¢ étant croissante, p(u4,) < p(z0), c’est-a-dire, puisque o est un point

fixe de ¢ : U4nta < g, d’00 R(n + 1).

Par conséquent, R(0) est vraie, et pour tout n dans N, R(n) entraine R(n + 1). D’aprés le principe de

récurrence, R(n) est vraie pour tout n dans N.

Pensez a bien exploiter le fait que z est point fixe de .

Conclusion : (u4n)nen est croissante et majorée; elle converge donc dans R. D’aprés ce qui précéde, sa
1+5

(= lim w4y, =x9 = .
n—+o0 2

limite est donc :

. Déterminons les points fixes de f (dans R, ce qui permet d’élever au carré sans probléme) : pour tout
reR, :
f@)=r<=Vitr=o+=1+z=0 <=2 -2-1=0

Or, / a été défini comme une racine de ce polyndéme, donc ¢ est un point fixe de f.
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De méme, déterminons les points fixes de g (x > 1, donc toutes les implications sont des équivalences,

notamment la deuxiéme) : pour tout x €]1, +oo] :

g(z) =v =

=g<=l=2’-z<—=2>—z-1=0.
r—1

Encore une fois, ¢ étant racine de ce polynéme, ¢ est point fixe de g.

Pour tout n € N, 441 = f(uan). Comme f est continue sur RY , et que £ € R%, (f(uan))nen admet
une limite, et cette limite vaut f(¢) = £. Ainsi, (¢4n+1)nen admet une limite, et ngrfoo Udpt1 = L.

La croissance de (u4y, )nen implique que pour tout n € N, uy,, < u4n+4, done, en appliquant la fonction
f croissante sur R% , t4p41 < Usns. Ainsi, la suite (Uan+1)nen est croissante.

Pour tout n € N, ugn12 = go f(usn). Comme go f est continue sur RY, et que £ € R, (g0 f(uan))nen
admet une limite, et cette limite vaut g o f(¢) = g(£) = ¢. Ainsi, (ugnt2)ney admet une limite, et
nEIJIrloo Ugnto = L.

La croissance de (u4n+1)nen implique que pour tout n € N, ugn 41 < Ugnys, done, en appliquant la
fonction g décroissante sur |1, +00[, Ugnt2 = Usnte- Alnsi, la suite (uan42)nen est décroissante.

Pour tout n € N, ugny3 = fogo f(us,). Comme fogo f est continue sur R, et que ¢/ € RY,
(f o go f(ugn))nen admet une limite, et cette limite vaut fogo f(¢) = fog(¥) = f(£) = ¢. Ainsi,
(U4n+3)nen admet une limite, et nEIJIrloo Ugnys = L.

La décroissance de (u4n+2)nen implique que pour tout n € N, ugpy2 > uant6, donc, en appliquant la
fonction f croissante sur RY, t4n43 > tapn47. Ainsi, la suite (usn43)nen est décroissante.

. Soit € > 0.

Puisque (u4n)nen converge vers £ : ANy, Vn = Ny, |ugn — €] < e.

Puisque (t4n+1)nen converge vers £ : ANy, Vn > Ny, |ugni1 — ) < &.
Puisque (u4n+2)nen converge vers £ : INo, Vn > No, |ugnio — ] < €.
Puisque (u4n+3)nen converge vers £ : N3, Vn > N3, |ugnis — €] < €.

Soit N = max(Ng, N1, N3, N3). On en déduit donc que :

[uan — €] < €

|U4n+1 — €| <e€
|tanto — €] < €
|tants — €] < €

Vn > N, soit : Vm > 4N, |uy, — ] < e.

Ainsi, le critére de la convergence de (uy,)nen vers £ est bien vérifié.

Cette démonstration est & retenir. Sachez la faire.
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