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~�����D5��$��".�?z�����",�. #�� ,2|��/¸". �E,C#%Bm¹Px�$�?/$��3x¤#%�

C2
u

∗
¥��g|��w��."~

Γ
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~"�m?����"��$5�z.A��x+|��A�"*C$��"��|�,3.�~K�2� �".�?����R��#%$��/�',)�R,2x5?#%���A�"x��m�3x5?A�/�����E,�#%$E,2y3��x�,����3~

�2� �".�?����R��#%$w�A�9.A���z�E,-|����A?A$w��x¤#%��x5?z�3x¤|��A�"x�#¢���q.��s*CBm?/�A$ED5���9|�,2���/,�|�|P�3��?��
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Φ(Γ)
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(1, 0)
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(0, 1)
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Ψ : C3 −→ C2
uP����?�?/�j,�|�|��w$w�",R?A$w��x=�".�? #%B�¹�x�$w�9�m��*C*C�

Ψ
��x

|��A�"x�,2x5?��w�7.��s*CBm?/�A$ED5����|P,2�}�/,�|�|P�3��? �
∆
#����E,+|����A?A$w��xH#%�

Γ ∈ C3
�m�3*�|��A$E.�����x5?A�/�

(0, 0)
��?}�w�j|��A�"*C$��"�

|���$wx5?�#�� $�x5?A�"�/.A�"�m?A$w��x�,)���K�
∆
u

∗
���m?A?A���m�3x�.!?/�A�P�£?A$w��x¿|�����?C.A���],�$��/��~���,��

Γ
B�?/,2x5?C#�,2x�.

C3
~����H��@��"*�$wxt|�,3.A.A�=|P,2�

(0, 1)
��?�,2�/�/$��3�=�

(a, b)
~ ,)���"�

a > b
u����".�#%���%��|���$wx3?�.zB�?/,2x5?7#%��|�,���?���?j#�� ,2��?A�/�+#%���E,�#%$E,2y3��x�,����3~�$����m�/��$E.A�7�������mB�*C�"x3?

�m�"���w�m���m$�u
∗
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Γ
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Ψ
�A�"x��m�3x3?/�A�

∆
,2�¨*�·"*C��|P�3$�x5?���|��/��*C$w���+|���$wx5?q#�� $�x5?/����.��K�£?A$w��x � ~���?q|�,3.A.A�-|�,��

(1, 0) � �"���w�7�".�?�#%��xP�j#�,2x�. C2
u

∗
v�,+.��s*CBm?/�A$w��,R�%$E,2�w�zBm?�,2x5?g��x���$wx5�3���w�%?A$w��x>�V�2� �".�?����R��#%$w�A����� $wxs���"�/.A�z#�� ���w������*C·�*C� � ~ Φ ��?

Ψ
.A��x5?g$wx5�3����.��K.

��� ��x���#%�9�V� ,2��?A�/��u��z$wx�.A$V~P�m�9.��3x5?�#��".�{�$ �!�"�m?A$w��x�."u
�]{ � v'� ��x�.A��*q{��w� C3

�".�?}��� �"x�.A��*+{����j#%��?/����.}�w�".}��@���*C$wx�. #%�
(0, 0)

�
(a, b)

|�,3.A./,2x5?g|�,��
(0, 1)

u%�z��?A�/��*C��x5?�#%$�?K~
���+|��A�"*C$��"��|�,3.�Bm?�,2x5?��m�3*C|���¸�?A�"*��"x5?j#%B�?A���/*C$�x�B�~P��� �K.!?j,2��./.�$��V� ��x�.A��*q{��w�+#%��?/����.����K.���@��"*C$�x�.�#%�

(0, 1)
�

(a, b)
~�,2�¢x��3*+{��/�9#%� (

a + b − 1

a

) u
�V� � �'��$E.AD5��� |C2| = |C3|

�V��,2��$w�w.g.��3x3?��"x�{�$ �!�K�£?A$w��x � ~2�w� x���*q{��A��#%�z��@���*C$�xP.�#%� (0, 0)
�

(a, b)
�/�".�?/,2x5?�?A�3�R�!�����/.

��x¤#%�K.A.A����. #%�9�E,C#%$E,2y��3x�,2�w�j�".�? �
|C1| = |C| − |C2| − |C3| = |C| − 2|C3|.
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±�x=,+�",2�E�m���wB
|C3|

#�,�x�.'�E,+D5���K.!?/$��3x�|��/B"�mBK#%��x5?/��~5�m?
|C|

#�,2xP.g�E,�|�,���?/$��+&q���w�jx���*q{��A��#%��?/����.��w�".}��@���*C$wx�.
#%�

(0, 0)
�

(a, b) � u�±�x¢��{�?A$w��x5?�#%��xP� �
|C1| =

(

a + b

a

)

−2

(

a + b − 1

a

)

=
(a + b)!

a! b!
−2

(a + b − 1)!

a!(b − 1)!
=

(a + b)!

a! b!

(

1 − 2
b

a + b

)

=
a − b

a + b

(

a + b

a

)
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•
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Φ
#%�9��� ��x�.A��*q{����q#%�".z��@���*C$�xP.z#%�+¥��%���=���"�/. ��� ��x�.A��*q{����q#%�".z��@���*C$�xP.z#%�

(0, 0)�
(n + 1, n)

��x	��,R�!����?/,2x5?���x¿|P,�.9�3����.7�w,>#��A�3$�?/��,2�¿#%B�{��%?q#%�t��@��"*C$�x � �m���E,¤#%BK��,2�w�C?A�3��.��w�".+,2�%?/�A�K.9|�,�.#�� ��xb������.q�w,¡#%�/��$�?A��u��g����.C|��ABK�m$E.�B"*��"x5?"~�.�$
(0, 0), (a1, b1), (a2, b2), . . . , (a2n−1, b2n−1), (n, n)
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k
�"x3?/�A�

0
��?

2n
~���x¶,

ak > bk
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Φ(Γ)

�3B��/$�¹��q#%��x��
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(
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∆
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u5v��z|��ABK�m$w|�$w����.A��?A�/�����3��~�#�$w.A��x�.�,2�%��#%�K.A.A��.'#%�
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)

(
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=
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•
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Γ′
?A�"�w.7D5���

Γ′ = (b1, . . . , bN)
�".�?7��x¶����xR�!��y3��BC#%�

Γ = (a1, . . . , aN)
u������3�/.�$������s$E.�?A�

p ∈ [[1, N ]]
?A���D3���

Γ′ = (ap+1, . . . , aN , a1, . . . , ap).

v����",�. ��³
p = N

�".�? ?A�/$��s$E,2���",2�z,2�w����.
Γ = Γ′

u�ºs��|�|��3.A��x�.�#���x��
p ∈ [[1, N − 1]]

u
�z$wx�.A$V~

bi = ap+i

.A$
p + i 6 N

�m?
bi = ap+i−N

.A$�x���x�u%���3.A��xP.�,2�w����.
p′ = N − p

uP±�x�,-,2�w����. �
(bp′+1, . . . , bn, b1, . . . , bp′) = (a1, . . . , an).
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Γ
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Γ′
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�K.!?���x��m�3xR�!��y3��Bj#��
Γ = (a1, . . . , an)
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�".�? ��x¢����xR�!��y3��B
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Γ′ = (b1, . . . , bn)
~�,2�w����.�~s$w���m�%$E.!?/�

p, p′ ∈ [[1, N ]]
?A�"�w.zD5���

(b1, . . . , bn) = (ap+1, . . . , an, a1, . . . , ap)
�m?

(c1, . . . , cn) = (bp′+1, . . . , bn, b1, . . . , bp′).
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�w�j�/�".�?A��#��9�w,C#%$w�s$w.A$��3x���������$E#%$w��x�x���#��
p + p′ − 1
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(c1, . . . , cn) = (ap′′+1, . . . , an, a1, . . . , ap′′).

0%u �V, � v��K.��m��x2�!��y���BK.�#%� (1, 1, 0, 0, 0)
.��3x5?�,��Hx���*+{��A�9#%�
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(1, 1, 0, 0, 0) (1, 0, 0, 0, 1) (0, 0, 0, 1, 1) (0, 0, 1, 1, 0) (0, 1, 1, 0, 0).
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(0, 1, 1, 0, 0, 1, 1) (1, 1, 0, 0, 1, 1, 0) (1, 0, 0, 1, 1, 0, 1) (0, 0, 1, 1, 0, 1, 1)

(0, 1, 1, 0, 1, 1, 0) (1, 1, 0, 1, 1, 0, 0) (1, 0, 1, 1, 0, 0, 1).
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(b1, . . . , bk, b1, . . . , bk, . . . . . . , b1, . . . , bk)
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p = 2
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(0, 0)
�

(a′′, b′′)
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(a′ + a′′, b′ + b′′)
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Γ
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Γ = Γ′ · · ·Γ′
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�
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�E,C���3x�y���������#%�
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� u����2?A�3x�."~�|P�3���9?/���%?
k
~
dk

�w�-x��3*+{��/��#%�-|�,3.��¤#%�/��$�?A�".���� �"�£?/��B".����3�/.�#��".
k
|��/��*C$w����.9|�,�.�|P�����

Γ′
~���?

hk

�w�
x��3*+{��/��#%�-|�,3.9���"�/.7�w��@�,��%?���� �"�m?A��BK.��w����.9#%�".

k
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��@��"*C$�x¤.A��x5?z#%��x��
(dk , hk)

uPºs�3$�?
p
�/B",2�w$E.A,�x3? �w�9|��A�"*C$��"��*�$wx�$w*+��* #%�

hk − dk

•
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Γ
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Γ
.A��$�?z�m�3xR�!��y���B7�

Γ′
u

����x�.A$E#%B��/��x�. �w���m�3xR�!��y3��B�#%�
Γ′
��{%?/��xs�¤�C�V� ,2$E#%��#%�����m?A?A���R,2�w�����

p
�m$���#%�K.A.A��."~��m?

(d′k , h′

k)k∈[[0,N ]]
��� �"x�.��"*+{��w�

#%�".z|P�3$�x5?/.�#����m�9��@���*C$wx¤�m��x2�!��y���B3u
±�x¤,�#���x�� �
∗
���3��� ?A�3�%?

k ∈ [[0, N − p]]
~
(d′

k , h′

k) = (dp+k − dp, hp+k − hp)
u��z$wx�.A$ �

d′k − h′

k = dp+k − dp − (hp+k − hp) = (hp − dp) − (hp+k − dp+k).
�!& �

(



��,��z#%Bm¹�x�$�?/$��3x�#��
p
~%|�������?/���%?

k > 0
~
hp+k − dp+k 6 hp − dp

u%��,2�z����x�.AB"D5���"x3?K~

∀k ∈ [[1, N − p]], d′

k − h′

k > 0.

∗
���3��� ?A�3�%?

k ∈ [[N − p + 1, N ]]
~

(d′k, h′

k) = (dN − dp + dk−N+p, hN − hp + hk−N+p).

��$�xP.�$�~

d′k −h′

k = (dN −hN )− (dp −hp)+(dk−N+p −hk−N+P ) = −1− (dp−hp)+(dk−N+p −hk−N+P ).
�V0 �

v,�*-,R�%$w*-,2�w$�?/B�#%�
(hp − dp)

~s�m?}�w,+*C$�x�$w*-,2�w$�?/Bj#��
p
�/B",���$E.A,�x5?g�m��*C$wx�$w*+��*�~s|P�"�A*C��? #�� , �-�/*C����D5���3~3|������

?/���%?
k ∈ [[N − p + 1, N − 1]]

~

−(dp − hp) + (dk−N+p − hk−N+P ) > 0,
#���x�� � d′k − h′

k > −1
#%��x�� � d′k − h′

k > 0.

�z$wx�.A$V~�?A�3�%?7���C��@���*C$wx>�".�?9.��3��.z�E,=#%$E,2y3��x�,����3~P./,2�%������#%���/x�$w���j|P�3$�x5?��]B�y5,2���
(n, n + 1) � u����"�w,=$�*C|��w$ED3���q�"x|�,2�A?A$E�m����$w��� D5�����w��#%�"�Ax�$��"��|�,��g�K.!? ��x�|�,3.g*C�3x3?�,2x5?"~5�m? D5���j������@��"*C$�x=."� B"�m�/$�?
Γ
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Γ
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��x=.A��|�|��A$w*-,2x5?��m��#%���/x�$w���g|P,�."u5������@��"*C$�x
Γ
�A�K.!?/�z#%��x���?A���2�!������.g.A����.g�w,+#%$w,�y��3x�,2�w��~2��?g�/���w$��

(0, 0)
�

(n, n)
u
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u

•
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p
|������}�E,��m��x2�!��y3,�$w.A��x�,�*�¸"x��j��x¢��@���*C$�x¢D5��$ x����/�".�?A�j|�,3.

.��3��. �E,�#�$w,�y���xP,2�w��u
∗
º%$

p
x��������/�A�K.�|���x�#�|�,3.�����x=*-,R�%$w*+��*n#%�

hk − dk

~5,����3�/.g$����m�%$E.!?/����x����R,2�w�����
q
|��������w,3D3�����w���

hq − dq >

h−p−dp

~���?g��xC$wxR�!�"�m?/,�x3?}�m�m?A?A�zB"y3,���$�?ABz.A��$�?g#�,2xP.��!& � .��3$�?}#�,2x�.��V0 � .��"���3xCD5��� q > p
�3�

q < p
~��3x��3{%?A$w��x5?

��x��-�R,2�w�����
k ∈ [[1, N − 1]]

|������9�w,3D3�����w���
d′

k − h′

k < 0
u�v��-��@��"*C$�x¡��{%?/��xs�¡��x	��x��w���R,�x3?9�w�-#%���/x�$w���9|�,3.
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∗
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$w���m�%$E.!?/�q��x��+�R,2�w�����7#%�
k
#�,�x�.

[[N − p + 1, N − 1]]
?A�"���w�qD5���

(dp − hp) = (dk−N+p − hk−N+p)
�]|P�5.��"�

k = q + N − p � ~P#%�3x��7?A�"���w�+D5��� d′

k − h′

k < 0
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Φ(Γ) = Γ
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Γ
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#%$��s$E.�Bj|�,����w�j�",2��#%$wx�,2� �m�3*�*q��xH#��".�$�*-,2y3�".
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(
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n
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|�,3.7�w,¢#%$E,2y3��x�,�������|�������D5��� $w��x�� �¶,2$�?7|P,�.7#�� $�x5?A�"�/.A�"�m?A$w��x	,)�R,2x5?
(k, k) � ~���?+#%�C����$ �!���5?�,2|��3.A���7x�� $�*C|����A?A�-D5�������@��"*C$�x¿#%��¥��%����#%�-�w��x�y3�������

2(n − k)
u����".+#%���/x�$w����.j.A��x5?�,2�	x��3*+{��/�C#%�

Γn−k

~,2�w����.jD5���C�w�".���@���*C$�xP.9#%�
¥��%���H#%�7�w��x�y3�������

2k
�/�".�?/,�x3?z.�?A�/$w�m?A�"*��"x5?�.A���P. �w,C#%$E,2y3��x�,����7.��3x5?"~�#�� ,2|��A¸K.��E,-D5���".�?A$w��x¢|��/B"��B"#%�"x3?/�9,2�¢*�·"*C�

x��3*+{��/��D5�����w�".q��@���*C$wx�.�#%�=¥��%���¡#������3x�y��������
2(k − 1)

~�2� �".�?����R��#%$w�A�
Γk−1

u��z$wx�.�$�~�����x���*+{��A��#%�H��@���*C$wx�.
#%��¥��%���=�/��x�����x5?A��,2x5? �w,-#�$w,�y���xP,2�w��|��������E,C|��/��*C$w¸��/�����3$w.�,2�¢|P�3$�x5?

(k, k)
.A��x5?�,2�¢x���*q{��/�7#��

Γk−1Γn−k

u �'x
?/�A$E,2x5?����K.z��@��"*�$wx�.�#%��¥��%���=.A��$��R,�x3?��w������|��A�"*C$��"�}|���$wx5?�#�� $�x5?A�"�/.A�"�m?A$w��x�,)���K���E,C#%$w,�y��3x�,2�w��~s��x��3{%?A$w��x5?z#%��xP� �

Γn =

n
∑

k=1

Γk−1Γn−k.

v��=��,3.
k = n

�m���/�/�".A|P�3x�#¶,��%�¡��@���*C$�xP.9x����/�"����x5?A��,2x5?9|�,�.��w,¤#%$E,2y3��x�,����-,�$��w���"����.�D5��� �"x¿.��K.9�m�s?A�/B�*C$�?ABK.�u �'x
� ���K�£?A�P,2x5?z��x¤��@�,2x�y���*C�"x3?�#%�9�R,2�/$E,2{��w�"."~%�m�m?A?A��.A��*C*C�9.��9�/B�BK�m�/$�? �

Γn =

n−1
∑

k=0

ΓkΓn−1−k =
∑

(k,`)∈N
2

k+`=n−1

ΓkΓ`.

4


