LycEE CARNOT Avril 2007
ECS 4 — Mathématiques
A. TROESCH

Correction du Devoir Maison n° 13

(HEC 2004 — option économique)

Comme d’habitude, j’insiste sur la concision, source de clarté et de rigueur. Je fais moi-méme un effort important
de concision dans ma correction, pour vous montrer qu’une bonne copie ne comporte pas nécessairement 10
doubles-feuilles. Je précise qu’étre concis demande parfois un réel effort, et nécessite d’avoir réussi a4 mettre
ses idées au clair. La concision ne consiste pas & supprimer deux lignes de calcul sur trois et la moitié des

justifications, mais & dégager I'essentiel d’une preuve, et & supprimer toute fioriture inutile.
PARTIE I — Un résultat utile

1. (a) Pour tout n € N*, a,, est la probabilité d’un événement. Ainsi, par définition, a,, > 0.
Attention, N* n’est pas ’ensemble des valeurs prises par la v.a.r. X, ’énoncé affirme seulement que
X(Q) c N*. Ainsi ([X = n])nen+ n’est pas forcément un systéme complet (certaines parts peuvent
étre vides). Mais ([X = n])ncx (o) est un systéme complet, et [X = n] = 0 si n € N\ X(Q). Par
conséquent :
+oo
Zhﬁzgzpwzm:mm:L
n=1 neXx(Q)
(b) Pour tout = € [0,1], 0 < anz™ < ay,. Or > a, converge. D’aprés le théoréme de comparaison des
séries a termes positifs, > a,z" converge.
2. (a) Soit x € [0,1[. On reconnait la somme partielle d’une série géométrique de raison x # 1, que 'on
sait calculer :
“+o0 n—1 “+o0 “+o0 “+o0
1—a" 1 fA) - f(=)
k| _ X _ _ n | _

n=1 k=0

On précise que pour la deuxiéme égalité, on peut séparer la somme en deux, car les deux séries

convergent d’apreés la question précédente.

n—1 n—1
(b) Soit 0 < x <y < 1. Alors, pour tout k € [0,n — 1], 2% < y*. Ainsi, Zxk < Z Y.

k=0 k=0
400 n—1 +oo n—1
On somme ces inégalités pondérées par des coefficients positifs : Z <an Z xk> < Z (an Z yk> .
n=1 k=0 n=1 k=0
o fQ) - f(=) : . - _
Ainsi, z — T est croissante. Ses valeurs sur [0, 1[ sont donc plus petite que sa limite en 17,
—x

et supérieures & sa valeur en O :

f() = FO) _ (1) = f@

Vzel0,1], 0<1=
z€01], 1-0 11—z

< (D).
(c¢) La série de la question 2a est & termes positifs, donc sa somme partielle est majorée par sa somme
et est positive. Ainsi, pour tout = € [0,1] :

n=1 n—=

<anixk> W@ gy,
k=0



L’expression de gauche étant une somme finie, on peut inverser la somme et la limite lorsque x tend

vers 1. Par le théoréme de prolongement des inégalités, on obtient alors :

N N n—1 N n—1
(na,) = (an Z 1) = lim Z (an Zu’ﬂn) < lim f/(1) = f'(1).

r—1—

La positivité découle du fait que tous les termes considérés sont positifs.

Par conséquent, la série > na, étant & termes positifs, et de somme partielle majorée (par f'(1)),

elle converge.

Attention & ne pas intervertir limite et somme infinie! De méme, n’intervertissez pas dérivation et
somme infinie. Dans les deux cas, une telle manipulation nécessite des justifications que vous n’étes

pas encore en mesure de donner.

= o ) - fl@) X
Pour tout z € [0, 1], et tout n € N*, a, kz_;)x < nay,. Ainsi, d’aprés (2a) : P < nz:lnan.

+oo
L’inégalité Z na, < f'(1) résulte du passage a la limite lorsque N tend vers +oo dans I'inégalité

n=1

de la question (2c). La positivité a été montrée dans la question (2b).

X admet une espérance puisque la série Y nP[X = n] = > na, converge, et que cette convergence
() - f(@)

1—2x
tend vers 1, le théoréme de prolongement des inégalités appliqué & ’encadrement de la question (2d)

+oo
donne : E(X) = Znan = f'(1).
n=1

est absolue, la série étant & termes positifs. De plus, puisque tend vers f/(1) lorsque x

PARTIE II — Loi du temps d’attente de la premiére configuration « pile, pile, face »

1. Pour tout n € [3,4o00[, Up C Upy1, donc P(U,) < P(Upt1), donc up, < upt1. Ainsi, (up)nen+ est

2.

croissante (& partir du rang 3, et méme du rang initial, aprés vérification). De plus, u,, < 1, car P(U,) < 1

(par définition d’une probabilité). Ainsi, (u,)nen+ étant croissante et majorée par 1, elle converge.

(a)

A chaque lancer, on a autant de chance d’obtenir « pile » que « face ». En particulier, cette description
ne dépendant pas des tirages précédents, les résultats des différents lancers sont indépendants et

donc :

P(By) = P(Ru—3 0\ Ry_1 0 Sy) = P(Ry_2) - P(Rn_1) - P(Sh)

Pour tout k € N*, Ry et Sy sont incompatibles (on ne peut pas tire a la fois « pile » et « face » au
méme tirage). Ainsi :

e B,NByy1 =R, sNR,_1NS, NRy,_1NR,NSyy1 =0 car R, et S, sont incompatibles ;

e B,NByio=R, 2oNR,_1NS, NR,NRy11NSyio=0car R, et S, sont incompatibles;

e ByyiNBuio =R, 1NR, NS, 1NR,NRyy1NSpyo=0car R,y1 et S, 1 sont incompatibles;

e uy =0, donnée de I’énoncé.
e u3 =P(Us) = P(B3) = %.
e uy = P(Uy) = P(B3U By) = P(B3) + P(By) (car événements incompatibles), donc ug = 1.
e Non demandé dans ’énoncé, mais utile plus tard :
us = P(Uy) = P(BsUB4UB5) = P(Bs)+ P(B4) + P(Bs) = $ (car 2 & 2 incompatibles, qu. (2b)).

3. Soit n un entier supérieur ou égal a 5.



(a)

Untn-i-l = (Un—ZUBn—lLJBn)ﬁBn-i-l = (Un—QOBn-l-l)U(Bn—lmBn-i—l)U(Bntn-i—l) = Un—ZOBn-l-l;
car B,_1, B, et B, 41 sont deux & deux incompatibles.
De plus, U,_2 ne fait intervenir que les lancers de rang dans [1,n — 2], alors que B, +1 ne fait

intervenir que les lancers de rang n — 1, n et n + 1. Ainsi, U,_5 et B,4+1 sont indépendants, et

1
P(Un n Bn+1) = P(Un,Q N Bn+1) = P(Un,Q) . P(BnJrl) = g cUn—2.

Up+1 = U, U By 1, donc, d’aprés la formule du crible :
1 1 1
Unp+1 = P(Un_;,_l) = P(Un) + P(Bn+1) — P(Un N Bn+1) = Uy + g — g cUp—2 = Uy + g(l — Un_g).
On vérifie cette relation pour n = 3,4 :
1 1 1 1 1 1 1 3
—(l—u)==4=(1-0) =~ = uy; “(l—ug)=—+-(1-0)== = us.
ustgl-w)=c+c(1-0)=7=uy wst+o(l-u)= +2(1-0=c=us

La suite (un)nen+ admet une limite réelle ¢ (question 1). On passe a la limite dans la relation de

1
récurrence : £ = £ + §(1 —0), soit £ =1.

D —_ 0l — _ . 1 T
e plus, P[Y =0] = P U B, P U U,|1-P U U, 1 nEIJIrlOOP(Un)
n>=3 n>=3 n=3

(théoréme des limites monotones, (Uy,)n>3 étant croissante). Donc P[Y = 0] = 0.

7 3 5
01:1,02:1,v3:g,v4:Z,v5:§.
Pour tout n > 1, u, = 1 — v, ; donc, en remplacant dans la relation de récurrence, pour tout n > 3,

1
—Unp—2.

l—vp1=(1—vy)+=(1—(1—v,-2)) d’otr Un+l = Un ~ g

8
On somme les égalités v, — v, 11 = %vn,g entre 3 et N + 2. On trouve :
N42 .

1 N
E (Uk — 'Uk-i-l) = g E V-2 d’ou g E Vg = V3 — UN43 = g — UN+3-
k=3 k=3 k=1

—_

Puisque u,, tend vers 1, v, tend vers 0. Ainsi, (8(% — vn+3))ven+ admet une limite égale & 7. La
N “+ o0

somme partielle Z v admet donc une limite égale & 7 : > v, converge, et Z vy =T.
k=1 n=1

Pour tout n > 1, v, > 0, car u, < 1. Soit 0 < = < y < 1. Alors, pour tout k& € N*, 2% < ¢,

k < wupyF, et en sommant, h(x) < h(y). Donc, h est croissante sur [0, 1], et en particulier,

puis vix
h(z) < k(1) si z €0,1].

L’autre inégalité provient de la positivité du terme général de la série définissant h.

La fonction h étant croissante, elle admet une limite & gauche en 1. Le théoréme de prolongement
des inégalités appliqué a l'’encadrement précédent donne alors, lorsqu’on fait tendre x vers 17 :

N

k=1
On fait maintenant tendre N vers +o00 : h(1) < lim h(z) < h(1), dot lim h(z) < h(1)
rx—1— rx—1—
Soit n > 4. L’événement [Y = n] correspond & : « la configuration est apparue au moins une fois
aprés n lancers, mais pas aprés n—1 lancers » . Ainsi, [Y = n] = U, \ U,,—1. Par conséquent, puisque
Un—1 < Up, pour tout n >4, ¢, = P[Y =n] =up — up—1 = Up_1 — Vp.
Pour n =3, ¢ =P[Y =3]=P(Us) = $ =v2 —v3. Pour n =2, co =0 = vy — va.



(d)

(e)

C’est une béte manipulation de sommes. La deuxiéme égalité résulte de ¢; = 0.

+o00 +o0 +o00
g(z) = Z cra® = Z cpat = Z(vk* — vg)z” (question (5c¢))
k=1 k=2 k=2
+oo +00 400 +o00
= kaz’”l — ka:ck = kazk+1 — kazk +x (car v1 = 1)
k=1 k=2 k=1 k=1

+o0
=z+(x—1) kaack'H =z + (z — 1)h(x).
k=1

L’égalité précédente appliquée & z = 1 donne : g(1) = 1. De la méme égalité, on déduit alors :
g(H)—g(x)

1—x

g est dérivable en 1, et ¢’(1) = 8. On en déduit, grace a la question I-2e, que Y admet une espérance,
et E(Y)=4'(1)=8.

= h(z)+1. D’apreés la question (5b), h+1 admet une limite en 1~ égale 4 8. Par conséquent,

PARTIE III — Paradoxe de Walter Penney (1969)

1.

(a)

(b)

!

Soit n > 3. Les événements B;,, B),

41 et By, 5 sont deux & deux incompatibles : méme vérification

que pour B, B,+1 et B,1a (question II-2b), je vous laisse faire.

Les événements B,,, B, || et B, ,, étant incompatibles, on peut faire exactement le méme raisonne-
ment que pour (Up)nen~ : la suite (u],)pen+ vérifie la méme relation de récurrence que (up )nen+, €t
les termes initiaux sont les mémes (il faut le vérifier sur 3 termes, puisque la relation est d’ordre 3).

Par conséquent, pour tout n > 1, u,, = u/,. Ainsi :
PlY =n|=PU,\Up_1) =tup —tp_1=u, —u, , =PU \U _|)=P[Y' =n].

Par conséquent, Y et Y’ suivent la méme loi, et ont donc méme espérance.

_ 1
G3 = Ug, donc gs = uz = 3
G4 : la seule séquence possible est « pile, pile, pile, face ». En effet, si le premier lancer est « face »,

1
16 °°

De méme, pour que J gagne avec n lancers, il ne faut avoir tiré que des « pile » avant le « face »

J' gagne. Ainsi, g4 = 57 =

du n-iéme tirage. En effet, si « face » apparait avant la configuration « pile, pile, face », alors il n’a
été tiré que des piles (et au moins 2) entre le dernier de ces « face » et le « face » final. Ainsi, la

configuration « face, pile, pile » apparait avant le rang n et J’ gagne, empéchant G,,. Les n lancers

1

sont donc déterminés, d’ott g, = 5.

Les événements (G, )n>3 sont 2 & 2 incompatibles, d’ou la probabilité p; de victoire de J :

—+oo —+o0 —+o0 1 1
p;=P (}_JS Gn> = ;gn = 7;) T (o-additivite)

Soit D,, ’événement : lors des n premiers lancers n’apparaisse jamais deuzx « pile » consécutifs.

dy =1 (un seul lancer, donc pas deux « pile » consécutifs!).

dy=1-— i = %, car la seule facon que D ne soit soit réalisé est que les deux lancers soient « pile ».
La formule les probabilités totales appliquée avec le systéme complet {R;,S1} donne :

1 1
d+2 = P(Dnt2) = P(Dny2|B1) P(B1) + P(Dnt2]51)P(S1) = 5 P(Dps2| Bu) + 5 P(Dps2|S1).

Or, si le premier tirage est « face », I’événement D,, .o est réalisé, si et seulement si on n’obtient pas

deux « pile » consécutifs sur les n + 1 tirages suivants. Ainsi, P(D,12|S1) = P(Dnt1) = dnt1-



Le méme raisonnement ne s’applique pas & P(D,,42|R1), (le deuxiéme tirage doit étre « pile »). On

applique la formule des probabilités totales, avec le systéme complet { Rz, Sa} :
1
P(Dy42|R1) = P(Dpy2|R1 N R2)P(R2) + P(Dyy2|R1 N S2)P(S2) = §P(Dn+2|R1 N Sa),

car D, ;2 ne peut bien sir pas étre réalisé si on a tiré deux fois « pile » aux deux premiers tirages!
Comme précédemment, P(D,,42|R1 N S2) = P(D,,). On obtient bien au final, d,42 = $dyt1 + 1dn.

program calculdn;
uses crt;
var d,e,f:real;
var i,n:integer;
begin
clrscr;
write(’Quel rang de la suite d(n) voulez-vous calculer ? ’);
readln(n);
if n <=0 {test de compatibilité de la donnée}

then write(’d(’,n,’) non défini !?)

else
begin
d:=1; {initialisation d=d(1), e=d(2)}
e:=3/4;
for i:=3 to n do {au début de la boucle i, d=d(i-2), e=d(i-1)}
begin
f:=e/2+d/4; {calcul de d(i), pas mis tout de suite dans e
d:=e; {pour ne pas ecraser la valeur de d(i-1)}
e:=f;
end; {A la fin de la boucle i, d=d(i-1), e=d(i)}
{Donc, & la fin de la boucle n, e=d(n)}
if n=1 {Cas particulier de n=1: (aucun passage dans la boucle)}

then write(?’d(1)=17) {Dans ce cas, d(n) n’est pas dans e qui contient d(2)}
else {Dans les autres cas (y compris n=2),}
write(’d(’,n,’)=",e); {on affiche e, égal & d(n) si n>=2}
end;

end.

Le polynome caractéristique associé a la récurrence définissant (d,,)nen- est P(X) = X2 —

N
=

Un calcul niveau seconde donne ses deux racines

_1-v5 1+V5

A
4

Ainsi, il existe deux réels « et (§ tels que pour tout n € Nx, d,, = aA™ + Su™.

On peut d’ores et déja calculer la limite de d,,. En effet, puisque v/5 < 3, |\| < 1 et |u| < 1. Par
conséquent, (A"),en+ et (U™ )nen+ tendent vers 0, donc (dy, )nen- aussi.

On en déduit également que > d,, converge (somme de deux séries géométriques convergentes)

Pour trouver la valeur de la somme, il faut calculer « et 3, grace aux conditions initiles. Astuce : Si

on considére les relations obtenues aux rangs 1 et 2, les expressions vont étre compliquées. On peut



remarquer que si on pose dyg = 1, la relation de récurrence est vérifiée & partir du rang 0. Ainsi :

a+ =1
1-+5 1++5
. . =1
a—r—+8 — )
1 3v5 1 3
et un calcul sans difficulté améne : a = 571—\{)_ et 6:5 1—\6_ Ainsi, pour tout n € N,

1 35\ (1=v5\ (1 35\ [1+v5\
()

= 1 3B\ =X (1-v5\" (1
Donc : Zldnzodn1<§1—0>z< 1 >+<§ ) (
1

°)

n=0
+o00 n 400 n
1-+5 1 1—
Or: §0< 1 )1_1f3 V5 et E_O< 1 )1_ f—3+\/_.
. = (5-3vV5)(3—v5) (5+3V5)(3+V5) 30 — 14v/5 30+14f
Ainsi : E dp, = 10 + 10 —-1= 10 + 0 —1=5.

4. (a) Pour que [T > n] U[T = 0] soit vérifié (pas encore de gagnant aprés n tirages), il faut et il suffit que :

e soit 4 aucun moment dans les n premiers tirages deux « pile » successifs n’aient été tirés; cela
correspond & ’événement D,, de probabilité d,, ;

e soit deux « pile » successifs ont été tirés dans les n premiers tirages, mais alors tous les tirages ont

donnés « pile » (probabilité : 5--). En effet, dans le cas contraire, il existe un « face » précédant

directement, ou suivant directement une succession d’au moins deux « pile », et J ou J' a gagné

aprés au plus n lancers.
1

Les deux événements décrits ainsi étant incompatibles, on obtient : P([T' > n]U [T =0]) = d,, + on”
1
Ainsi, pour tout n > 2, P[T =n] = P([T >n—1JU[T =0])—P([T >nJU[T =0]) =dp—1—dn+

2_’”,-
Pour n =1 et n =2, on a bien entendu P[T' = 1] =0et P[T =2] =0.
(b) De maniére équivalente, il faut montrer que I’événement [T = 0] est quasi-impossible. Or

P[TO]P(ﬁo([T>n]U[TOD> lim P([T>n|U[T=0]) = hrn dp + — L

n—-+oo n—-+o0o 2
n=3

(théoréme des limites monotones). Comme la limite de d,, est nulle, on trouve : P[T = 0] = 0.
5. Par conséquent, en considérant le systéme complet (le joueur J gagne; le joueur J' gagne; aucun joueur
ne gagne), la probabilité p de victoire de J' est pjy =1 — 1= 0= 1
Conclusion : il vaut mieux étre le joueur J’ que le joueur J!
6. Si la configuration gagnante du joueur J avait été « pile, pile, face, pile, pile, face » et celle du joueur
J' « face, face, pile, face, face, pile », le jeu aurait été complétement symétrique (en inversant « pile » et

« face ») : aucun joueur n’est avantagé. La probabilité de victoire de chacun est %

7. Soit, pour tout z € [0, 1], Z dpa™ et t(x Z P[T

(a) La fonction = — d,a™ est croissante sur [0, 1] (car dy, est positif). Donc, d est croissante (mais pas
forcément continue). Cela implique déja I’existence de la limite & gauche en 1. Comme pour tout

z €10,1], 0 < dp,z™ < dy, on a une inégalité, valable pour tout N € N* :

N +oo
D dpa" <d(x) <Y dn.
n=1 n=1



Ainsi, en passant a la limite lorsque = tend vers 17,

N “+o0
> dn < lim d(z) <> dy.
n=1 n=1

r—1—

Par conséquent, cette encadrement étant vrai pour tout N € N*, on peut passer a la limite lorsque

N tend vers +oo. On obtient donc :

lim d(z) = f d, =d(1).

r—1—

(b) On utilise I’expression de P[T = n] en fonction de d,, et d,_; trouvée dans la question refreftd :

+oo +oo +oo
1
t(x) = Z P[T =njz" = Z P[T =nja" = Z(dn_l —dn, + 2—n)x"
n=1 n=3 n=1

Chacune des sommes considérées convergeant pour x € [0, 1], on peut écrire :

+o00 +o00 +o00 z\n 400 +00 (g)"
TOED SRS STRCES 1) RETES oICRS R
n=3 n=3 n=3 n=2 n—3

3

[

= ad(x) —d(1) = d(a) + 2d(1) +2°d(2) + 75—
22 23 z?
~ i) = gy o= (10 )+

(¢) ([T = n])nen~ étant un systéme quasi-complet (question (4b)), on a ¢(1) = 1. Ainsi,

to) =ty @= 1) (d@) + g ) a1 r
-1 z—1 :d(z)erJrl.

est continue en 1, et que d admet une limite & gauche en 1 d’aprés la

t(x) —t(1)
rz—1
d’aprés la question I-2e, T" admet une espérance, et cette espérance vaut :

Pui _—
uisque = +— 32— 2)

question (7a), le taux d’accroissement x +— admet une limite & gauche en 1. Ainsi,

E(T)=#(1) = lim (d(x)+2($

z—1— 2—x

1) mdD) + 4 1=54+211=65
) - 2 T TP T T AT

En effet, on avait calculé d(1) dans la question (3c).

PARTIE IV — Simulation informatique

k|0]1]2(3|4]|5 k{0123 |4|5]|6]|T7]|8
r 1(1(1]1]0 r 1({0(1(0]0]|0]1]1
1. (a) (b)
X 11212123 X 110|j]1(0(0]0]1]|2
y 0j]0|j0|0]1 y Oj1(2|1(1(1]2]3
k{0|1]2|3|4|5|6]|7
r oO(1(0j1j0|11]1
(c)
X 0Oj1|0(1|0]|1]2
y 1l2)1]2]1]2]3




2. L’entier k représente a la fin du programme la valeur de la variable aléatoire T, c’est-a-dire le rang ot la
victoire pour I'un ou 'autre des deux joueurs se décide; x = 3 si et seulement si une configuration « 1,
1, 0 », c’est-a-dire « pile, pile, face », vient de produire; y = 3 si et seulement si une configuration « face,
pile, pile » vient de se produire. Le programme s’arréte dés que = = 3 ou y = 3, c’est-a-dire dés que le
joueur J ou le joueur J’ a gagné. Si x = 3 & la fin du programme, le joueur J a gagné, sinon, c’est le
joueur J'. Ainsi, on peut réécrire la derniére instruction :
if x=3 then write(’J a gagné en ’,k,’ coups) else write(’J”’ a gagné en ’,k,’ coups’);
Attention & la double apostrophe pour le prime!

Notez que le programme ne s’arréte pas forcément, mais il finit presque strement par s’arréter.



