LyciEE CARNOT Pour le vendredi 13 octobre 2006
ECS 4 — Mathématiques
A. TROESCH

Devoir Maison n°® 3 — Suites

Exercice 1 —

1. Soit (uy,) une suite convergeant vers a > 0. Alors pour tout € > 0, il existe N tel que pour tout n

a — ¢ < up < a+ ¢. En particulier, pour € = § > 0, on trouve l'existence de N tel que pour tout n

>N7
>N

3

<u, < 37‘1 La premiére des deux inégalités donne le résultat escompté.

2. f est dérivable sur R, et pour tout = € R, f/(z) = 1 — 2z, d’ou le tableau de variations suivant :

3.

z —o0 3 +o00
F/@) o0 -
f(x) ) / 1 \ )

(a) ]0,1[ est un intervalle stable par f. En effet, f(0) = 0 et f(3) = 1, et f est strictement croissante

sur [0, £], donc f£(]0,3]) CJ0,%] CJO,1[. De méme, f (1) = 1 et f(1) = 0, et f est strictement
3 3 i 2 1

décroissante sur [, 1], donc f((4,1[) CJ0, 1] C]0, 1[. Par conséquent, f(]0,1[) C]0, 1.

Ainsi, puisque ug €]0, 1[, on en déduit, par récurrence sur n € N, que pour tout n, u,, €]0,1[. Comme
on est en début de copie, on rédige cette récurrence, méme si elle est immédiate.

Soit, pour tout n dans N, la propriété P(n): w, €]0,1].

Puisque ug €]0, 1] par hypothése, P(0) est vérifié.

Soit n € N tel que P(n) soit vérifié. Alors wu, €]0,1[, et comme ]0, 1 est stable par f, up+1 = f(un)
est encore dans ]0,1[, d’od P(n + 1).

Par conséquent, P(0) est vraie, et pour tout n dans N, P(n) entraine P(n + 1). D’aprés le principe
de récurrence, P(n) est vraie pour tout n dans N.

Ainsi, en particulier, pour tout n € N, u,, > 0.

1
0+1-

Uy < n+r1 (vous comprendrez plus loin pourquoi j’ai exclus 0 de la récurrence).

Remarquons que par hypothése, ug < 1 = Montrons plus généralement que pour tout n € N*,

Soit, pour tout n dans N*, la propriété Q(n): un < 737

D’aprés le tableau de variations de f, u; < i < ﬁ, donc P(1) est vérifié.
Soit n € N* tel que Q(n) soit vérifié. Alors, puisque n > 1 (raison pour laquel on a traité le cas 0 &

part),

—_

1
< — < =
0<up nr1 Sy
1

et, puisque [ est croissante sur [0, 5],

1 1 1 1 1 n+1 1
n = n) < —— | 1— 1- - . - ’
Unt1 = f(un) n+1< n+1><n+1< n+2> n+l n+2 n+2

dott Q(n +1).



Par conséquent, Q(1) est vraie, et pour tout n dans N*; Q(n) entraine Q(n + 1). D’aprés le principe
de récurrence, Q(n) est vraie pour tout n dans N*.
Ainsi, pour tout n € N, 0 < u,, < n%rl Donc, (un)nen converge vers 0 d’aprés le théoréme d’enca-

drement.

(b) Soit pour tout n € N, v, = nu,. Alors :
Vn €N, vpy1 — v = (04 Dunyr — nup = (04 Dup (1 — up) — nuy = un (1 — (04 1)uy).

Or, d’aprés la question précédente, pour tout n € N, (n + 1)u, < 1, donc (v, )nen est (strictement)
croissante. De plus,

Vn € N, 0<vn<L<1.
n+1

La suite (v, )nen est donc croissante et majorée par 1 Elle converge vers un réel L. Comme pour tout
n €N, 0 < v, <1, le théoréme de prolongement des inégalités améne : 0 < L < 1. De plus, (v,)nen
étant croissante et strictement positive, L # 0. Donc L €]0, 1].

(¢) Soit n € N. On exprime w,, en fonction de u,, :

n+1 ,

Wy = n(Vns1—0pn) = N+, 1—nu, = n(nt+1)(u,—u2)—n?u, = nu,—n(n+1)u = v, — v

n n

Comme (v,,)nen tend vers L, (v2),en tend vers L2, De plus, lim
n—+oon + 1

et sa limite est L — L2 = L(1 — L), d’apreés les régles arithmétiques usuelles sur les limites.

= 1. Ainsi, (wy,)su converge,

4. 8i L # 1, alors L(1 — L) > 0, donc, d’aprés le préliminaire, il existe ng tel que pour tout n > no,
Wy, = %L(l — L)7 donc vp41 — vy 2 %L(l — L) Alors,

n—1 n—1

1 1

Vn = ng, Un—vm:kg (Uk+1—vk)>§L(1—L)kE T
=no =No

Comme la série Y_ ¢ diverge vers +o00, on en déduit que (v,)nen tend vers +oo.
Désolé, je ne m’étais pas rendu compte, en donnant ’exercice, qu’il y avait un argument de séries, pour

lequel vous ne disposiez pas encore de tous les outils nécessaires.

5. On a montré dans la question (3b) que (v,)nen convergevers L €]0,1]. Par conséquent, elle ne peut
converger vers +o0o : la question précédente aboutit & une contradiction, donc ’hypothése L # 1 est
1

erronée. Par conséquent L = 1, c’est-a-dire que la limite de (nuy)nen est 1. On en déduit que wu, fodies
N

Exercice 2 —

1. Sens direct.
Soit (un)nen une suite d’éléments de F' convergeant vers £ € R. Montrons que ¢ € F. Supposons que
¢ ¢ F, donc ¢ € CgF. Comme F est fermé, CrF est ouvert. Donc il existe ¢ > 0 tel que B({,e) C CrF.
Pour ce choix de ¢, on en déduit, par définition de la convergence, ’existence de N € N tel que pour tout
n > N, u, € B({,¢), donc u,, € CgxF, donc u,, € F. Cela contredit le fait que (u,)nen est une suite &
valeurs dans F'. Par conséquent, I’hypothése de la, démonstration par ’absurde est fausse, donc ¢ € F.

2. Réciproque.
On montre la contraposée : si F' n’est pas fermé, il existe une suite d’éléments de F' convergeant vers un
réel ¢ ¢ F. En effet, si F n’est pas fermé, alors CrF' n’est pas ouvert, donc, en niant la définition d’un
ouvert, il existe ¢ € CF (qu’on se fixe), tel que pour tout € > 0, B(¢, <) n’est pas contenu dans Cg F', donc
rencontre F' : B(¢,e)NF # . Ceci est vrai pour tout £, notamment pour € = %, pour tout n € Nx. Ainsi,
pour tout n € N*, B(, %) N F est non vide. On peut donc choisir, pour tout n € N*, u,, € B(/, %) NnFE.
La suite (u,) construite de la sorte est bien & termes dans F, et converge vers ¢ ¢ F, car pour tout n,
d(un, ) < L.



Exercice 3 — Dans tout l’exercice, tous les entiers considérés sont supérieurs ou égaux a 3.

Soit f, Vapplication définie sur [0, +oo] par fn(x) = 2™ —nz + 1.

1.

4.

Soit n > 3. La fonction f, est dérivable sur R, en tant que fonction polynomiale, et :

Ve € Ry, fi(z) =na" ' —n=n(z""'-1).

n

Ainsi :

e f! est négative sur [0, 1], strictement sur ]0, 1[. La fonction f,, est donc strictement décroissante sur [0, 1].
Comme f,, y est continue, d’aprés le théoréme de la bijection et le théoréme des valeurs intéremédiaires,
fn se restreint sur [0,1] en une bijection sur son image f,([0,1]), et cette image est un intervalle
d’extremités f(0) = 1 et f(1) =2 —n < 0. Ainsi, 0 €]2 — n, 1], donc 0 admet un unique antécédent
dans ]0, 1 par f,. Cela montre P’existence (et I'unicité) de .

o f! est positive sur [1,+oo[, strictement sur ]1,+oo[. La fonction f, est donc strictement croissante
sur [1,4o0o[. Comme f, y est continue, d’aprés le théoréme de la bijection et le théoréme des valeurs
intéremédiaires, f,, se restreint sur [1,4oo[ en une bijection sur son image f,([1,+0o0o[), et cette image
est un intervalle d’extremités f(1) = 2 —n < 0 et zEToo fn(z) = +00. Or, 0 €]2 — n,4o0[, donc 0

admet un unique antécédent dans |1, +oo[ par f,. Cela montre 'existence (et 'unicité) de 3,.

. Soit n € N. Alors, f, est positive sur [0, a,] et négative sur [a,, 1].

Etudions le signe de f,, (v, +1)- Par définition de a1,

1
O=apii—(n+1Danpi+1=ani1-ay, —nany +1—anp <ajy —nang + 1= folan),

Iinégalité découlant du fait que a1 < 1 et a1 = 0. Ainsi, f,(ap+1) = 0. On en déduit que oy, 41 €
[0, avpy]. Ainsi, apy1 < ap-
Ceci étant vrai pour tout n € N, (an)n>3 est décroissante. Elle est minorée par 0. Elle converge donc.

De plus, pour tout n € N, o, < a9 < 1; ainsi, 0 < a” < af, et comme 0 < o < 1, (o) tend vers 0.
p , P ) ) ) n 0> ’ 0

Ainsi, d’aprés le théoréme d’encadrement, (o) tend vers 0.

Soit ¢ la limite de (o )n>3- Si £ # 0, alors £ > 0, et (nay,) tend vers +o0o. Alors, en passant & la limite
dans ’égalité vraie pour tout n € N :

oy —na, +1=0,

le terme de gauche tend vers —oo, alors que le terme de droite est égal & 0, donc tend vers 0. On en déduit

une contradiction. Ainsi, ¢ = 0.
De plus, le raisonnement précédent montre que (—na, + 1) tend vers 0, donc que (n«,,) tend vers 1. Par
1

définition des équivalents, on en déduit que o, ~ —.
+oon

(a) Soit n > 3. Alors :

2" 1 2 1
W—n +ﬁ +
—n—2vn+1
=14+2(n—-1)—-n+1=n.

Ainsi, pour tout n > 3, f, (1 + %) = n.



(b) Encore une fois d’apreés le théoréme de la bijection, pour tout n > 3, 8, < 1+ % On en déduit

I’encadrement suivant de 3, :

2
YR>3, 1<B,<1+——.

n

D’aprés le théoréme d’encadrement, (53, ),>3 converge vers £ = 1.

(c) Pour tout n >3, on a: 8 = ng, — 1, soit, en passant au logarithme : nln(3,) = ln(n3, — 1). Or,
1
In(nB, — 1) =lnn+In(G, — —).
n

Comme (3,, — % tend vers 1, In(8,, — %) tend vers 0, et comme Inn tend vers +oo; on en déduit que

In(8, — L) = o(Inn). Ainsi, on obtient un équivalent de n1In(8,) :
Inn
1 =1 —1) ~1 it : 1 ~ —
nln(8,) = In(ns, )Jroo nn, soit m(ﬁn)Jroo -
Alors,
Inn

L — 1=l In(B,) ~ —.
fo =1 =L~ n(G,) ~

On a utilisé I’équivalent e*» — 1 ~ o uy, si (uy,) tend vers 0, ce qui est possible ici, du fait que In(5,,)
tend vers 0, puisqu’elle est équivalente & “’T”, de limite nulle. Ainsi :

PROBLEME

PARTIE I — Etude d’une suite définie par une récurrence linéaire.

1. Soit P le polynome défini pour tout = € R par P(z) = 23 — 2% — 22 + 1.
e P(—2)=—-T7,et P(—1) =1, et P est continue sur [—2, —1], donc P admet une racine z; dans | — 2, —1]
d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires (pour l'instant, je ne sais pas si elle est unique; on peut
obtenir I'unicité en faisant une étude plus précise des variations de P, et en utilisant le théoréme de la

bijection, mais c¢’est inutile, comme vous allez le constater)

e P(0)=1et P(1) =—1, et P est continue sur [0, 1], donc P admet une racine x5 dans ]0,1[, d’aprés le
théoréme des valeurs intermédiaires.

e P(1)=—1et P(2) =1, et P est continue sur [1,2], donc P admet une racine x3 dans |1, 2[, d’aprés le
tvi.

Ainsi, on a trouvé trois racines distinctes. Comme P est un polyndéme de degré 3, il admet au plus
3 racines distinctes (si vous n’en étes pas convaicus, étudiez les variations de P). Ainsi, x1, 22 et z3
sont les seules racines de P. D’ou l'existence et I'unicité de racines de trois P, x1, xo et xs vérifiant
2<rn < -1<0<r2 <l <y <2,

2. On a donc, pour tout x € R :
Pla) =23 —2?—22+1 = (z—21)(x—22) (x—23) = 2 — (21 + 22+ 23)2° + (2102 + 2123 +2o23) 2 — T 2223,

Par identification des coefficients du polynoéme, on obtient 1 + x2 + x3 = 1.
Vu les intervalles contenant les racines x1, x2 et 3, on a bien |z3| < |z1]. De plus 23 = 1 — 21 — 29 > —21
car 2 < 1, et comme 1 < 0 et x3 > 0, cela implique |z3| > |z1].

3. Soit, pour tout n dans N\ {0, 1}, la propriété P(n): ag < -+ < ap—1 < an.

D’aprés les conditions initiales, ag < a1 < az, donc P(2) est vérifié.



Soit n € N\ {1,2} tel que P(n). Alors Alors, en particulier, puisque ag = 0, on a a; > 0 pour tout
k € {1,...,n}. De plus, d’apreés la relation de récurrence vérifiée par (a,,),

Up41 — Gp = 2p-1 —Qp—2 = Qp_1 + (an—l - an—Z)-

Or, a,—1 > 0 d’aprés ce qui précéde, et a,—1 — an—2 = 0 d’aprés ’hypothése de récurrence P(n). Ainsi,

Apt1 = Gp, DUis ag < -+ < apt1, C'est-a-dire P(n + 1).

Par conséquent, P(2) est vraie, et pour tout n dans N\ {0, 1}, P(n) entraine P(n+ 1). D’aprés le principe
de récurrence, P(n) est vraie pour tout n dans N\ {0, 1}.

Ainsi, (a,)nen est croissante, et strictement positive a partir du rang 2, puisque as = 1.

. Les suites (z])nen, (25 )nen et (2§ )nen vérifient la relation de récurrence (vérification immédiate), donc
aussi (vp)nen définie pour tout n € N par v, = A2l + Az + Asz¥, pour un certain choix de réels
A1, A2, As. Ainsi, si on trouve des réels A\, A2, A3 tels que (v, )nen soit égale aux rangs 0, 1 et 2 a la suite
(an)nen, on aura deux suites définies par la méme relation de récurrence et les mémes conditions initiales :

elles seront donc égales. 1l suffit donc de trouver (A1, A2, A3) tel que

M+ A+ A3 =
Mz + dozo + N33 =
)\11‘% + AQ.T% + Agl‘% =

Alors A3 = —(A2 — A1), d’ot, en remplagant dans les deux derniéres équations,

A1($171'3)+>\2($27I3) = 0
A (23 —23) + A2 —23) = 1.

De plus 23 — 23 = (22 — x3)(22 + x3), d’0o11, en multipliant la premiére équation par (x5 + z3) et en

retranchant la seconde, on trouve :
(w1 —23) (22 — 23) — (21 — 23) (71 +23)) = 1

et par conséquent,

A= 1 :
(21 — 22)(21 — 23)
De méme, on trouve
Ay = - et A3 = !

(z2 — z1)(22 — T3) (23 — 1) (23 — 22)

Pour ce choix des réels A1, A2 et A3, on a donc vg = ag, v1 = a1 et v2 = as. De plus (a,)nen €t (Vn)nen
suivent la méme récurrence d’ordre 3, donc 1’égalité des trois premiers termes améne ’égalité des suites
(an)neN et (Un)neN

. Puisque |z3| > |z2|, 25 = o(2}) (faire le quotient des deux!). De méme, 7' = o(z}). Par conséquent,
an = M7 + doxh + Azzy ol A3Ts.

Remarquez que je ne mets pas de quantificateur, puisque n est une variable muette dans 1’équivalent.
. De ’équivalent de (a, )nen, on déduit I’équivalent suivant de (by,)nen :

)\3.Tg+1
n+OO /\356?

b = Is3.

Ainsi, (b,)nen tend vers xs.



PARTIE II - Etude et amélioration de la vitesse de convergence de (bn)nen-

1. Calculons b,, — x3, pour tout n € N :

A n+1 +/\ n+1 +/\ n+1
VneN, g,=0b,—x3= 171 — 202 %3
All'l + /\21‘3 + /\356?
_ )\1,7:’1’(1131 — .1‘3) + )\21‘3(,@2 — 1‘3)
/\156? + )\2563 + )\356?

— T3

Or, puisque |z1| > |z2|, le numérateur est équivalent & A1z (z1 — x3), et le dénominateur, égal & u,, est

équivalent a A\sx3. En faisant le quotient de ces deux équivalents, on obtient bien

Mz \"

o] Ag I3

2. C’est quasiment la définition des O. Plus précisément, puisque

En

lim
n—-+oo A
(.1‘1 — 1‘3)/\—; (i—;)

il existe un rang N tel que pour tout n > N,

)\ n X
(.1‘1 — 1‘3))\—; (i—;)

-] 2]

Cela correspond bien & la définition des O, avec M = 2 ’(zl — .Z'g)i—; ’

—

On en déduit que pour n > N, |b, — x3| < 2

€3

3. Soit 8 > 0, et soit E(8) I’ensemble des suites (u,)nen telles que u,, = O(G™).
(a) Si B < 1, alors (8™)nen tend vers 0. Or si (up)nen € E(B), il existe M tel que :

Vn €N, |u,| < Mg™.

La suite (|un|)nen est donc majorée par une suite convergeant vers 0. D’aprés le théoréme d’enca-

drement, (u,)neny admet une limite et  lim  w,, = 0.

n—-+oo

oit q tel que |q| < (. Alors une suite géométrique de raison ¢ s’écrit, pour tout n € N, u,, = upq™.
b) Soit ¢ tel 8. Al ite gé étri d i ‘écrit tout N n

Ainsi,
Uy, q" a\"
VTLGN, —Uo—U0<—> .
pr pr p
Comme |=| < 1, cette suite tend vers 0. Donc u,, = o(8") et donc u, = O(5").

(c) Soit £ # 0 la limite de (vy,)nen- En appliquant la définition de la convergence de (v, )nen vers £ avec
12
€= %, il existe N € N tel que :
4]
g <ol

De plus, puisque (un)nen € E(3), il existe M € R tel que

14
Vn > N, %

VneN, |u,| < MB".

Donnons-nous un tel N et un tel M. Alors :
Un

oM N
I < 22267, done (“—) € B(B);
n ¢ Un neN
3[e|M

e Vn >N,

o Vn = N, |u,v,| < 8", et par conséquent (u,vn)nen € E(S).



4. Puisque |z2| < |z1] < |z3], on a : ‘ﬁ‘ <1, 2
1

<1,et }ﬂ} < 1, et par conséquent :
Zs3

i) To I X1 T2 X9 X1 X1 " $% r1 I X1
—_ | = | —= . — i _ | = | . — i e —_— | = | — . — i
I3 1 I3 I3 ’ ZL'% Tr3 &3 I3 ZL'% r3 I3 I3
A !
Ainsi, 8 < — I De plus, pour tout n € N,
3

N _(CE _x)ﬁ o n:)\150?(:E1*x3)+>\2563($27z3)_(CE —x)ﬁ (ﬂ)n
" 3 ! 3 )\3 I3 )\156?4’)\25634’)\356? ! 3 )\3 I3

2 2\ " n
)\11‘?(,@1 — CL‘g) + )\gwg(l‘g — .1‘3) — (3?1 — 1‘3);—; (i—;) — (3?1 — .1‘3)/\3—;\2 (%) — (.’L‘l — l‘g))\lm?
)\11'711 + /\21‘3 + /\356?
22 2\ " n
Aoy (T2 — x3) — (21 — 23) 5L (i—;) — (11 — w3) 2422 (—mizz)

)\11‘? + )\ng + )\3$g ’

donc, d’aprés I’équivalent de (a,)nen trouvé dans la question I-5,
7

2 2 n n
Aol (w9 — x3) — (21 — zs)i—; (i—i) — (21 — x3)—A§22 <—I§Cf2)

b, ~
o0 )\31':73}
)\2 X9 " )\% .T% " )\1)\2 X1X2 "
) (xg) w-wlzg) @5

n 2\ N n
x x 11X
Par définition de 3, (—2) = O(g"), (—;) = O(8") et ( 122) = O(B"™). Par conséquent, en
xs3 3 L3
multipliant ces expressions en O((™) par des constantes, et en les additionnant, on trouve :

AL (71 "
bp — x3 — —x3)— | — | =0(p").
ra (o1 - a3t (2) =0
5. D’aprés la question précédente,
A [z \" A o\
by =234 (11 —23) > (=) +0(8") et buy1=x3+ (11 —a3) = [ = +0(3"h.
)\3 I3 )\3 I3

Or, gt = 3. 387, donc O(B"+!) = O(B") (simplification par une constante non nulle dans un O). Par

conséquent, :

bn+1 — by
Vn = 3, Cp = bn-"jﬁ, donc:
n+1 n
x3 + (71 —1‘3);\\—; (i—;) —x3 — (11 —363)’\—; (i—;) +0(3")
Cn = n n—1
w4 (o —23)3 (2) — = (@ -z (2) +0()

(2 —1) (@1 —aa)2 (22)" + 00

Ainsi,

n_2r0((8)) w_zmro((®))-z+rno((®)) o))

Cp — — = - = =




n
Or, d’aprés la question 4, (BI—II“") est une suite géométrique dont la raison est de valeur absolue strictement

Bas

T

n
inférieure & 1, donc elle converge vers 0. Par conséquent, 1 + O (( ) ) est de limite égale & 1. En

_ Bazs

_117

appliquant la question (3c) avec ' on en déduit que

Ainsi,

71 Brz\" . Ty Bz \"
cn——=0|— , soit: chn=—+40||— .

T3 T 3 L1
. En remplacant b,,11, b,, et ¢, par les expressions en O obtenues dans les questions 4 et 5, on obtient :

bpt1 — cpbn — (1 —cp)xs

vt (2) o (2 (2] sum) (3 0(())

oot (&) o((2) ) e (2))

Remarquons maintenant que
(&) ol(2))-o((2) (2)) o
oo () -o((s %)) o

- Ainsi, byt1 — by — (1 —cn)as = O(B"), et ainsi, en divisant par 1 —c;, de limite 1— 21 # 0,

et que

carﬁ<‘§—;

on obtient, d’aprés la question (3¢), d,, — x5 = O(8™).

On peut dire qu’on a accéléré la convergence puisqu’on a construit une suite (d,)nen convergeant vers

x3, plus vite que (b, )nen, puisque 8 <

Z1
z3




