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P (− i) = (1 + 1)n = 2n e�fhg%i � − i i�j �A;k3ml�1%;n�o1%�p6 i � f � P
d�q 6 i ; 6 e�g%i lG��9h3r����� 6s� �ut

z
�A;k3r�v1'��6 i � f � P ⇐⇒ (1 + i z)n − (cos(2nα) + i sin(2nα))(1 − i z)n = 0

⇐⇒ (1 + i z)n = ei 2nα(1 − i z)n

⇐⇒
(

e−2 i α · 1 + i z

1 − i z

)n

= 1
l�9�6s;o7:9��

z 6= − i

q 6 i ; 6 e z
�A;k3)9 i �5�v1'�p6 i � f � P

; 6w�p3+;x��9�ys���5� i 3+;x6
e−2 i a · 1 + i z

1 − i z

�A;k3+9 i �E�v1'��6 i � n z 6s{��5� f �uy j 9 i 6|3 � e�fhg'i �E; j 6sy
��}K68;x3 �

k ∈ [[0, n − 1]]
3 ��y
7%9��.t

e−2 i α · 1 + i z

1 − i z
= e

2 i kπ

n

6 d � d
1 + i z = e2 i( kπ

n
+α)(1 − i z), z 6= − i

6 d � d
i z
(

e2 i( kπ

n
+α) + 1

)

= e2 i( kπ

n
+α) − 1, z 6= − i

~ � ehg'i 15y|�A;n��7:9�6s�_1$ys� i ����;m; 9�6|�_1 i 3o��;)t

e2 i( kπ

n
+α) + 1 = 0 ⇐⇒ e2 i( kπ

n
+α) = −1

⇐⇒ 2

(

kπ

n
+ α

)

≡ π mod 2π

⇐⇒ 2αn ≡ (n − 2k)π mod 2nπ

=⇒ 2αn ≡ (n − 2k)π mod 2π

⇐⇒ 2αn ≡ nπ mod 2π

⇐⇒ e2 i αn = ei nπ = (−1)n

q 3 3 � i 3o6 g%i 1'9��N1$6|3m7%9���y81E7:9�1$3 �o6|{��5��ys6|� i ���A;k3n9 i �)6s�5l�y|68��1$3 6 g'i �p3 i�g'i 9 i ����7:9�6s�H1'y|� i �p� d�� ��y81 f 6|3 e � g �5�5��l�1'�
4K�Kl g 3 4�{A;x� ei nπ 6= (−1)n e � i � g%i 3o�o1'l g ; 1 i 3�y j 6s�ul�y|68��1$3 6 g'i �%y g ��1$ys�n�p6 z f �A; ; 9�; e�g%i�g �h3 6s� i 3�7%9��

e2 i( kπ

n
+α)+1 6= 0

d
~ i l���9h3 fhg%i � f 6s�:68; ���ml�1'�r�p�p3 3 �"7:9�1 i 3o6�3o� e ��3 g'i 3 � g 9��%� f�g'i �)7:9��

z
��;x3m�o1%�p6 i � f � P

; 6��p3�; ��9�ys���5� i 3�; 6

∃k ∈ [[0, n − 1]], z =
1

i
· e2 i( kπ

n
+α) − 1

e2 i( kπ

n
+α) + 1

=
1

i
· ei( kπ

n
+α) − e− i( kπ

n
+α)

ei( kπ

n
+α) + e− i( kπ

n
+α)

=
sin
(

kπ
n

+ α
)

cos
(

kπ
n

+ α
) = tan

(

kπ

n
+ α

)

� ys1��_1$ys��9�� g ��3 � i 9��u�p3v1 i 3+� ����ysy|� e ��y|ys�5��;x3 f 6������o� i 3 � f � − i � d�� 1�3v1 i �%� i 3 �u�p3v1 i 3)6 i_� �A��3o6|�%�5; 9���3 g 9h3+6 i 3 ��� �_1'y|ys�
f �+y g'i �'9���9�� π
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�v1'��6 i �A; f ��9h}.� f ��9h} f 6s;x3 6 i �p3 ��; f � P

dK� g �5�5�
P

�A;k3 f � f ���'�o�r1$9�l�y|9�;
n e �p3��A;k3 i�g'i.i 9�y� l�9�68; 7:9��

P (− i) 6= 0 � e P
1 f �5�p3)1$92l�ys9�;

n
�o1%�p6 i ��;�� g �5lh3o���A;�1H�'�A�+��9�y�3o6|l�ys68�p6|3 � d�q 6 i ; 6 e ys��;��o1%�p6 i ��; g �h3o� i 9���;

i �+l���9��'� i 3rl�1%;n�p3o� �)��9�y�3o6|l�ys��; d�� 1$�r� g'i ; ��7:9�� i 3�t
q 6 i ; 6 e y j � i ; ���E��ys� f ��;n�v1'�p6 i �A; f � P

�A;k3 {
tan

(

kπ

n
+ α

)

, k ∈ [[0, n − 1]]

} d�� �A;n�o1%�p6 i ��;n; g'i 3r;x6s�5l�ys��; d
! dm� �"� g �p���p6s� i 3 fhg �u6 i 1 i 3 f � P

��;x3
in −(− i)ne2 i nα d ~ i�g �h3 6s� i 3 fhg'i �)ys1E�N1'�p3 g � 68; 1$3 6 g'i ;x9�6s�_1 i 3 �5t

P = in(1 − (−1)ne2 i nα)
n−1
∏

k=0

(

X − tan

(

kπ

n
+ α

))



� �+l�� ghf 9�6�3 n
∏

k=1

tan

(

α +
kπ

n

) ��;x3m��6s� i f �p� i 6�; 6��p3�; ��9�ys���5� i 3�; 6�l g 9��n3 g 9h3 k ∈ [[1, n]] e

α +
kπ

n
6≡ π

2
mod π

6 d � d
2nα 6≡ nπ − 2kπ mod 2nπ.

� i �N1$68; 1 i 3 �_1$�o6|���
k f � 1

�
n e:g'i�g �h3 6s� i 3 3 g 9h3o��; y|�A;���ys1%; ; ��; f ��� g%i �'�o9�� i �p� f ����9�y�3o6|l�ys��; f � π f ���5���5��l�1$�o6�3o�

7:9��
n

� ghf 9�y g 2nπ ehfhg'i ��� i 1$ys���5� i 3 e ys��l�� ghf 9�6�3m��;x3m��6s� i�f �p� i 6�;x6��p3r; ��9�ys���5� i 3r; 6
2αn 6≡ nπ mod 2π fhg'i �; 6��p3�; ��9�y|���u� i 3m; 6

e2 i αn 6= (−1)n d
� g 9�;r���p3x3o�+� g'iGf 6�3o6 g%i�e�g%i l���9h3�9h3 6sy|68; ���my81��N1%��3 g �o6s;o1_3o6 g%i>f � P

3 � g 9��%����l�ys9�;m4�1'9h3 d�� �H1'y|9 g'i ;m1'y g �o; P
� i 0

d ~ i
g �h3 6s� i 3"t

1−ei 2nα = P (0) = in(1−(−1)ne2 i nα)

n−1
∏

k=0

(

− tan

(

kπ

n
+ α

))

= (− i)n(1−(−1)ne2 i nα)

n
∏

k=1

tan

(

kπ

n
+ α

)

,

y815� gKf 6��G��1_3o6 g%i�f �A;n6 iGf 6s����;m�o��; 9�y|3o1 i 3 f 9>�N1$6|3�7:9��
tan

�A;k3
π z lG��� 6 ghf 687%9�� dh� 1$�r� g'i ; ��7:9�� i 3+t

• � 6
n

��;x3nlG1$6s� e n
∏

k=1

tan

(

kπ

n
+ α

)

=
1

i

n

=
1

(−1)
n

2

= (−1)
n

2
d

• � 6
n

��;x3n6s�5l�1$6s� e
n
∏

k=1

tan

(

kπ

n
+ α

)

=
−1

i

n

· 1 − ei 2nα

1 + ei 2nα

= −(−1)
n−1

2 · 1

i
· e− i nα − ei nα

e− i nα + ei nα

= (−1)
n−1

2 · sin(nα)

cos(nα)
= (−1)

n−1

2 tan(nα).

~ i �o��; 9��5�ut n
∏

k=1

tan

(

kπ

n
+ α

)

=

{

(−1)
n

2

; 6
n

l�1'6|�
(−1)

n−1

2 tan(nα)
;x6

n
6|�5l�1'6|� d
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c'd � g 6�3 h

y81u� g'i ��3 6 g'i 7:9�6��E3 g 9h3 x ∈ R
∗

+

1%; ; g �p6s� Q(x)
xn

t

∀x ∈ R
∗

+, h(x) = 1 − |a1|
x

− · · · − |an−1|
xn−1

− |an|
xn

= 1 −
n
∑

i=1

|ai|
xi

.

q y g �o; h
�A;k3 f ��� 6s�_1$��ys�+;x9��

R∗

+

� i 3v1 i 3r7:9��"7:9 g 3o6|� i 3 f �)� g%i ��3o6 g%i ; f ��� 6s�_1$��ys��;m; 9��
R∗

+
e �p3"t

∀x ∈ R
∗

+, h′(x) =

n
∑

i=1

i · |ai|
xi+1

.

q 6 i ; 6 e l g 9�� 3 g 9�3 x ∈ R∗

+
e h′(x) > 0

d�� g �5�5� |an| 6= 0 eKg'i>g �h3o6|� i 3m�5���5� e l g 9���3 g 9h3 x ∈ R∗

+
e h′(x) > 0

d ~ i� i�f � f 9�6|3�7:9��
h

��;x3�;x3 �o6s�p3 ���5� i 3r��� g 6s;o; 1 i 3 �);x9��
R

∗

+

d
���+l�ys9�; e lim

x→+∞

h(x) = 1
��3

lim
x→0+

h(x) = −∞
� 6|y i�j ��1ElG1'; f�j 6 iGf �p3o���o�u6 i 1$3 6 g'i 6s��6�� � dq 6 i ; 6 e h

�p3v1 i 3"� g'i 3o6 i 9��5;x9��
R∗

+

�p3�;x3 �o68��3 ���5� i 3"�p� g 68; ;o1 i 3 � e�f�j 1'l�� {A;�y|�u3 4�� g �o{��5� f �.y810��6 � ���p3 6 g'i�e h
��;x3)9 i ���6 � ���p3 6 g'i f �

R∗

+

; 9���; g%i 6|�.1'�'�
] −∞, 1[

d�� g �5�u�
0

��;x3 f 1 i ;��p��3�6 i 3o���o�_1$ysy|�E6|�.1$�%� e 6|yw1 f �5��3�9 i �p3)9 i ; ��9�y
1 i 3o����� f � i 3 f 1 i ; R∗

+

d
q 6 i ; 6 e h

1 f �5�p3�9 i 9 i 687:9��
	���� g�f 1 i ; R∗

+

d�� y
� i �o��; 9�y�3o��7:9��
Q

1 f �u��3�9 i ��9 i 687%9��"�o1%�p6 i � f 1 i ; R∗

+

d�� g �5�5�
f �+l�y|9�; e Q(0) = −|an| 6= 0 e 0 i�j ��;x3rl�1';n�v1'��6 i � f � Q e ��3 f �)�N1$6|3 e Q

1 f �5�p3r9 i �+9 i 687:9��+�o1%�p6 i � f 1 i ; R+
d

! d � 1 � � g 6|3 s
9 i �+�o1%�p6 i � f � Q

d�q y g �v;�t

Q(s) = 0 fhg%i �$t sn =

n
∑

i=1

|ai|sn−i fhg'i �'t |s|n =

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

|ai|sn−i

∣

∣

∣

∣

∣

6

n
∑

i=1

|ai||s|n−i,



f�j 1$l��o{�;ny j 6 i ���%1$ys6|3 ��3 �o6s1 i �'9�ys1'6|�o� dKq 6 i ; 6 e

|s|n −
n
∑

i=1

|ai||s|i 6 0
; g 6�3At Q(|s|) 6 0.

� i �o��l��o� i 1 i 32y j 1$l�l�y|68��1$3 6 g'i h
�p6 z f �A; ; 9�; e�g%i g �h3o6|� i 3 1$y g �v; e l�9�6s;o7:9��

s 6= 0
� �p3 fhg'i � |s| ∈ R∗

+ � t
h(|s|) 6 0 = h(r)

d � g �u�5�
h

�A;k3r;x3 �o6s�p3 ���5� i 3���� g 6s;o;o1 i 3 ��;x9��
R∗

+
e�g%i � i�f � f 9�6|3�7:9�� |s| 6 r

d
� � � ~ i 1�t























0 = h(r)
; g 6|3�t 1 =

n
∑

k=1

|ak|
rk

0 = h(s) = h(rei θ)
; g 6�3At 1 =

n
∑

k=1

|ak|
rkei kθ

� i ; g 9�;x3 �v1H�%1 i 3n�p��; f ��9h}����%1'y|6|3 �A; eKg%i�g �h3 6s� i 3+t
n
∑

k=1

|ak|
rk

(1 − e− i kθ) = 0,

f�j g'��e � i �E9�y|3 6sl�y|681 i 3rl�1'�
rn

t
n
∑

k=1

|ak|rn−k(1 − e− i kθ) = 0.

� f � i 3o6�� g%i ;n�.1$6 i 3 � i 1 i 3my|�A;ml�1$� 3 6s��; �o����y|ys��; d ~ i>g �h3 6s� i 3"t n
∑

k=1

|ak|rn−k(1 − cos(kθ)) = 0.

� � � � g 9��m3 g 9h3 k ∈ [[1, n]] e 1 − cos(kθ) > 0
d�q 6 i ; 6 e y81.; g �u�5� g �h3 � i 9�� f 1 i ;rys1.7:9��A;k3o6 g%i l�� �A�p� f � i 3 �+�A;k3r9 i �; g �5�u�r��3o���o�u�A;�l g ; 6�3o6��N; d ~ i � i.f � f 9�6|3�7:9 j ��y|ys�m��;x3 i 9�ysy|�r; 6��p3 ;x��9�y|���5� i 3 ;x6�3 g 9G;wy|�A;w3 ��� �5��; f �mys1+; g �5�5�

; g%i 3 i 9�y8; d�q 6 i ;x6 t
∀k ∈ [[1, n]], |ak|rn−k(1 − cos(kθ)) = 0.

� i l�1'�x3o6s��9�y|6s��� e l g 9�� k = 1 g%i�g �h3o6|� i 3 |a1|rn−1(1 − cos θ) = 0
d�� g �5�5�

a1 6= 0
l�1'�m4:�Kl g 3o4�{�; � e ��3�7%9��

r 6= 0 e�g%i � i�f � f 9�6|3�7:9��
cos θ = 1 e l�9�6s;m7:9��

θ ≡ 0 mod 2π
d�q 6 i ;x6 e s = rei θ = r.� 1$��� g'i ; ��7:9�� i 3 e�g%i 1�� g%i 3o� ��� i � 1 � 7:9���3 g 9h3 �A;�ys��;��o1%�p6 i ��; f � Q

; g'i 3 f ��� ghf 9�ys��6 i �U���o6|��9�� g 92���%1$y��
r e �p3+7%9��u; 6
9 i �E�v1'��6 i ����;x3 f �E� ghf 9�ys�u���%1'y��0� e ���p3x3o�E�v1'��6 i ����;x3

r
� fhg'i �E7:9��

r
��;x3�y81�;x��9�y|�E�o1%�p6 i � f �� gKf 9�y|�+���%1'y��

r � dq 6 i ;x6 e 3 g 9h3 �A;mys��;n�v1'�p6 i �A; f � Q f 6|����� � i 3 ��; f � r
; g'i 3 f �)� gKf 9�y|�";x3 �o68��3 ���5� i 3r6 i �U���o6|��9��r�

r
d

��d � g 6�3 M1 = max
k∈[[1,n]]

(1 + |ak|)
d

� 1 � � g 9��n3 g 9h3 k ∈ [[1, n]] e M1 > 1 + |ak| e�f�j g'� |ak| 6 M1 − 1
dh� 1$�r� g'i ; ��7:9�� i 3)t

Q(M1) = Mn
1 −

n
∑

k=1

|ak|Mn−k
1

> Mn
1 −

n
∑

k=1

(M1 − 1)Mn−k
1

= Mn
1 −

n
∑

k=1

(Mn−k+1
1 − Mn−k

1 )

= Mn
1 −

n−1
∑

k=0

Mn−k
1 +

n
∑

k=1

Mn−k
1 = Mn

1 − Mn
1 + M0

1 = 1

q 6 i ; 6 e Q(M1) > 1
d

� � � � 1$�r� g%i ; ��7:9�� i 3 e h(M1) > 0 = h(r) e ��3 h
�p3o1 i 3m;x3 �o68��3 ���5� i 3��p� g 68; ;o1 i 3o� e:g'i�g �h3o6|� i 3 r < M1

d



� d � g 6�3 M2 =

(

1 +
n
∑

k=1

|ak|2
)

1
2 d

� 1 � � j 1$l�� {A;ny j 6 i ���%1'y|6|3 � f � � 1'9��v4K� z � �v4��n1$� 	 e
n
∑

k=1

|ak|Mn−k
2 6

(

n
∑

k=1

|ak|2
)frac12( n

∑

k=1

M
2(n−k)
2

)
1
2

~ � e lG1$� f ��� i 6|3 6 g'i�f � M2
e�g'i 1>t

n
∑

k=1

|ak|2 = M2
2 − 1,

f�j g'��e � i �o���5l�y81���1 i 3 f 1 i ;ny j �p}hl��o��;o;x6 g'i l��o���p� f � i 3o�ut
n
∑

k=1

|ak|Mn−k
2 6 (M2

2 − 1)
1
2 ·

n−1
∑

k=0

(M2
2 )k = (M2

2 − 1)
1
2 ·
(

M2n
2 − 1

M2
2 − 1

)
1
2

=
√

M2n
2 − 1 <

√

M2n
2 = Mn

2 .

� 1 f ��� i 6s{��o�)�.1 �kg �v1_3o6 g%i �p3v1 i 3�;x3 �o6s�p3 � ehg%i � i f � f 9�6�3�7:9��.t

Mn
2 −

n
∑

k=1

|ak|Mn−k
2 > 0,

; g 6|3�t Q(M2) > 0
d

� � � q 6 i ; 6 e h(M2) > 0 = h(r) e ��3 h
��3o1 i 3�;x3 �o68��3 ���5� i 3r�p� g 68; ;o1 i 3 � e r < M2

d
�hd � g 6�3 z

9 i �+�o1%�p6 i � f � P
d�q y g �v;�t

zn =

n
∑

k=1

(−akzn−k) fhg%i �$t |z|n =

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

(−akzn−k)

∣

∣

∣

∣

∣
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n
∑

k=1

| − akzn−k| =

n
∑

k=1

|ak||z|n−k,

f�j 1$l�� {A;ny j 6 i ���%1'y|6|3 ��3o� 681 i �%ys1'6|�o� dhq 6 i ; 6 t

Q(|z|) = |z|n −
n
∑

k=1

|ak||z|n−k
6 0

d

~ i � i�f � f 9�6|3�7:9��
h(|z|) 6 0 = h(r) e ��3 h

�p3v1 i 3r�p� g 68; ;o1 i 3 � e |z| 6 r
d

& d � 1 � P
�A;k3r9 i l g ys� i�� �5� f � f ���%� � n

d�� y�1 f �5�p3 fhg%i � n
�v1'�p6 i �A; f 1 i ; C e � g �5lh3 ����;m1H�%������9�y|3 6sl�ys6s��6�3o� e�f�j 1$l�� {A;y|�)3o4�� g � {��5� f � f�j q y|��������� 3 z	� 1$9�;o; d

� � � P
��3o1 i 3r9 i 6�3v1$6s� � ehg'i 1�t

P = (X − z1)(X − z2) · · · (X − zn).
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