LycEE CARNOT Décembre 2006
ECS 4 — Mathématiques
A. TROESCH

Correction du Devoir Maison n° 6

Exercice 1 —

1. P(—i) =(1+1)" =2", donc —1i n’est pas racine de P. Ainsi, on peut écrire :

z est racine de P <= (1 +1i2)" — (cos(2na) +isin(2na))(1 —iz)" =0
= (1+iz)" =21 —iz)"
1+iz

672104. -
1—iz

n
) =1 puisque z # —1i

2ia 1+iz
—iz

Ainsi, z est une racine de P si et seulement si e~ est une racine n-iéme de I'unité, donc s’il

existe k € [0,n — 1] tel que :

. 141 ikx i k=
eie E S oM e 1aiz=(F)-0s), s
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ie. iz (e”(’%”*“) + 1) —il5THe) s
Or, on a les équivalences suivantes :
2i(5E+a) +1=0+= Q2i(5F+a) —
<:>2(]%T+a) =7 mod 27

< 2an = (n —2k)m  mod 2nrw
= 2an = (n — 2k)m7  mod 27
<= 2an =nm mod 27

e?ian — einw — (71)71

Attention au fait que la quatriéme ligne est une implication et non une équivalence. Cela dit, comme par
hypothése ¢! "™ # (—1)", en contraposant I'implication globale ci-dessus, on obtient que 2i(5F+a) +1#0.
On peut donc diviser par cette quantité, et on trouve donc que z est racine de P si et seulement si
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(la valeur obtenue étant réelle, elle est différente de —i). La tangente étant injective sur tout intervalle
de longueur 7 privé des points ou elle n’est pas définie, les valeurs ci-dessus sont deux & deux distinctes.
Ainsi, on a trouvé n racines deux & deux distinctes de P. Comme P est de degré au plus n, et est non nul
(puisque P(—1i) # 0), P admet au plus n racines comptées avec multiplicité. Ainsi, les racines obtenues
ne peuvent pas étre multiples. Par conséquent :

k
Ainsi, ’ensemble des racines de P est {tan (—F + a> , kelo,n—1] } Ces racines sont simples.
n

2. Le coefficient dominant de P est i" —(—1)"e?1"*. On obtient donc la factorisation suivante :

P=i"(1- (1)”e2i”a):1f[0 (X — tan <%ﬂ + a))




n
km
Le produit H tan (a + —) est bien défini si et seulement si pour tout k € [1,n],
n
k=1

k
a+ v e g mod 7 ie. 2na # nw — 2knm mod 2n7.
n

En faisant varier k£ de 1 & n, on obtient toutes les classes de congruence de multiples de 7 de méme parité
que n modulo 2n7, donc finalement, le produit est bien défini si et seulement si 2an #Z nm mod 27 donc

si et seulement si e21" #£ (—1)".
Sous cette condition, on peut utiliser la factorisation de P trouvée plus haut. Evaluons alors P en 0. On

obtient :

12" = P(0) =i"(1—(—1)"e?'") nl:[l (—tan (k—” + a)) = (=) (1—(=1)"e*'") ﬁ tan (k—ﬂ + a) ,
k=0 " k=1 "

la, modification des indices résultant du fait que tan est w-périodique. Par conséquent :

= km IR 1 n
Si t pai Ilt -+ =- = == (—1)=2.
e Sin est pair, 11 an( - a) : EDE (—1)

e Si n est impair,

1" 1 7ei2na

n
Htan k—ﬂ-+0é = T
P n i 1qei2na

n-1 1 e~ ina _ pina
=07 T o
n-1 sin(na) o1
=D cos(na) = (=) tan(na).
n N ) -
k _1)%
On résume : Htan <_7T 4 a) ) )fH sin pair
k=1 " (=1)"= tan(na) sin impair.

Exercice 2 —

1.

2.

Soit h la fonction qui & tout = € R} associe % :
Vo € RY, h >*1*M~~-—M—|‘l"|—1fi@
x + xr) = - n—1 o 7
i=1

Alors h est dérivable sur R en tant que quotient de fonctions dérivables sur R , et :

ve e Ry, W=y ol
=1

Ainsi, pour tout x € R, h'(x) > 0. Comme |a,| # 0, on obtient méme, pour tout 2 € R*, h/(z) > 0. On
en déduit que h est strictement croissante sur RY .

De plus, IETOO h(z) =1 et Iliré1+ h(z) = —oo (il n’y a pas d’indétermination ici!).

Ainsi, h étant continue sur R et strictement croissante, d’aprés le théoréme de la bijection, h est une
bijection de R’ sur son image | — 0o, 1[. Comme 0 est dans cet intervalle image, il admet un et un seul
antécédent dans R .

Ainsi, h admet un unique zéro dans R’ . Il en résulte que ) admet une unique racine dans R* . Comme
de plus, Q(0) = —|a,| # 0, 0 n’est pas racine de @, et de fait, | Q admet une unique racine dans R . ‘

(a) Soit s une racine de Q. Alors :

n

< laalls™,
i=1

n
D lails™™
i=1

Q(s)=0 donc: st = Z la;|s™ donc: |s|™ =
i=1



d’aprés I'inégalité triangulaire. Ainsi,

n

[s" = laills|" <0 soit:  Q(ls|) < 0.

=1

En reprenant 'application h ci-dessus, on obtient alors, puisque s # 0 (et donc |s| € RY) :
‘ h(|s]) < 0= h(r). ‘ Comme h est strictement croissante sur R’ , on en déduit que

(b) On a:

_ TR e
0= h(r) soit: 1= Z 'r—k
k=1
i : —Jaxl
0=h(s) =h(re'?) soit: 1= EoikO
k=1

En soustrayant ces deux égalités, on obtient :

Sl ko) o,
k=1

rk

d’ot1, en multipliant par " :

> laglrF(1 — e ) = 0.
k=1

Identifions maintenant les parties réelles. On obtient : Z lax|r™ (1 — cos(k@)) = 0.
k=1

(¢) Pour tout k € [1,n], 1 — cos(kf) > 0. Ainsi, la somme obtenue dans la question précédente est une
somme & termes positifs. On en déduit qu’elle est nulle si et seulement si tous les termes de la somme

sont nuls. Ainsi :
Vk € [1,n], |ak|r"’k(1 —cos(kf)) = 0.

En particulier, pour k£ = 1 on obtient |a;|r"~!(1 — cosf) = 0. Comme a; # 0 par hypothése, et que
r # 0, on en déduit que cosf = 1, puis que # =0 mod 27. Ainsi, | s = rel? = 7.

Par conséquent, on a montré en (a) que toutes les racines de @ sont de module inférieur ou égal &
r, et que si une racine est de module égal & r, cette racine est r (donc que r est la seule racine de

module égal & 7).

‘Ainsi, toutes les racines de @ différentes de r sont de module strictement inférieur a r.

3. Soit My = kgﬁj};ﬂ(l + |ak]).

(a) Pour tout k € [1,n], My > 1+ |ag|, d’ou |ax| < M7 — 1. Par conséquent :

Q(M1) = M =) lag|Mp~*
k=1

> M=) (My = 1)Mp
k=1
= M =Y (MR My

k=
ne

—_

=My =Y MPTEEY MR =My - M7+ MY =1
k=0 k=1

Ainsi, |Q(My) > 1.

(b) Par conséquent, h(M7) > 0 = h(r), et h étant strictement croissante, on obtient m



4. Soit My = (1 + 3 |ak|2)
k=1

(a)

(b)

1

2
D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

n n fracl2 n %
Z |ak|M;7k < (Z |ak|2> (Z M22(nk)>
k=1

k=1 k=1

Or, par définition de Ms, on a :
n
D lanl? = M3 -1,
k=1

d’oti, en remplacant dans l’expression précédente :

n n—1 2 1

— il 1 (M —1)\2 - - .
> larMyTF < (M5 —1)7 ) (Mg)kz(Mg—Uz-(h) :\/M22 —1<\/z\422 = M.
k=1 k=0

La derniére majoration étant stricte, on en déduit que :

My = la|My~F >0, soit:  Q(My) > 0.
k=1

Ainsi, h(Msy) > 0 = h(r), et h étant strictement croissante, m

5. Soit z une racine de P. Alors :

6.

n n

<Y I—ar =) a7,
k

=1 k=1

(—arz""F) donc: [z|" =

w
3
I
[

D (—axz"F)

el
Il

1

d’aprés 'inégalité trianglaire. Ainsi :

Q1) = 2" =Y lall=|"* <.
k=1

On en déduit que h(|z|) < 0= h(r), et h étant croissante, | |z| < r |

(a)

(b)

P est un polynome de degré n. Il admet donc n racines dans C, comptées avec multiplicité, d’apreés
le théoréme de d’Alembert-Gauss.
P étant unitaire, on a :

P=(X—21)(X —22) - (X — z).

Développons cette expression. Soit k € [0,7n]. Les termes en X* du développement sont obtenus de
toutes les fagons de sortir k termes X de k des parenthéses, et n — k autres termes z; des autres.
Un tel terme est déterminé par le choix des n — k parenthéses desquelles on tire les z;, donc d’un
sous-ensemble & n — k éléments de ’ensemble [1,n]. Ainsi :

n
E k E

P = X . le ... Zlnfk
k=0 1< < <tp—k<n

En identifiant les coefficients, on obtient donc :

VeEe[on—1], anr= > oz oz,

1<ih < <in_p <N

soit, en effectuant un changement de variables :

Vk e [1,n], ar= Z Ziy  Zi -

1< < <ip<n



Majorons le module de cette expression en utilisant I’inégalité triangulaire, et en remarquant que
pour tout ¢ € [1,n], |z;| < r1, par définition de r; :

Vee[Ln], lal < Y lzaloclad< Y
1< < <ipg<n 1< < <ipg<n

Cette somme est constitué de termes constants, le nombre de termes dans la somme étant le nombre

de sous-ensembles & k éléments de [1,n] (ou le nombre de fagon de choisir k indices parmi n). Ainsi :

Vk e [1,n], lak| < (Z)Tlf

(¢) Puisque r est une racine de @, on a :

n

n n
_ n _ n _
" = E lag|r™ kg T]an k— g T]an ko,
k k
k=1 k=1

k=0

d’ou ‘T” <(rp+r)—r"

r1. Puisque la racine n-iéme est une fonction croissante sur R, on obtient :

, d’aprés la formule du binome. Résolvons cette inéquation en la variable

rAr > V2 = 2., donc: 1 2(?/571)7’.

(d) La premiére inégalité provient de la question précédente. De plus, d’aprés la question 5, pour tout

i € [1,n], |z| < r, donc r1 = max(|z1],. .., |2n|) < r. Ainsi :

(V2—-1Dr<r <7

. n D
7.8 Soit P, =(X+1)"=X +;<k>Xk. Alors

n

Q=x"-3" (Z)Xk —2X" — (X + 1)

k=1

La seule racine de P; est —1, de multiplicité n. Ainsi, . De plus, soit r la seule racine positive

de Q1. Alors r > 0, et :
. r+1\"
2r" = (r+1)" soit: =2.
T

r+1

Ainsi, le réel positif est la seule racine n-iéme de 2 qui soit réelle positive, & savoir {/2. Par

conséquent,

1
TP e soite | r(V2-1)=1=r1.
.

Ainsi, on peut avoir égalité dans la premiére inégalité.

e Soit P, = 2X™ — (X + 1)" = Q1. Alors Q2 = P». Ainsi, r est, d’aprés la question 2, la racine de Q2
(donc de P) de plus grand module. Ainsi, , par définition de r;. On peut donc avoir égalité
dans la deuxiéme inégalité.

Remarquez que je n’ai pas eu besoin de la valeur de r et r; dans ce raisonnement. Cette valeur est

donnée par le cas précédent :
1

V2-1

De plus, le méme raisonnement montre que 1’égalité est obtenue pour tout polynéme P unitaire dont

r=rTr1 =

tous les coefficients autres que le coefficient dominant sont des réels négatifs, puisque dans ce cas,

P=Q.



