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Exercice 1 —

N

1. Soit F' un sous-espace de E. Il est donc non vide, et stable par combinaisons linéaires & coefficients

2.

complexes; il est donc a fortiori stable également par combinaisons linéaires & coefficients réels, et est

donc un sous-espace sur R de F.

La réciproque n’est pas vrai; un sous-ensemble stable par combinaisons linéaires & coefficients réels n’a

pas de raison en général d’étre stable par combinaisons linéaires & coefficients complexes. Donnons un

contre-exemple. Soit £ = C. Alors F' = R C C est un sous-espace sur R de C, mais n’est pas un sous-

espace de C, car F n’est pas stable par combinaisons linéaires & coefficients complexes; par exemple,
i-1¢R.

(a)

Pour commencer, pour tout y € i F, il existe z € F' tel que y = ix, et comme = € F et que E est un
espace vectoriel sur C, iz € E. Ainsi, i F' est un sous-ensemble de FE.

Soit (z,y) € (i F)?, et soit A € R. Alors il existe 2’ et 3’ dans F tels que x =iz’ et y = iy’. Ainsi :
Ar+y =i\’ + ).

Comme F' est un sous-espace sur R de F, il est stable par combinaisons linéaires & coeflicients réels ;
par conséquent, Az’ + vy’ € F, puis Az +y € i F. Ainsi, i I est stable par combinaisons linéaires &
coefficients réels.
De plus, puisque F' est un sous-espace (sur R) de E, F est non vide. Soit € F. Alors iz est un
élément de i F'. Ainsi, i ' est non vide.
i F' étant un sous-ensemble non vide de F, et étant stable par combinaisons linéaires & coefficients
dans R, c’est un sous-espace sur R de FE.
Soit x € F. Alors z = i(i(—=x)), et comme —z € F, z € i(iF). Donc F C i(i F).
Réciproquement, soit x € i(i F'). Alors, il existe 2’ € i F' tel que = i2/, puis il existe z” in F tel
que ' =iz”. Alors x = —2”, et donc = € F. Par conséquent, i(iF') C F, puis ii F') = F.
Soit (by,...,b,) une base de F. Alors (iby,...,ib,) est une base de i F. En effet, 'application
¢ : F — iF définie par ¢(x) = iz est linéaire, et c’est un isomorphisme, sa réciproque étant
Papplication 1 : i F' — F définie par ¢(y) = —iy. Par conséquent, ¢ envoie une base de F' sur une
base de i F.
On en déduit que dim(F') = dim(i F).
Pour commencer, FNiF C F, et F'NiF est un sous-espace de F. En effet, montrons la stabilité par
combinaison linéaire & coefficients complexes. Soit =,y € FNiF, et soit A € C. Ecrivons A = a+1b,
ou a et b sont des réels. Alors :

M+y=(ax+y)+b-ix.

e Or, x et y sont dans F', et F est stable par combinaison linéaire sur R. Donc az + by € F. De
plus, x est éléments de i F', donc ix est élément de F, et, par stabilité de F' sur R, b-iz aussi. En
sommant ces deux éléments de F, \x +y € F.

e De la méme maniére, x et y sont dans i F, et comme a € R, et F est stable par combinaisons
linéaires réelles, on en déduit que ax +y € i F. De plus, x € F, donc bixz € i F. Ainsi, i F' étant
stable pour la somme, Donc Az +y €iF.



Par conséquent, A\x +y € FNiF, donc F NiF est stable par combinaisons linéaires & coefficients
complexes. De plus, 0 € Flet 0 €iF, donc 0 € FNiF. Donc FNiF est non vide. Comme il s’agit
d’un sous-ensemble de F', donc de E, on en déduit que F NiF est un sous-espace (sur C) de E.
Montrons que c’est le plus grand sous-espace de E contenu dans F. Soit G un sous-espace de F
contenu dans F, et soit x € G. Alors x € F car G C F. Par ailleurs, iz € G, car G est un sous-
espace (sur C) de F. Comme G C F, on en déduit que iz € F, donc que = € i F. Ainsi, x € FNiF.
Par conséquent, G C F'NiF. Conclusion : F'NiF est un sous-espace de E contenu dans F, et tout
autre sous-espace G de F contenu dans F' vérifie G C FFNiF. Il en résulte que F'NiF est le plus
grand sous-espace de E contenu dans F'.

(e) Soit G un supplémentaire de F NiF dans F. Soit x € GNiG. Comme G C F et iG CiF,on a
GNiG C FNiF, et par conséquent, x € FF'NiF. Ainsi,

reGN(FNiF).

Comme G est un supplémentaire dans F' de F NiF, il en résulte que 2 = 0. Ainsi, GNiG = {0}, ce
qui signifie que G est un sous-espace réel de F.
3. Soit F' un sous-espace réel de E.
(a) Soit (z;)jer une famille d’éléments de F libres sur R. Soit (\;);ec une famille d’éléments de C
presque tous nuls, tels que
Z Ajz; = 0.

Jjel
Ecrivons pour tout j € I, \; = a; +ib;, oil a; et b; sont des réels. Alors les a; et les b; sont presque
tous nuls, et Z a;x; = — Z bj(iz;). La premiére somme est dans F, la seconde est dans i F. Ainsi,
jel jeI
au vu de I'égalité, elles sont toutes les deux dans F'NiF qui est égal & {0} (F est un sous-espace

réel). Ainsi :
Za]—zj =0 et ij(izj) =0.
jel jeI
Comme la famille (z;);er est libre (sur R), la premiére somme (qui est & coefficients réels) améne :
Viel, a; =0.
De plus, en multipliant la seconde somme par — i, on obtient Z bjz; = 0. En utilisant de nouveau
el
la liberté de la famille (x;);er sur R, on en déduit que pour tojjt jel, b;=0.
Ainsi, pour tout j € I, A; =0, et la famille (z;);ecr est libre sur C.
(b) Montrons que si dimc E = n, alors dimg E = 2n. Soit (b;);c[1,,) une base de £ sur C, alors :
o (b1,...,by,ib1,...,ib,) est une famille libre de E sur R : Soit (A1,...An, i1, .. i) une famille
de réels tels que :

n

Z)\jbj +Zﬂjibj =0 soit: Z()\j +ip;)b; =0.
=1 J=1

j=1

Comme la famille (b, ..., b,) est libre sur C, on en déduit que pour tout j € [1,n], \; +ip; =0,
donc que A; =0 et p; = 0. Ainsi, la famille (b1,...,by,1b1,...,1b,) est une famille libre de E sur

R.
o (b1,...,by,ib1,...,ib,) est une famille génératrice de E sur R : en effet, soit x € E. Comme
(b1,...,by) est génératrice sur C de E, il existe des complexes aq, ..., a, tels que

r=aiby+ -+ anby.

Soit, pour tout j € [1,n], a; = \j +ip;, ou A; et p; sont réels. Alors :
n n
T = Z)\jbj + Z/Lj(ibj).
=1 =1

Ainsi, (b1,...,bn,1b1,...,1b,) est une famille génératrice de E sur R.



Par conséquent, (b1,...,bp,,1b1,...,1b,) est une base sur R de E. On en déduit que la dimension de
E sur R est finie, et dimg £ = 2n.

De plus, d’aprés la question (2¢), dimg F' = dimg i F. Comme FNiF = {0}, F et i F sont en somme
directe, et par conséquent, dimg F' @i F = 2dimg F.

Ainsi, puisque F' @i F est un sous-espace de F,
2dimg F'=dimg F @i F < dimg F = 2n, soit: dimg F' < n.

On a égalité si et seulement si dimg F' @i F = dimg F, donc si et seulement si F'@&iF = F.

4. Soit G un sous-espace de E de dimension finie. Soit n la dimension de G sur C, et soit (b1,...,b,) une

base sur C de G. Notons F le sous-espace sur R engendré (sur R) par (by,...,b,). Cette famille étant
libre sur C, elle l'est aussi sur R : c’est une base de F (sur R), donc dimg F' = n. De plus, (b, ...,b,)
étant une base de G sur C, (b1, ...,by,1b1,...,1b,) en est une base sur R. Ainsi, ’espace engendré sur R
par (iby,...,1b,) est un supplémentaire de F' dans G. Or, cet espace vectoriel est exactement i F'. Ainsi,
Fa®iF =G.
Cet espace n’est bien stir pas unique; en effet, si F' est un tel espace, alors i F' convient aussi, puisque
ii F) = F. D’autres contre-exemples : si E = G = C, soit z € C*, et soit F' = Rz (ainsi, F est n’importe
quelle droite réelle dans le plan complexe). Alors i FNF = {0}, et C=F @®iF. On a trouvé une infinité
de sous-espaces F' qui conviennent.

5. Soit F' un espace vectoriel sur R quelconque.

(a) On définit des opérations sur F' X F par :
(@y)+ @ y)=@+a"y+y) et (a+ib):(z,y) = (az — by, bz + ay).

Pour vérifier que cela définit une structure d’espace vectoriel, il faut vérifier toutes les propriétés
d’un espace vectoriel (ici, ce n’est par le sous-espace vectoriel de quelque chose!) :

Elément neutre pour la somme : (0,0). En effet, V(z,y) € F?2, (0,0)+(z,y) = (z,y)+(0,0) = (z,y).
Compatibilité avec le neutre 1 € C :

Ve,ye FXF, 1-(z,y)=(14+i-0)-(z,y)=1-2—-0-y,0-2+1-y) = (x,y).

Existence de U'inverse pour la somme : V(z,y) € F X F, (—z,—y) + (z,y) = (z,y) + (—z,—y) =
0,0).
e La somme est associative : pour tout (z,y,2',y’,2",y") € FS,

((z,y) + @, y) + @" ") = @+ 2",y +y) + (@ y") = (e +2") +2") + (v + ) + ")
=@+ @ +2")+ W+ @ +y") = (z,9) + (&, y) + (",y")).

Le produit est associatif : pour tout (x,y) € F?, et tous a,b,c,d € R,

((a+idb)(c+id))(z,y) = (ac—bd+i(bd+ad))(x,y) = ((ac—bd)x— (ad+bc)y, (ad+bc)x+ (ac—bd)y),

et : (a+1b)((c+1id)(z,y)) = (a +1b)(cx — dy, dx + cy)
= (a(cx — dy) — b(dz + cy), b(cx — dy) + a(dx + cy)) = ((a +ib)(c +id))(z,y).
e La somme est commutative : pour tout (z,y,2',vy’") € F*, (z,y) + (2/,y) = (x + 2,y +3) =

(@ + 2,y +y) = (2,y) + (2,9)-
Distributivité du produit sur la somme de C :

((a+1b) + (c+id))(z,y) = ((a+c) +i(b+d)) =(a+ )z — (b+ d)y, (b+ d)z + (a + ¢)y),

et : (a +1b)(z,y) + (c +id)(z,y) = (ax — by, bx + ay) + (cx — dy, dx + cy)
=((a+c)z—(b+dy, b+ d)z+ (a+)y).



e Distributivité du produit sur la somme de F' x F' : de méme.
Au passage, remarquez & quel point c’est préférable de pouvoir définir un espace vectoriel comme un
sous-espace d’un espace connu : il y a beaucoup moins de vérifications & faire!

Tout d’abord, montrons que F' est un sous-espace sur R de Fg; pour cela, étudions la stabilité
par combinaisons linéaires. Soit X = (2,0) et Y = (y,0) deux éléments de F, et A € R. Alors
AX+Y = (Az+y,0). Or, \x +y est dans F, par stabilité de F', donc (Az +y,0) € F, d’aprés 'abus
de notation précisé dans I’énoncé. Comme (0,0) € F', on en déduit que F' est un sous-espace de Fg.
Remarquez que I’abus de notation se justifie par le fait que application linéaire F — F' (de I’ancien
F vers le nouveau) donnée par = — (x,0) est un isomorphisme.

Soit maintenant X = (x,0) un élément de F. Alors i X = (0,x), d’aprés la description de la loi
externe. Ainsi, i1 F' est le sous-espace sur R de Fr constitué des couples (0,z), pour x € F. En
particulier, F NiF = {(0,0)} = {0}. Par conséquent, F est un sous-espace réel de Fg.

On sait déja que F et i F' sont en somme directe (question précédente). Montrons que F +iF = Fg.
Soit (z,y) un élément de Fgr. Alors (z,y) = (x,0) + (0,y), avec (z,0) € F, et (0,y) € iF. Donc
Fc C F+iF. Linclusion réciproque est évidente, puisque F' C Fg et i F' C Fg.

La question telle que posée n’a pas de sens, E n’étant pas défini. On rectifie : Un sous-espace réel de F
n’est pas forcément un sous-espace (sur R) de F'. En effet, si F' = R, alors une vérification immédiate
montre que Fr = C;’élément i correspond 4 (0, 1). Le produit et ’addition correspondent au produit
et & l’addition dans C. On a vu plus haut que toute droite réelle de C est un sous-espace réel de C.
Ainsi, i F' = iR est un sous-espace réel de R, aussi étrange que puisse paraitre la terminologie! C’est
d’ailleurs le cas pour tout F' :iF est un sous-espace réel de Fr, mais n’est bien str pas contenu dans
F, sauf dans le cas ou F = {0}.

6. D’aprés la question 4, il existe un sous-espace sur R de E tel que F' i F = E. Montrons que F est

isomorphe & Fr. On définit ’isomorphisme

¢ : Fe=FxF-—E=F®iF

par ¢(x,y) = x +iy. Cette application est clairement une bijection. En effet I’application définie pour
tout © € F et y €iF par (v +y) = (x, —iy) en est clairement une réciproque.

Montrons que c’est un isomorphisme, c¢’est-a-dire que cette bijection est une application linéaire. Soit
(x,y) et (2',y") deux éléments de F' x F, et A € C. On écrit A =a+1ib, o a et b sont deux réels. Alors :

oAz, y) + (2',y) = plax — by + &' bx + ay + y') = (ax — by + 2') +i(bx + ay + y')

= (a+ib)(z+iy)+ (@' +iy) = Aoz, y) + (@, y).

Ainsi, ¢ est un isomorphisme de Fg sur F : E est isomorphe au complexifié de F.

Exercice 2 — Soit A, B, C' et B’ quatre espaces vectoriels sur K = R ou C, et soit f, g, f’, g’ et h des

applications linéaires telles que ci-dessous :

On suppose en outre que :

(i
(il

(iii

)
)
)
1.

hof=fetgoh=g,
f et f’ sont injectives, g et g’ sont surjectives,

Im(f) = Ker(g) et Im(f") = Ker(¢').

Soit a € A. Alors f(a) € Im(f), et comme Im(f) = Ker(g), on obtient f(a) € Ker(g). Ainsi, g(f(a)) = 0.
De méme, puisque Im(f’) = Ker(f'), g’ o f'(a) =0



2. Etude de l’injectivité de h
(a) Soit b € B tel que h(b) = 0. Ainsi, ¢’ étant linéaire,

g o h(b) = g'(0) =0.

Or, par hypothése ¢’ o h = g, donc g(b) = 0.

(b) On en déduit que b € Ker(g), donc, puisque Ker(g) = Im(f), on a b € Im(f), et donc, il existe a € A
tel que f(a) =b

(¢) On a alors f/'(a) = ho f(a) = h(b) = 0. Par conséquent, a € Ker(f'), et comme [’ est injective,
Ker(f') = {0}. Ainsi, a = 0. On en déduit que b = 0.

Ainsi, Ker(h) = {0}, et par conséquent, h est injective.

3. Etude de la surjectivité de h.

(a) L’application ¢ est surjective, donc ¢'(b’) dans C' admet une image réciproque par g. Il existe donc
b € B tel que g(b) = g’ (V).

(b) On a alors ¢'(h(b) —b") = ¢'(h(b)) — ¢’ (b'), et comme ¢’ o h = g, on a ¢'(h(b) —b") = g(b) — ¢'(t/) = 0.
Par conséquent, h(b) — b’ € Ker(g’ et comme Ker(g') = Im(f’), h(b) — b" € Im(f”).
Soit a € A tel que h(b)—b' = f'(a). Comme f' = hof,ona h(b)—b = h(f(a)), donc h(b)—b" € Im(h).

(¢) On a donc &' = h(b) — h(f(a)) = h(b — f(a)), et donc b’ € Im(h). Cela montre bien que h est
surjective. Etant une application linéaire injective et surjective, h est donc un isomorphisme.

Exercice 3 -
Soit T ’application de C° dans l’ensemble de toutes les fonctions qui a f € C° associe la fonction T(f) définie
par :

Vo e R, ( /f )sin(z — t) dt.

1. (a) CY est un sous-ensemble du R-espace vectoriel R* des fonctions de R dans R. Par ailleurs, la fonction
nulle est continue, donc 0 € C°. De plus, pour tout A € R et tout f,g € C°, Af + g est continue, donc
A + ¢ € C°. Ainsi, C° est un sous-espace vectoriel de RE.
De méme, une combinaison linéaire de fonction deux fois dérivable de dérivée seconde continue est
encore deux fois dérivable de dérivée continue, et 0 € C2. Ainsi, C? est un sous-espace vectoriel de C°.

(b) Soit f une fonction continue sur R. Alors

Ve e R, T(f)(z) :/If(t)sin(xft) dt:/zf(t)(sinxcostfcosxsint) dt
0 0
= si dt — i d
sma:/o costf(t) dt cosx/o sintf(t) dt

Or, pour toute fonction continue g sur R, x — / ) dt est dérivable de dérivée x — g(x). Ainsi,

T(f) est dérivable, de dérivée :
Ve eR, T(f)(z)= cosx/ costf(t) dt +sinzcoszf(x) +sinx/ sintf(t) — cosxsinzx f(x)
0 0

:cosx/ costf(t) dt+sinx/ sintf(t).
0 0

Ainsi, T(f)’ est encore dérivable, et :
Ve eR, T(f)'(z)= fsinx/ costf(t) dt + cos?(z)f(x) + cosx/ sintf(t) dt 4 sin?(z)
0 0

:f(as)Jrcosx/zsintf(t) dtfsinm/zcostf(t).
0 0

Comme f est continue, et les intégrales également (elles sont dérivables) ainsi que les fonctions sin
et cos on en déduit que T(f)” est continue. Ainsi, T'(f) € C%.



(c) D’aprés la question précédente, T est une application de C° dans C?. Montrons que T est linéaire.
Pour cela, soit A € R et f,g € C°. Alors :

Ve e R,T(\f +g)(z) = /Om()\f(t) +g(t)) sin(z —¢t) dt

= )\/ f(#)sin(x —t) dt + / g(t)sin(z —t) dt = AT(f) + T(g).
0 0
2. Dans la question (1b), on a obtenu, pour tout f € C :

Ve eR, T(f) (z) = f(:z:)+cosx/msintf(t) dtfsinx/zcostf(t)
0 0

= fe)+ [ st = ) (0) di = 5(0) T

Ainsi, pour tout f € C°, T(f) + (T(f))" = f.
Soit f tel que T'(f) = 0. Alors T'(f)"” = 0, et par conséquent, f = T(f)+T(f)” = 0. Ainsi, Ker(f) = {0}.
3. Soit K = {g € C?] g(0) = ¢’(0) = 0}.
(a) K est un sous-ensemble de C2, et la fonction nulle est dans K. De plus, soit g et h deux fonctions de
K,et A\ € R. Alors \g+h € C%, et (A\g+h)(0) = Ag(0)+h(0) = 0, et (A\g+h)"(0) = \g’(0)+Ah'(0) = 0.
Ainsi; \g+ h € K.
Par conséquent, K est un sev de C2.
(b) Soit f € C°. Alors :

0
T(f)(0) = /0 F(#)sin(—t) dt =0,
De plus, . .
T(f)'(0)= cosO/O costf(t) dt—l—sinO/O sintf(t) = 0.

Ainsi, T(f) € K. Par conséquent, InT C K.
(¢) Soit g € K. Alors

Ve eR, T(¢")(z)= /OZ g"(t)sin(z —t).

Intégrons par parties, en considérant les deux fonctions de classe C!, t — ¢/(t) et t — sin(z — t), se
dérivant en t — ¢"'(t) et t — — cos(z — t). Ainsi :
xr

Ve eR, T(g")(x) = /OI g'(t) cos(x —t) dt — [g'(t) sin(z — t)} = /Oz g'(t) cos(z — t) dt.

Intégrons par parties, en considérant les deux fonctions de classe C', t — g(t) et t — cos(z — t), se
dérivant en t — ¢'(t) et t — sin(z — t). Ainsi :
xr T xT
Vo e R 7o) =~ [ glt)sino—t) de+ [g(0)cos(o—)] = [ glt)sine—t) dt = ~T(g)(a) +9()
0 0 0

Par conséquent, T étant linéaire, T(g+ ¢') = T(g) + T(¢9"") = g. On en déduit que tout g de K est
dans 'image de T Ainsi, Img = K.

4. (a) T se restreint donc en une application linéaire de C° sur K. Cette application linéaire est injective
d’aprés la question 2, et est surjective d’aprés la question 3b. Il s’agit donc d’un isomorphisme.

(b) Puisque pour tout g € K, T(g+ g") = g, on en déduit que T~ 1(g) = g + ¢".
5. (a) Pour tout z € R,

x 1 x
T(s) = / sin(z — t)sint dt = 5 / (cos(2t — x) — cosx) dt
0 0

17 . z ]
== [s1n(2t - x)} — —xcosx
0o 2
1 . . .
= —sinx — —sin(—x) — —x cosx = 5 sine — czcosa.

4 4 2
(b) Puisque s = T'(s) + T'(s)”, il suffit de prendre f = T'(s), calculé dans la question précédente.



