LyciEE CARNOT Janvier 2007
ECS 4 — Mathématiques
A. TROESCH

Correction du Devoir Maison n° 8

Probléme 1 - (d’aprés HEC 2002, option économique, environ la moitié du sujet) On note E = M;(R),
l’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 2. Le but de cet exercice est la résolution de ’équation matricielle
AM + M B, d’inconnue M. Etant donné A et B deuz matrices de E, on note Vi p le sous-ensemble de F
constitué des matrices M vérifiant AM = MB.

On définit :
10 01 00 00
n=(oo) B=lo0) ®-(10) (1)

1. e Soit A1, Ao, A3, A4 des réels tels que A\ Uy + AoUs + A\3Usz + MUy = 0, c’est-a-dire :

10 01 00 00 00 . A g 00
A A A A - t: _ .
1(0 0)+ 2(0 0)+ 3(1 0)+ 4(0 1) (0 0) SOt (Ag )\4) (0 0)

Ainsi, en identifiant les coefficients, A\; = Ay = A3 = Ay = 0. Donc ‘ la famille (U1, Us, Us, Uy) est libre. ‘

b
e Soit M = (a d) une matrice quelconque de Ms(R). Alors M = aU; + bUz + cUs + dUy. Ainsi,
C

‘ (Uy,Us,Us, Uy) est une famille génératrice de Mo (R). ‘

‘ Il en résulte que (U1, Uz, Us, Uy) est une base de Ms(R).

On aurait aussi pu procéder de la maniére suivante. Soit application f de R* dans Mz (R) définie par :
_(ab
“\ec d)
Cette application est clairement linéaire et bijective, la réciproque étant g définie par :
a b a b
v € Mz (R), =
(2 ) v o)

Ainsi, f est un isomorphisme. Il envoie donc les bases de R* sur des bases de M(R). Or, (Uy, Us, Us, Uy)
est I'image par f de la base canonique de R%. 1l s’agit donc bien d’une base de Mj(R).

eR, f

QL O o 2
_U O o

_QU O o

2. Soit A et B deux matrices de E, et w4 p Uapplication qui a toute matrice M de E associe la matrice
AM — MB.

(a) Tout d’abord, w4 p est bien une application de E dans E. Montrons qu’elle est linéaire.
Soit M, N € E, et A € R. Alors :

A B(AMM+N)=AMM+N)—(AM+N)B = X\NAM —-MB)+(AN—-NB) = X pa,g(M)+¢a p(N).

Ainsi, p4 p est une application linéaire de £ dans lui-méme : ‘c’est donc un endomorphisme de E. ‘
V4, B est ensemble des matrices M telles que AM = M B, c’est-a-dire telles que AM — M B =0, ou
encore @4 p(M) = 0. Ainsi, V4 g = Ker(pa, p). Or, le noyau d’une application linéaire est un sous-

espace vectoriel de ’ensemble initial. On en déduit que ‘ Va,B est un sous-espace vectoriel de E. ‘

1 -1 -1 0
iculi U0 A= B= .
(b) Cas particulier o ( L1 ) et ( 5 1)

On note U la base (U1, Uz, Us, Uy). Déterminons w4 g(U;), pour tout i € [1,4].




cean@=(47) (o) (o) (2 1) = (G0 (o) = (50)

1
2
. 0
Donc ¢4, 5(Ur) = 2Uy — Us, soit : [pa,5(U1)|u = _q
0
1 -1 01 01 -1 0 0 1 21 -2 0
conn = (5 1) (00)=(00) (50) =0 5)-(00) = (0 %)
—2
) 0
Donc pa,5(Usz) = —2U; — Uy, soit : [pa p(Us2)lu = 0
-1
. (,OAB(U3):( 1 1) . (0 0) _ (0 0) . (1 0) _ (1 0) _( 0 0) _ (1 0).
’ -1 1 10 10 2 1 1 0 -1 0 2 0
-1
. 0
Donc pa,5(Us) = —U; + 2Us, soit : [pa p(Us)lu = 5
0
o= (G- (0 G600 (5 )
' -1 1 01 01 2 1 0 1 21 -2 0
0
. -1
Donc pa,5(Us) = —Us — 2Us3, soit : [pa p(Us)lu = L
0
On en déduit la matrice de ¢ 4,5 dans la base U :
2 =2 -1 0
0O 0 0 -1
aslu=1 1 5 9
0O -1 0 0

S’il s’agit seulement de montrer I'inversibilité d’'une matrice, et non de calculer 'inverse, on peut
se contenter de montrer que I’application canoniquement associée est injective (d’aprés un résultat
du cours, comme il s’agit d’un endomorphisme en dimension finie, cela implique qu’elle est un
isomorphisme). Il suffit donc de montrer que son noyau est réduit & {0}. Soit donc X € R* tel que

x
[¢a,BluX = 0. Ainsi, en notant X = 4 , on obtient & résoudre le systéme suivant :
z
t
20 — 2y — 2 =0
- t=0
—T + 22 -2t=0
y =0

Les équations 2 et 4 aménent y = ¢ = 0, et on est amené & résoudre le systéme de deux éuqations &

deux inconnues :
20 — z=20
—x+2z=0

De la deuxiéme équation, on sort z = 2z, que ’on remplace dans la premiére équation pour trouver
32=0,dot z=0, puis x = 0.
Ainsi, 7 = y = z = t = 0. On en déduit que ’endomorphisme de R* canoniquement associé & [p a5y

est injectif, donc bijectif. Ainsi,

[¢a,B]u est inversible |. On en déduit que ¢4 p est un isomorphisme,

donc que son noyau est égal & {0}. Par conséquent, | V4 5 = {0}.




, . 3 . .y 10
3. Dans cette question, r et s désignent deux réels distincts et différents de 1, et on pose D = < ) et

0 r
10
A<0 5>

(a) Soit M = <x i) une matrice quelconque de E. Calculons DM — MA.
z

DM — MA — LOY(zy) (zy 10 (T oy _ (T osy) _ 0 (1-s)y -
0rJ\zt z t)\0 s rz rt z st (r—1)z (r—s)t
Puisque r #s,r#let s 21, DM — MA =0 si et seulement si y = z =1¢ = 0.

(b) Ainsi, Vp a est un espace de dimension 1 engendré par U; = ( ) Par conséquent, une base de

VD7A est (Ul).

00

17
4. Soit a, b, c,d des réels non nuls vérifiant a—b # c—d, a—b # 1, et c—d # 1. On définit : A = <Z 1_Z>

1—
et b= <2 12) Onposer =a—bets=c—d et D et A comme précédemment.

(a) Soit Ker(A — A\3) # {0} si et seulement si la matrice A — Al est non inversible, si et seulement si
det(A — AI3) = 0. Calculons donc ce déterminant :

det(A — )\12) =

a—X l-a
( b 1b)\)‘:(a—)\)(l—b—)\)—b(l—a)
=a—ab—aXN—A+bAN+ XN —b+ab=X+(b—a—1)A\+a—Db.

Ce polynome du second degré admet une racine évidente A\; = 1. On en déduit facilement I'autre
racine Ay = a — b (faites tout de méme rapidement la vérification!)
D’aprés les hypothéses de I’énoncé, A\; # A2. On obtient deux valeurs distinctes.

Ker(A — Al2) # {0} si et seulement si A\=1o0u A =a —b. ‘

a—11—a
b —b
de I’énoncé, cette matrice est non nulle, donc son noyau n’est pas R? tout entier. Ainsi, dim Ker(A4—
I5) < 2. De plus, le noyau n’est pas réduit & {0} d’aprés la question précédente. Il est donc de
dimension 1. Pour en trouver une base, il suffit donc d’en trouver un vecteur non nul. On obtient un
tel vecteur en cherchant une relation entre les colonnes de A—1I5. On a la relation C; +Cs = 0, donc

Ainsi,

(b) e Déterminons une base de Ker(A—1I5). Nous avons A—I, = ( ) . D’aprés les hypothéses

1 0 1
(A-1I)- (1) = (0) Ainsi, | une base de Ker(A — I5) est la famille constituée vecteur (1 )

b 1l—a
b 1l-a
ce noyau est de dimension 1, et on a la relation suivante entre les colonnes : (a — 1)Cy + bCs = 0,

e Déterminons de méme une base du noyau de A—(a—b)l> = < ) . Par la méme justification,

-1
donc | une base de Ker(A — (a — b)I2) est la famille consituée du vecteur (a b )

1 -1
Posons b = (1) et by = (a b ), et B = (b1,b2). Puisque a — 1 # b par hypothése, les vecteurs

b, et by ne sont pas colinéaires, donc la famille B est une famille libre de R%2. Comme R? est de
dimension 2, cette famille libre est de cardinal maximal, c’est donc une base de R2.

Soit f ’application canoniquement associée & A. Alors, puisque b; € Ker(f —id), on a f(b1) = by,
et de la méme facon, f(b2) = (a — b)bs. Ainsi :

ol = (o) e ws=(,",) doe a=(y,°,).

10
En posant r = a — b, la matrice de f dans la base B est donc <0 . >




()

Soit P la matrice de passage de la base canonique de R? vers la base B définie ci-dessus. Alors, les
colonnes de P sont les coordonnées des vecteurs by et b dans la base canonique, donc :

1 a—1
p<1 5 >

De plus, la formule de changement de base améne :

fls=P ' [floeP  soit: |D=P'AP|

Inutile de reprendre les calculs! Le raisonnement précédent étant vrai quelle que soit la valeur de a
et la valeur de b, sous la condition a — b # 1, on obtient le résultat pour la matrice B en renommant
les variables ¢ et d, sous la condition ¢ — d # 1. Ainsi, il existe une matrice @ telle que :

1 c—1
Q<lcd ) et A=Q 'BQ, avecs=c—d.

Soit M € E.
e Supposons que M € V4 . Alors AM — M B = 0. Ainsi :

D(PTIMQ) — (PT'MQ)A = (PT'AP)(PTIMQ) — (PT'MQ)(Q™'BQ)
=P 'AMQ - P 'MBQ =P *(AM — MB)Q = 0.

Ainsi, PilMQ € Vpa.
e Supposons que P~'MQ € Vp a. Alors, le méme calcul que plus haut améne :

P YAM — MB)Q =0,

et en multipliant & gauche par P et & droite par Q ', on obtient AM — M B = 0, donc M € Vy4 .
‘Ainsi, M € V4 p si et seulement si P1MQ e Vb.a ‘

I en résulte qu’on peut définir une application ® : V4 p = Vp, a définie pour tout M € V4 p par
(M) =P tMP.
o ® est linéaire. En effet, soit M et N dans V4 g et A € R. Alors

PAM + N) =P 1AM + N)Q = A\P'MQ + P"'NQ = A\®(M) + &(N).

o O est bijective. Définissons en effet U : Vp o — V4 p par U(M') = PM’Q~L. Cette application est
bien définie (elle est bien & valeurs dans V4 ), car pour tout M’ dans Vp A, M' = P~1U(M")Q
est élément de Vp a, ce qui est équivalent & dire, d’aprés le début de la question, que U(M’) est
élément de V4 p. De plus ¥ est clairement réciproque de U.

Ainsi, ® est un isomorphisme, puis ¥ est aussi un isomorphisme, de Vp o dans V4 p. Il envoie donc

les bases de Vp a sur des bases de V4 p. Par conséquent, une base de V4 p est le 1-uplet (¢(U7)),

donc (PU1Q~1). Calculons cette matrice. Pour commencer, calculons Q~!, 4 ’aide du déterminant :

1 d 1—c
717
@ d—c+1<1 1 )

1 1 a—-1 10 d 1—c
PUQ ' = —
0@ dc+1(1 b )(o o)(—1 1 )
B 1 10 d 1-c\ 1 d1l-—c¢
T d—c+1\10/\ -1 1 T d—c+1\d 1—c¢

En multipliant ce vecteur par d — ¢ + 1 non nul, on obtient :

Ainsi :

C
La famille formée uniquement de la matrice ( > est une base de V4 g.

d1l—c




5. Dans cette question, r, s, u et v désignent quatre réels vérifiant r # s, r v, u # s et u # v. On pose :

u 0 v 0

(a) On refait de méme. Soit M = (Jj ‘g) Nous avons & résoudre 1’équation DM + MA = 0. Or :
z

DM—MA — wO\(z y\ (zy\( v 0\ _(ur uy\ (vr sy) _ (u—v)x (u—28)y '
0r)\zt z t)\0 s rz rt vz st (r—wv)z (r—s)t
Ainsi, M € Vp a si et seulement si (u —v)x =0, (u—s)y =0, (r—v)z =0et (r—s)t =0, et

puisque u # v, u # s, r # v et r # s, on obtient finalement que M appartient & Vp a si et seulement
siz=y=2z=1t=0, donc si M = 0. Ainsi, debase@.‘

Pour toute matrice C de Mo(R), on définit

Spec(C) = {X € R, Ker(C — \I3) # {0}.}

On suppose que A et B vérifient |Spec(A4)| = |Spec(B)| = 2, et Spec(A) N Spec(B) = @.
Ainsi, il existe des réels A1, A2, A3 et Ay deux & deux distincts tels que Spec(A) = {A1, A2} et
Spec(B) = {3, \1}.
e Par définition, Ker(A — A1 I2) est non réduit & {0}. Soit b; un vecteur non nul de Ker(A — A\; I5).
e Par définition, Ker(A — A212) est non réduit & {0}. Soit b2 un vecteur non nul de Ker(A — A215).
e Par définition, Ker(B — A3l3) est non réduit & {0}. Soit bs un vecteur non nul de Ker(A — )\3]2)
e Par définition, Ker(B — AyI2) est non réduit & {0}. Soit by un vecteur non nul de Ker( ).
Alors :
e B = (b1, by) est une base de R? :

x Il s’agit d’une famille libre. En effet, soit A et p deux réels tels que Aby + uby = 0. Alors, en

appliquant I’application f canoniquement associée & A, et en remarquant que par définition,
f(bl) = >\1b1 et f(bg) = AQbQ, on obtient :

)\)\1[)1 + ‘LLAQbQ =0.
En multipliant ’identité initiale par A1, on a aussi : A\1b; + pA1b2 = 0, d’ot, par soustraction,
1A —A2)be = 0, et, puisque l1 # Aa, pube = 0, puis pu = 0, car bs # 0. On en déduit que A\b; = 0,
puis A = 0. La famille B est donc libre
* C’est une famille libre de cardinal 2 dans ’espace R? de dimension 2, c’est donc une base de R2.
e De méme, C = (b3, by) est une base de R?.

Soit f et g les applications linéaires canoniquement associées & A et & B. On a f(b1) = A1by et
f(bg) = )\2[)2, donc

o= () e eals= (). done = (1)

Soit P la matrice de passage de la base canonique 4 la base B. Alors P est inversible, et d’aprés la

formule de changement de base,
A0 1
= = P AP.
( 0 /\2) /15

De la méme fagon, si @ est la matrice de passage de la base canonique a la base C, @ et inversible

et : 0
3 _ _ -1

Le méme raisonnement qu’en (4e) montre que M appartient & V4 p si et seulement si M appartient

aVp.a,ou
A0 A3 O
D = A= .
( 0 )\2) “ < 0 )\4)



De la méme fagon qu’en (4e), on en déduit alors que V4 g et Vp A sont isomorphes. Or, comme
les A; sont deux & deux distincts, on est dans les conditions d’application de la question (5a), donc

Vp,a = {0}. On en déduit que | V4 5 = {0}

Vous remarquerez au passage que les deux matrices de la question 2 vérifient les hypothéses de cette
question ; en effet, un calcul simple montre que Spec(A4) = {0,2} et Spec(B) = —1, 1. Nos réponses
sont donc cohérentes.

Probléme 2 —

Partie préliminaire

1. D’aprés le théoréme sur les séries exponentielles, pour tout = € R, la série ) %+ est convergente, et
+infty n
&+ = e”. Ainsi, |la suite (Ey,)nen converge vers e”. ‘
n=0

2. L’énoncé manque de précision. Les suites (Fa,)nen €t (Fan+1)nen ne sont adjacentes qu’a partir d’un
certain rang.
Puisque (E,, )nen est convergente, (Eay, )nen €t (Fant1)nen convergent vers une méme limite, donc (Es,, —
Esp41)nen est de limite nulle.
De plus, étudions la monotonie du terme général u,, = f:
[un| _fz[” (n+ D! n+1
lunta| — nl 2t fa

Vn € N,

Ainsi, pour tout n > E(|z|), |unt1| < |un|- Alors :
E(x)
2

(les signes proviennent du fait que x < 0) donc (Esay, )nen est décroissante & partir de 'indice (en la suite
initiale) E(|z|). De méme, (Eay,+1)nen €st croissante a partir de U'indice E(|z]).

Vn = y Eopnto — Eap = Uapto + Uzpt1 = |Uznt2| — [ugnt+1| <0,

3. Donc, & partir de l'indice E(|z|), deux termes consécutifs de la suite (E,,),en encadrent la limite ”, donc
|E,+1 — E,| est un majorant de lerreur faite en approchant e* par E,, ou E,,+1. Nous allons donc calculer
les termes successifs de (E,,) jusqu’a ce qu’on dépasse ce seuil E(|z|) d’une part (afin de pouvoir utiliser
ce critére), et jusqu’a ce que la différence de deux termes consécutifs soit plus petite que ’erreur maximale
voulue.

Pour calculer les termes de la suite (E,,), on constatera que (u,,) vérifie la relation de récurrence :
Vn 20, Upt1 = Up - HLH

program exponentielle;

var x,err,E,u,v:real;
n:integer;

begin
writeln(’Entrez x négatif:’);
readln(x);
writeln(’Entrez une marge d’erreur:’);
readln(err);

u:=1; {initialisation de u au rang 0}
E:=1; {initialisation de E au rang 0}
n:=0; {valeur du rang courant}

repeat

v:=u; {sauvegarde de la valeur de u_n}
u:=u*x/(n+1); {calcul de u_{n+1}}

n:=n+1;
E:=E+u;
until

(n > trunc(x)) and (abs(u-v)< err);
end.



Partie I — Exponentielle d’une matrice carrée d’ordre 3.

1. Vous pouvez montrer ’inversibilité en résolvant un systéme, ou alors utiliser la méthode du pivot de Gauss
que l'on verra d’ici peu. Je présente de préférence cette méthode. Vous la comprendrez tantot.

2 1 111 0 L, < Ls
-1 2 -1 0
(choix d’un meilleur pivot)
1 -1 1 0
1 -1 1 0 1 Lo — Ly + Ly
-1 2 -1
L3 — 13 - 2L1
2 1 1 0
-1 1 0 1
00 1 1 L3 — L3 —3Ls

-1 1 ({0 O 1
0 1 010 1 1
0o 0 —-1|]1 -3 -5

On a trouvé une réduite de Gauss de P triangulaire supérieure & coefficients diagonaux non nuls. Ainsi,
| P est inversible | On peut continuer le calcul. On multiplie la troisiéme ligne par 3 pour avoir un pivot

égalal:
-1 0 0 1
0O 1 o0} 0 11 Ly« Li+ Ly—Lg
0 0 1|-1 3 5
1 0 0] 1 -2 -3
01 0O 1 1
00 1(-1 3 5
1 -2 -3
Ainsi, on trouve l'inverse de P : | P~! = 0 1 1
-1 3 5
1 -2 -3 1 1 1 2 1 1
2. @T=| 0 1 1 -1 1 -1 12 -1
-1 3 5 -2 0 -2 1 -1 1
9 -1 9 2 1 1 28 =2 19
= -3 1 -3 -1 2 -1 = —-10 2 -7 =T
—-14 2 -14 1 -1 1 —44 4 =30

(b) Bonjour les calculs! Mieux vaut étre armé d’une calculatrice. On trouve :

-32 16 —24 00 0
= 8 -4 6 et T°=[0 0 0
48 —24 36 00 0
Ainsi, pour tout n >3, T =7T""3.0=0.
(¢) Soit n > 3. Alors T™ = 0. On en déduit :
A" = (PTP™ YY" = PTP'PTP'-..PTP ' =PT"P"' =POP ' =0  soit: A" =0



Honnétement, je ne vois pas pourquoi on passe par 7", & part pour vous faire calculer. Il me semble
aussi (plus!) facile de montrer directement que A™ = 0 pour n > 3.

t2 t/2 2 t/2
3. (a) EQE®{) = (I3 +tA+ 5/9)(13 +t'A+ 7/12) =L+ ({t+t)A+ <3 5+ tt’) A2

En effet, les autres termes du développement font apparaitre des puissances A* de A, avec k > 3, et
sont donc nulles.

Ainsi : EQ)E{t') =+ (t+t)A+

(t+1)?
2
(b) De la question précédente, on déduit : E(t)E(—t) = E(0

A2, soit | E(E() = E(t +1)

=

= I,
—t) = I3 — tA+ L A2,

—~

Par conséquent, | E(t) est inversible, et son inverse est E

242

(c) De méme, par une récurrence immeédiate (a rédiger!) : | E(t)" = E(nt) = I3 + ntA + nTAQ.

Partie IT — Exponentielle d’une matrice carrée d’ordre 2.

0 -1 10
Soit B et D les matrices définies par B = < 5 3 ) et D= ( 0 9 )

b
1. Premiére méthode : on pose Q = (a d)’ et on résout le systéme BQ = QD :
c

—c = a
—d = 2b
204+3c = c

2b6+3d = 2d

Les deux derniéres équations sont redondantes, et les deux premiéres équations donnent les contraintes
sur . On peut par exemple choisir a = 1 et b = 1, cela impose c et d :

1 1
- (4 %))
Deuxiéme méthode : On interpréte la relation recherchée comme un changement de base. Si f est
I’endomorphisme de R? canoniquement associé & B, alors D représente la matrice de f dans une certaine
base B = (b1, b2), la matrice de passage de la base canonique & B étant P. Dans cette base, f(b1) = b;
et f(ba) = 2bs. Trouvons de tels éléments by et be. Pour cela, résolvons les équations f(X) = X et

f(X)=2X, avec X = (ch)

—y==z

e Résolution de f(X) = X : le systéme & résoudre est :
2r +3y =y

1
La seconde équation est redondante ; I’espace des solutions est engendré par b; = ( 1 >
- y=2

e Résolution de f(X) = 2X : le systéme & résoudre est :
2z + 3y = 2y

1
La seconde équation est redondante ; I’espace des solutions est engendré par by = ( 2).

La famille (b1, b2) est une base de R?. Dans cette base, la matrice de f est D. La matrice de passage de la
base canonique & la base B est la méme matrice ) que celle trouvée par la méthode précédente ; d’aprés
les formules de changement de base, on a donc : D = Q™' BQ.

La formule d’inversion des matrices 2 x 2 donne immédiatement :

o =(7)-(4 L))




2. On en déduit la valeur de B* pour tout k € N :

1 1\/1 0 2 1 2 — 2k 1—2F
Bk: Dk -1 _ = .

Ainsi, pour tout k € N, B¥ = E; +2¥E,, ou

3. Ainsi,
~ (B~ —~ (2n*
VneN, E,(t)=> o :Z—!ElJrZ o E
k=0 k=0 k=0
On en déduit les expressions de a,(t), by, (t), ¢, (t) et d,(t) en considérant les coefficients de cette matrice :

k=0 k=0
Dtk " otk
balt) = —23° 42> 2
k=0 k=0
-2tk
el =D 55 =2 37
k=0 k=0
Dtk " otk
i = -3 2y 5
k=0 k=0

+oo k
N PO - . k k A 2t
4. D’aprés le théoréme des séries exponentielles, > Z—, converge et > Z—, = et; de méme, ) % converge
k=0

“+o00 K
2t . . N .. . . .
et > % = ¢!, Ainsi, en passant & la limite dans les expressions ci-dessus, on obtient :
k=0

lim a,(t) = 2e" — %
n—-+4oo

lim b, (t) = — 2e’ +2¢*
n—-+o0o

lim ¢, (t) = e’ —e*
n—-+oo

lim d,(t) = — e’ + 2
n—-+o0o

— tE 2tE
lim b,(t) lim d,(¢) el —e?t —et+2e2t) erh1 e b,

n—-+4oo n—-+o0o

li L) i (¢
) (nffooa (t)  tm e <>> _ (2 26t 4 262

ol 1 et E5 sont les matrices décrites ci-dessus.

(b) On a déja calculé F; et E,. Effectuons leurs produits :
2 1 -1 -1 00
E1E2<2 1)(2 2)<0 0>’

00
et de méme FrFE; = <0 0 ) On calcule également E? et E2 qui nous seront utiles pour la question

2 1 -1 -1
Ef:(21):E1 et E§=(2 2):E2.

suivante :



(¢) Comme dans la premiére partie, on suspecte (n’oubliez pas que c’est ’exponentielle) que E(t) est
inversible d’inverse E(—t). Calculons donc :

E(t)E(—t) = (etEl + thEg)(e_tEl + €_2tE2)
= eteftEf +ele ' E 1 Fy + e e By Fy + e%e*%EQ2

10
=FE1+Ey = 01 = I.

Les matrices E(t) et E(—t) étant carrées, cela suffit & prouver qu’elles sont inversibles, et inverses
l'une de l'autre.
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