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�J� � u#�n1
A = 1

3





0 1 1
1 0 1
1 1 0





�
A
��8�1�8�����u#v.1muJ7f1m�)������o���v>������u#8���1����J� ��� �)����7>8��

AU =
1

3





2
2
2



 ,
ofuJvE�"�

U −AU =
1

3





1
1
1



 > 0.

� ��v>8����[���C��lf��8�1��X7�v��c3,/]1m���6���
U
of�
M3,1(R)

1��������X5%7��
U > 0

����1
U − AU > 0

�'� v���v�of�?of7���1�5%7��
A
��8�1 ���mu�o�7>��1m���#� �

� �
B
��8�1q������v�7>v���3,/]1m���6�����Eu%8���1����J� � -�u#v#1m��u#v>8�ofu#v>� 5%7��[�Eu#7���1muJ7f1m��3,/]1m���6��� ��u#8���1����J�

P ∈ M3,1(R)
����/|34/"1��m�����

P −MP
v�� ��8�1��E/J8�8�1��m����1���34��v#1 ��u#8���1����J� �

� u#�n1�o�uJv>�
P =





x

y

z





��uJ�
x, y, z ∈ R+

��� vw/4/J��u#�m8��

P −BP =





x

y

z



−





x + 4y + z

2x + y + 3z

z



 =





4y + z

2x + 3z

0



 .
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P ∈ M3,1(R)
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P −BP
8�u#�n1 8�1��m����1���34��v#1 ��u#8���1����J�4�

B
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M ­f®�¯|°4± «g²�ªL³ ¯k´J¯ Mn(R) µ�J� � u#�n1
M
��1

X
o���7fl.3,/"1��m������8¶�Eu%8���1����J�?8��fof�

Mn(R)
��1 of�

Mn,1(R)
���?8�������1����J��34��v#1 ��� uJ��1

Y = MX
�>� v.v>u"1��

M = (ai,j)16i6n
16j6n

�
X = (xi)16i6n

����1
Y = (yi)16i6n

��· /J� of��¸>v>�n1m��u#v¡o�7w�>��ufof7���1�3,/]1��m�6����������uJv¡/4/"��uJ�¹8[�

∀i ∈ [[1, n]], yi =

n
∑

j=1

ai,jxj .

� �?�f�>/"��2�t���u"1�2>º�8��J�f��uJ7���1muJ7f1
(i, j) ∈ [[1, n]]2, ai,j > 0

�f��1 ��uJ7>��1�uJ7�1
j ∈ [[1, n]]

�
xj > 0

�E» u#7>8����?8¶1�����34��8�o��
�6/,8�u#343k�)���n¼½of��8m8�7>8�8�u#v#1 ofu#v>�'��u#8��n1m�n¾L8 �E� v¡��v¡of��of7>�n1[5%7��4�

∀i ∈ [[1, n]], yi > 0.

� ����/48���¿#v��n¸E�)������vw5%7��
Y
�?8 1 ��u#8��n1m���#�J��ofu#v>�'5%7��

MX
��8�1 �Eu%8���1����J� �

� ��À �?�������mu�5%7���34��v%1���8�7�����u#8�uJv>8�5%7��'��uJ7�� 1�uJ7�1��'3,/]1��m�6���'�Eu%8���1����J�
X
of�
Mn,1(R)

�����)���mufof7���1
MX

��8�1��Eu%8���1���¾ �
� u#�n1

i ∈ [[1, n]]
� � uJv>8���o����muJv>8q��vw�>/"��1��6��7>�������

X = ei

���
i
¼Áº�34�[�#����1���7>��o����6/C�>/J8�����/"v�u#v��65#7>��of�

R
n
j 1�u#7f1��?8����?8

��u%u#�mo�uJv�v�����8�v�7�������8�8m/"7�¾`�6/
i
¼Áº�34�)��¿%/"���|Â � y � � ��u#�m8����>/J��of��¸Ev��n1m��u#vÃof70�>��ufof7���1�3,/]1m���6���������

MX = Ci

�>u#�
Ci�?8 1 �6/

i
¼Áº�34�)��u#��u#v�v��)of�

M
�
X
��1m/Jv%1���u#8���1����J�J�f�E/"����� 2�t��EuJ1�2�º?8��)5%7�� uJv�8�� �?8 1 ofu#v�v����#�

Ci

��8�1 /"7>8m8����Eu%8���1����J� �
� v���v���u#v>����7f1¶5%7�� ��v4¾L/J��8m/"v%1��]/J�������

i
o�/Jv>8

[[1, n]]
�#u#v,uJ�f1m����v#1q��/Ä�Eu%8���1������n1m��of� 1muJ7f1m��8����?8���u#��u#v�v��?8�of�

M
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M
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A
�?8 1 ��u#8��n1m���#�J�"/"��v>8��f5#7>�

P
�Jo�� /J����º?8���/��>/J��1m���¶���m�����?of��v%1m�

AP
�?8 1 ��u#8��n1m���#� � � ��v>8��g�

P > AP > 0
�

ofuJvE��1muJ7>8 ���?8���u���¢�������v%1¹8�of�
P
8�uJv%1 8 1m���6��1m��34��v%1 ��u#8��n1m�n¾L8���ofu#v>�

P > 0
�

j �Ey � vw/
X −AX > 0

��o�uJv>�J�f�Eu#7���1�u#7f1
i ∈ [[1, n]]

�

xi −

n
∑

j=1

ai,jxj > 0,

ofuJvE�[��v¡�>/"��1��6��7��������?�f�Eu#7��
i = k

�

0 6 xk −

n
∑

j=1

ak,jxj = cpk −

n
∑

j=1

ak,jpj ·
xj

pj

.

uJ�?�f�Eu#7���1�u#7f1
j ∈ [[1, n]]

� xj

pj
>

xk

pk

�>�>/"��of��¸>v���1���uJv�of�
k
��ofu#v>�"�>���?8

ak,j

��1m/"v%1�1muJ7>8���u#8��n1m�n¾L8��

cpk −

n
∑

j=1

ak,jpj ·
xj

pj

6 cpk −

n
∑

j=1

ak,jpj ·
xk

pk

= c



pk −

n
∑

j=1

ak,jpj



 .

� v;��v�of��of7>�n1�5%7��
c



pk −

n
∑

j=1

ak,jpj



 > 0
�

� v;�m����uJv�vE/ � 1�o>/"v>8��6/k�>/"�m��v%1�2>º�8����6/
k
¼Á��º�3k�)��u%u#�mo�uJv�v�����o��

P −AP
5%7����?8 1 7>v��)3,/]1��m�6���'�Eu%8���1����J�#�f�>/J8

2�t%��u"1m2�º�8�� � � ��vE8��������|��uJv%1m��v�7wo����6/4�>/J����v#1m2�º�8�����8�1 �Eu%8���1���¾ ����1�u#vw��vwo���of7���1[5%7��
c > 0

�
· /"����u#v>8���5%7���v%1?����uJ7>�41�uJ7�1

i ∈ [[1, n]]
� xi

pi
> c > 0

����1���uJ3434�
pi > 0

��u#vXu#�f1�����v%1
xi > 0

� � ��v>8��g�
X
��8�1 ��u#8��n1m���#� �

j ��y � uJ��1
X
/"���>/J��1m��v>/Jv%1�Â

Mn,1(R)
1��������|5%7��

X = AX
�

•
� v¡/

X = AX
��ofuJv>�

X > AX
� � ��v>8��g�>o�� /J����º?8���/45%7��?8 1m��u#v;���m������of��v%1��J�

X > 0
�

•
� v�/

−X = A(−X)
��o�uJv>�

−X > A(−X)
� � ��v>8��g��o�� /J����º?8'��/¡5%7��?8 1m��u#v��>���?����o���v%1��#�

−X > 0
����7>��8

0 > X
�

r��?8 ��u���¢�������v#1¹8�of�
X
8�uJv%1�ofu#v>�)Â,�6/k¾SuJ�68�1�u#7>8 ��u#8���1���¾L8 ��1�1�uJ7E8�v���¿%/]1m�n¾L8 �>· /"�[��uJvE8��?5#7>��v%1������68 8�u#v%1 1�u#7>8

v�7���8���1
X = 0

�
� uJ��1

f
��� /J����������/]1���uJv¡����v>��/"���m�Ä��/Jv�uJv��65%7���34��v#1�/#8�8�uf�������|Â

In − A
� � ��uJ�¹8

X
�?8 1[o>/"v>8����Äv>u]t#/"7¡of�

f
8�����1

8���7�����34��v%1¶8��
X −AX = 0

�#ofu#v>��8m8��
AX = X

�%o�uJv>�[8�8��
X = 0

�#o�� /"�>��º?8��6/|5%7���8�1���uJv;5#7>�E���m������of� � � ��vE8����
Ker f = {0}

��� ����v.�m��8�7���1��'5#7>�
f
�?8 1���v�� ����1m���#�J����1?����1m/Jv%1¶7�vw��vEofuJ34uJ�m��2��68�3k��o�� 7�v.�?8��>/#����of��o���34��vE8���uJv

¸>v����J�
f
��8�1�ofuJvE�[�>� � �?��1����J� �E� /k3,/]1m���6���

In −A
��8�1�ofu#v>����v��J���m8�������� �

j o>y � uJ��1
X
7�v��.34/"1��m�����,�Eu%8���1����J��o��

Mn,1(R)
����1

Y = (In − A)−1X
�`� vc/�/"��uJ�¹8

(In − A)Y = X
�
8�uJ��1

Y −AY = X > 0
��� � /"���mº�8��6/45%7���8�1���uJv ����� ¼ � ����uJv¡/4/"��uJ�¹8

Y > 0
�

� ��v>8��g�`��uJ7��C1�u#7f1��;34/"1��m�����.��u#8��n1m���#�
X
�
(In − A)−1X

��8�1C��u#8���1����J�J����1,o�� /"���mº�8Ä��/ ��/J�m/#��1������68m/]1���uJv	of�?8
3,/]1��m�6����8���u#8���1����J��8�o�uJv�v����)o�/"v>8��6/k�>/"��1���� ��� ��u#v;��v�of��of7>�n1�5%7��

(In −A)−1
�?8 1�7�v��)3,/"1��m��������u#8���1����J� �

� ��� v¦/
V = (In − B)−1U

��ofu#v>�
V − BV = U

��� ���
U > 0

�
o�uJv>�
V − BV > 0

�
· /"�kof��¸Ev��n1m��u#v��
B
��1m/Jv%1

��¿#/"����34��v#1���u#8��n1m���#�'�>/"��2�t��EuJ1�2�º?8��#�fuJvw��v�of�?of7���1�5#7>�
B
�?8 1����mufof7>��1m���#� �

����� v�of�?of7���1�of��8�5%7��?8 1m��u#v>8 � o;��1[�C�6/,��/"�¹/J��1������68�/"1���uJv.8�7����]/"v%1��4�
r
/C3,/"1��m�����

A
o��
Mn(R)

��8�1 ���mu�o�7>��1m���#�'8�����1�8���7>����3k��v%1�8����
j �¬y��������)��8�1��Eu%8���1����J� �
j ���¬y

In −A
��8�1 ��v��#���¹8�������� �

j �����¬y
(In −A)−1

��8�1 �Eu%8���1����J� �
x � � ����������/]1���uJv	� � uJ��1

M
7�v��'3,/]1m���6���'��u#8��n1m���#�)of�

Mn(R)
1��������|5%7��

2M2 = M
�

� v�/w�
(In −M)(In + 2M) = In + M − 2M2 = In.

� �)3
	�34�
(In + 2M)(In −M) = In

� � ��v>8����
In −M

�?8 1���v%�#���¹8��������J��o�� ��v%�#���¹8��'ofu#v�v��'�>/"�)�

(In −M)−1 = In + 2M.

�



� �?�
In > 0

��1
2M > 0

�>ofuJvE�
In + 2M > 0

�
r���8�1m��u#��8���u#v>of��1���uJv>8���v�uJvE�����?8�o�/"vE8���/45%7���8�1���uJvw���m������of��v#1m�'��1m/Jv%1�8�/"1��68 ¾L/J�n1m��8��

M
��8�1 ����ufof7E��1����J� �

� ��G%D]HJKgHJG + j o�� /J����º?8¶p � � �"!#!"xÄu#�f1���uJvw1m���¹2�v�u#��u#¿J�65%7��J��7�v¡����7�/"�m�m/Jv�¿J�Fy
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A =
1

2





−5 6 3
−3 4 3
−3 6 1



 µ���®0® ¨"« ¯ f ��� ¯�®©´ ¨ ° ¨"²��	��ª�
 °,¯�´J¯ R
3
³ ±"® ¨ ® ª
� ­>¯�°,¯�® « ± 
�
�¨?³�ª
��� A µ

�J� \ P�KLW?W�U>M
H#G%W4N�G0_LU�bcUfI�D]KLHJG
Aj /#y � uJ��1

λ ∈ R
� r�� ��vE8���3Ä�����

Ker(f − λid)
��8�1���� ��v>8���3Ä�����0of�?8�8�u#��7�1���uJv>8,of7O8�tf8 1mº�34�

(A − λI3)X = 0
�

p��©����1m7�uJvE8 ofuJvE�[7>vw�>���#u"1 of���'/"7E8�8�8�7����6/C3,/"1��m�����
A− λI3

�




− 5

2
− λ 3 3

2

− 3

2
2− λ 3

2

− 3

2
3 1

2





L1 ← 6L1

L2 ← 2L2

L3 ← 2L3

L1 ↔ L2

−→





−3 4− 2λ 3
−15− 6λ 18 9
−3 6 1− 2λ





L2 ← L2 − (5 + 2λ)L1

L3 ← L3 − L1

−→





−3 4− 2λ 3
0 2(λ + 1)(2λ− 1) −6− 6λ

0 2 + 2λ −2− 2λ





L2 ←
1

2
L2

L3 ←
1

2
L3

L2 ↔ L3

−→





−3 4− 2λ 3
0 1 + λ −(1 + λ)
0 (1 + λ)(2λ− 1) −3(1 + λ)



 L3 ← L3 − (2λ− 1)L2

−→





−3 4− 2λ 3
0 1 + λ −(1 + λ)
0 0 2(1 + λ)(2− λ).





•
� ��vE8�����8��

λ 6∈ {−1, 2}
�>7�v>�k�m��o�7��n1m�,of���'/"7>8m8'of�

A − λI3

��8�1'1��m��/Jv�¿J7>��/J���m�C8�7������m����7����4Â¡��u���¢�������v#1¹8
o���/J¿JuJvE/"7fl�v�u#v;v�7��68��>ofuJvE�[��v��J���m8����>��� � � ��vE8����

A− λI3

��8�1���v��J���m8��������#�f��7��68
Ker(f − λid) = {0}

�

•
� �

λ = −1
���6/Ä3,/"1��m�����[u#�f1���v%7>�[�>/J����/C34��1�2>u�o��'o�7;�����JuJ1¶�?8 1

M =





−3 6 3
0 0 0
0 0 0





�>� uJ��1
g
��/"v�u#v��65#7>��¼

34��v#1�/J8m8�u��������[Â
M
� � uJ3434�

M
�?8 1�7�v������?of7���1��'of���'/"7>8m8�of�

A + In

�
Ker g = Ker(f + id)

�E� v;�E��7f1
o�� ��Â�of���m�|5#7>�J�

M
��1m/"v%1[o��|�m/Jv�¿

1
�Eo�� /J����º?8����)1�2���uJ�mº�34�|of7��¹/"v�¿ j

R
3
��1m/Jv#1�o��Äof��3k��v>8���u#v¡¸>v������ y��E�6/

o���34��vE8���uJv¡of�|���)v>u]t#/"7;��8�1
2
��� ��1�����34��v�uJvE8 ¼Á��vw7�v��)�>/#8�� �

r���8�8�uJ��7f1m��u#v>8�of7O8�t�8�1�º�34����v
(x, y, z)

of��¸Ev����>/J�
M

8�uJv%1.of��1����m34��v>��8�of�Ã34/Jv���º��m�w7>v���5%7��Ã�>/"������8
�]/J����7��m8�o��

y
��1

z
��/"7f1m����3k��v%1�o��n1?���g� /"�>�����6��/"1���uJvw����v��?/"�����k�

ϕ : Ker g −→ R
2





x

y

z



 7−→

(

y

z

)

�?8 1�7>vC�68�u#34uJ�m��2��68�34� �#� vC1��muJ7>�J�¶7�v����>/#8���of�
Ker g

��v4��uJvE8��6of���¹/"v%1`�g� ��34/J¿J���m���������muf5#7>�¶o�� 7�v����E/J8���o��
R

2
�F�>/"�
��lf��34�������6/ �>/#8��q��/"v>uJv��65%7�� �"� v)1��muJ7>�J� ¾L/#��������3k��v%1��?��vÄ��uJv>8���o����¹/"v%1���� �?5#7E/]1���uJv

−3x+6y+3z =
0
¾Su#7���v>���'�>/J�

M
�

ϕ−1

(

1
0

)

=





2
1
0





��1
ϕ−1

(

0
1

)

=





1
0
1



 .

· /J� ��uJvE8��?5#7>��v%1��f7�v>���E/J8��'o��
Ker(f + id)

�?8 1








2
1
0









1
0
1









�

•
� �

λ = 2
���6/ 34/"1��m�����;u#�f1���v�7���ÂÃ��� �68m8�7��¡of7 �����Ju"14��8�1





−3 0 3
0 3 −3
0 0 0





� p�vOof���%�68m/"v%1k����8k����¿#v���8k�>/J�

3
�`uJv uJ�f1m����v#147�v��¡�m��of7>�n1m�wof���'/J7>8�8

M =





−1 0 1
0 1 −1
0 0 0





of�
A − 2I3

��� uJ��1
g
��� ��v>ofu#34uJ�m��2��68�34�

��/"v�u#v��65#7>��34��v%1 /J8m8�uf�����'Â
M
�

�



À ��8�uJ���JuJvE8
MX = 0

� r�/C1��muJ�68���º�3k����v>��u#v�v�7��|of��1m���m34��v��'��v#1m��º�����34��v%1����?8 /"7f1m���?8��f/J��v>8��

ϕ : Ker g −→ R




x

y

z



 7−→ z

�?8 1[7�v���8�uJ34u#��2��68�34� ��� v��C�>/J8��|of�
Ker g

��8�1[ofu#v>�|ofu#v�v����Ä�>/"� ��� ��3,/"¿#�)���?�������mu�5%7��|o�� 7�v>�|�>/J8��|of�
R
�

�E/"����lf��3k�>���
(1)
��� �?�

ϕ−1(1) =





1
1
1



 .

� ��vE8����
Ker(f − 2id) = Ker g = R





1
1
1





�

-�uJv%1m��u#v>8 5%7��








2
1
0



 ,





1
0
1



 ,





1
1
1









��8�1�7�v�� �E/J8���o��
R

3
�"· 7���8m5%7�������1�1m��¾L/"34������� ��8�1�of� ��/"�¹of��vE/"� � o�/Jv>8

7�v.�?8��E/J����of�'of��34��v>8���uJv � �%����8�7f¢41�of�[34u#v#1m�����q5%7�� ����������8�1��������m�J�fofuJvE��5%7��'8�u#v#1¶�m/Jv�¿Ä�?8 1 ����· uJ7>�¶�����6/|���
8�7�¢k1�o���3ku#v%1��m��� 5%7��������¹/"v>¿�of���6/'3,/]1m���6���

P
o�����/�¾L/J3k����������8�1 � �#ofuJv>��5%7�� ����1�1m��3,/]1��m�6������8�1���v��#���¹8��������J�

���)5%7��)��� u#v.¾L/J�n1�Âk��� /J��of�|o����6/434��1m2�ufof�)of7¡�����#u"1 �
� u#7>8 8�����u#v>8���v%1m���m��8m8��?8
�>��7>8�1¹/"�¹oÄ�E/"� ������/"�6��7���o����g� ��v��#���¹8��¶of�

P
��� �¶¾L/J��8 ofu#v>�¶34uJv4�����Ju"1 8���3C7��n1¹/"v���34��v%1

8�7>�
In

/]¸Evko�� uJ��1���v>���`7���1���������7��m��34��v#1`��� ��l��>���?8�8���u#vÄof�
P−1

j /"���mº�8�3¡� 	�1��m�¶/#8�8�7��m�q/J7Ä���muJ7�������u#vC5%7��
P
��1¹/"��1

������v¡��v��#���¹8��������?y




2 1 1 1 0 0
1 0 1 0 1 0
0 1 1 0 0 1



 L1 ↔ L2

−→





1 0 1 0 1 0
2 1 1 1 0 0
0 1 1 0 0 1



 L2 ← L2 − 2L1

−→





1 0 1 0 1 0
0 1 −1 1 −2 0
0 1 1 0 0 1



 L3 ← L3 − L2

−→





1 0 1 0 1 0
0 1 −1 1 −2 0
0 0 2 −1 2 1



 .

� �����fuJvw�E��7f1 ��u#v>����7��m��5%7��
P
�?8 1���v��J���¹8��������J����7>��8m5%7�� 7>v��'���?of7���1��)of� �'/"7>8m8¶��8�1�1��m��/Jv�¿J7��6/"���m��8�7������m����7����'Â

��u���¢�������v#1¹8[o���/J¿JuJvE/"7fl¡v�uJvÃv%7>��8 ��� v01����m34��v>�C���C��/"�6��7��`of�Ä��� ��v��J���m8��|��vÃ� �©����1�7>/Jv%1[����8'of���mv���º��m��8�uJ�����¹/]¼
1���uJv>8'�

L2 ← 2L2 + L3

��1
L1 ← 2L1 − L3

�

−→





2 0 0 1 0 −1
0 2 0 1 −2 1
0 0 2 −1 2 1



 .

� ��v>8��g�
P =





2 1 0
1 0 1
1 1 1





��8�1 ��v��#���¹8��������J����1
P−1 = 1

2





1 0 −1
1 −2 1
−1 2 1





�

� ¤%D]K��`G	�ÃR�B>I�DFG�H#U�_LH#P
_�G�M�
�U>KLW?U�M©Iw_gG�h
D]B�N�P
KLI
P · P−1

B�P
P−1 · P �

ACG�_LU¦h�G%D]bcG%I�N
G�N�¤%I�G�H"I?G#D
N���¤%REG�M©I�P�G�_L_LG�WkG%D?D]G�P
DFW,N�G0H#U�_LH#P
_
� v ��v¥of�?of7���1;5%7��

B =









2
1
0



 ,





1
0
1



 ,





1
1
1









��8�1.7�v����E/J8��0of�
R

3
� � uJ1�uJvE8

b1

�
b2

��1
b3

���?841��muJ�68
�J�?��1���7��¹8 � � uJ3434�

b1

��1
b2

8�uJv%1)of��8�������3k��v%1m8'of�
Ker(f + id)

��uJv�/
f(b1) = −b1

��1
f(b2) = −b2

��� �
3
	�34�J�

b3

��8�1[7�v ������34��v%1�o��
Ker(f − 2id)

��ofu#v>�
f(b3) = 2b3

��� vÃ��v of��of7>�n1'��/.3,/]1��m�6���Äof�
f
o�/Jv>8��6/

�>/J8��
B
�

[f ]B =





−1 0 0
0 −1 0
0 0 2



 .

x



r
/k�>/J8��
B
��8�1�o�uJv>�'7�v>�)�>/J8���o>/"v>8��6/J5%7��������'��/k3,/]1m���6���)of�

f
��8�1�o���/J¿JuJvE/"��� �

j �Ey � vÃ/��m����uJvEof7 Â;����1�1��k5#7>��8�1���uJvÃ/J7 ��u#7��¹8�of�C��/w5%7���8�1���uJv0�>���?����o���v%1�� � r
/�3,/]1m���6���
P
��8�1[�6/�3,/]1m���6���kof�

�>/J8m8m/"¿J�[of�[�6/C�>/J8��[��/"v�u#v���5%7��'Â|�6/C�>/J8��
B
����1����?8�¾Su#��3C7�����8¶of���¹2E/"v�¿#��34��v%1¶o��[�>/#8��'ofu#v�v���v%1���/Ä������/"1���uJv

8�u#7�2>/J�n1m���4�

D =





−1 0 0
0 −1 0
0 0 2





�
P =





2 1 0
1 0 1
1 1 1





�
P−1 = 1

2





1 0 −1
1 −2 1
−1 2 1





� ��1
D = P−1AP

�

j ��y � v;��v�of��of7>�n1�5%7��
A = PDP−1

����1�5%7��,�

∀n ∈ N, An = PDP−1PDP−1 · · ·PDP−1 = P (DP−1P )n−1DP−1 = PDn−1DP−1 = PDnP−1.

� ���
D
��1¹/"v%1�of�6/"¿#uJv>/J���#��8���8��>7���8m8m/"v>����8�8�7E�����?8�8����J��8�8�uJv%1���3434��o���/"1���8�Âk��/"�6��7������)�

∀n ∈ N, Dn =





(−1)n 0 0
0 (−1)n 0
0 0 2n



 .

� ��v>8����

∀n ∈ N, An =
1

2





2 1 1
1 0 1
0 1 1









(−1)n 0 0
0 (−1)n 0
0 0 2n









1 0 −1
1 −2 1
−1 2 1





=
1

2





2(−1)n (−1)n 2n

(−1)n 0 2n

0 (−1)n 2n









1 0 −1
1 −2 1
−1 2 1





=
1

2





3 · (−1)n − 2n 2(2n − (−1)n) 2n − (−1)n

−(2n − (−1)n) 2n+1 2n − (−1)n

−(2n − (−1)n) 2(2n − (−1)n) 2n + (−1)n



 .

� ¤%D]K��`G	�;D]Ufh`KLN�G�bcG�M©I���P�G0HJG%I�I�G 
ÁBEDFb�P�_LG�HJB�M©R�KLG�M©I4h�B�P�D
n = 0

G%I
n = 1 �� ��� P
KLI�G�W��wUfD]KSI���bc¤%I�KgHJB	��
�¤�BEbc¤%I�DFK���P
G�W�
 N�U�M
W

R
3
�

��® ´ ��� ® ª¬« ��¯ 
'«�²�¨]ª�
 
 ­ ª¬« ¯ 
 (xn)n∈N∗ � (yn)n∈N∗ ¯ « (zn)n∈N∗

� ± ² x0 = 1 � y0 = 1 ¯ « z0 = 0 � ¯ « � ± ² ��± ² ¯ ��± «gªL¨ ®
´#¯ ²��m³ ­ ²�² ¯�® ³ ¯��







































xn+1 = −
5

2
xn + 3yn +

3

2
zn − 3

yn+1 = −
3

2
xn + 2yn +

3

2
zn − 1

zn+1 = −
3

2
xn + 3yn +

1

2
zn − 3.

��® �>¨ 
 ¯ B =





−3
−1
−3



 � ¯ « ��¨ ­ ²'«Á¨ ­ « ¯�® «�ª ¯ ² ®©± « ­ ² ¯ � n � Xn =





xn

yn

zn



 µ
j /#y � vw/>����uJ7���1muJ7f1

n ∈ N
�

Xn+1 = AXn + B
�

j �Ey � vC8m/"��1�of����Â[5%7��
I3−A

�?8 1`��v��#���¹8��������J����/"�
1
v�� �?8 1`�>/J8
�]/"����7��`���muJ�>����o��

A
j �#uJ���
��/J����7��68�o��

Ker(f−λid)
y �

� uJ��1
M = 2(I3 −A)

� � /"�6��7���uJv>8���� ��v��J���m8��'of�
M
�>/J����/k34��1m2�ufof�|of7¡�����JuJ1 �





7 −6 −3 1 0 0
3 −2 −3 0 1 0
3 −6 1 0 0 1



 L1 ↔ L2

−→





3 −2 −3 0 1 0
7 −6 −3 1 0 0
3 −6 1 0 0 1





L2 ← 3L2 − 7L1

L3 ← L3 − L1

−→





3 −2 −3 0 1 0
0 −4 12 3 −7 0
0 −4 2 0 −1 1



 L3 ← L3 − L2

�



−→





3 −2 −3 0 1 0
0 −4 12 3 −7 0
0 0 −10 −3 6 1





L1 ← 10L1 − 3L3

L2 ← 5L2 + 6L3

−→





30 −20 0 9 −8 −3
0 −20 0 −3 1 6
0 0 −10 −3 6 1



 L1 ← L1 − L2

−→





30 0 0 12 −9 −9
0 −20 0 −3 1 6
0 0 −10 −3 6 1





L1 ←
2

3
L1

L2 ← −L2

L3 ← −2L3

−→





20 0 0 8 −6 −6
0 20 0 3 −1 −6
0 0 20 6 −12 −2





� ��v>8��g�
M−1 =

1

20





8 −6 −6
3 −1 −6
6 −12 −2





��ofu#v>�

(I3 −A)−1 = 2M−1 =
1

10





8 −6 −6
3 −1 −6
6 −12 −2



 .

j ��y � vw�¹2>���¹�¹2��'7�v¡�J����1���7��
U
1m����5%7��

U = AU + B
�>o�uJv>�[1�����5%7��

(I3 −A)U = B
� � ��vE8����

U = (I3 −A)−1B =
1

10





8 −6 −6
3 −1 −6
6 −12 −2



 ·





−3
−1
−3



 =
1

10





0
10
0



 ,
8�u#�n1?�

U =





0
1
0



 .

� M�HJBED]G�P�M
G 
ÁB�KLW��Eh�D]G%M�G	�4_LG4I�G�b�h`W�N
G4R�¤#D]K ��G%D|D]Ufh`KLN�G�bcG�M©I ��P�G�_ ��BEM�U;^�KgG%M	_���KLN�G�M©I�KLI�¤kREB�P
_gP
G
U = AU + B �j o>y � uJ��1 ��uJ7���1muJ7f1

n ∈ N
�
Yn = Xn − U

� � ��uJ�¹8[�

∀n ∈ N, Yn+1 = Xn+1 − U = AXn + B − U = AXn + B − (AU + B) = A(Xn − U) = AYn.

· /"��7�v��)�m����7��m����v>���[��3434��of�6/]1m�J��u#v¡uJ�f1m����v#1 /J��u#�m8��

∀n ∈ N, Yn = AnY0,
�>7���8��

Xn = Yn + U = AnY0 + U = An(X0 − U) + U.

� ��v>8��g����uJ7>��1�uJ7�1
n ∈ N

�




xn

yn

zn



 =
1

2





3 · (−1)n − 2n 2(2n − (−1)n) 2n − (−1)n

−(2n − (−1)n) 2n+1 2n − (−1)n

−(2n − (−1)n) 2(2n − (−1)n) 2n + (−1)n



 ·









1
1
0



−





0
1
0







 +





0
1
0





=
1

2





3 · (−1)n − 2n 2(2n − (−1)n) 2n − (−1)n

−(2n − (−1)n) 2n+1 2n − (−1)n

−(2n − (−1)n) 2(2n − (−1)n) 2n + (−1)n



 ·





1
0
0



 +





0
1
0





=
1

2





3 · (−1)n − 2n

−(2n − (−1)n)
−(2n − (−1)n)



 +





0
1
0



 =
1

2





3 · (−1)n − 2n

−(2n − (−1)n) + 2
−(2n − (−1)n)





��������¸>�����6/|��uJ2�������v>����of� �6/�¾SuJ�m3Ä7>����u#�f1���v%7>���Eu#7��
n = 0

� � uJ7E8�/F�Ju#v>8 ofuJvE����lf���������n1m� ���?8�8�7���1���8
(xn)n∈N

�
(yn)n∈N (zn)n∈N

�

∀n ∈ N,





xn

yn

zn



 =
1

2





3 · (−1)n − 2n

−(2n − (−1)n) + 2
−(2n − (−1)n)



 .

�


