LyCcEE CARNOT Mars 2007
ECS 4 — Mathématiques
A. TROESCH

Probabilités 3 — Probabilités classiques

Exercice 7 — Soit n > 1. La probabilité qu’une famille ait exactement n enfants est p, = ap™, ot o € RT et
p €J0,1[.
1. Soit pour tout n € N, I’événement : la famille a n enfants. Alors :
A_O = U An;
neNN*

ces événements étant deux & deux incompatibles. Ainsi :
+oo +oo
P(Ag) =Y P(A,) =) ap".
n=1 n=1

Cette série converge effectivement (série géométrique de raison p € [0, 1, et on trouve :

_ ap
P(Ap) = -
Puisque P(Ay) < 1, on en déduit que %2 < 1, puis que ap < 1 — p, puis que a +1 < -.
2. Notons, pour tout S € N, Bg ’événement avoir S gargons.
Soit S € N.
On considére le systéme complet (A, )nen, chacun de ces événements n’étant pas quasi-impossible. Alors,
d’aprés la formule des probabilités totales :

P(Bs) = 3 P(Bs | Aw)P(A,).
neN

Or:
e sin < S, alors P(Bg | Ay) =0;
e sin > S, le nombre de garcons suit une loi binomiale B(n, 3). Ainsi P(Bg | A,) = (%) 5=-

(sans passer par les lois classiques : (g) correspond au choix de la position des garcons dans la fratrie,

et % a la probabilité pour chaque enfant que ce soit une fille ou un gargon, tel que souhaité.)
e pour tout n € N*, P(4,,) = ap™;
e p(4p)=1—- £,

17
Ainsi : :
e siS=0:
ap ny\ /pP\" ap pA\™ ap ap ap
P(By) = 1-—— (&) =1+ (5) =1~ o _
(Bo) 1fp+az (0) 2 1*p+az 2 T—p 2-p (1-p)(2-p)
neN* neEN*
e SiS>0:

= /n n =X/ " gS s
P =3 () (B =) X ("57) () (1_(§))S+1<2—22>S+1’

d’aprés la formule du binoéme négatif (dérivation de la série géométrique).

Exercice 8 — Soit 2 = [1,6]™. Un résultat de ’expérience correspond donc au n-uplet des valeurs tirées pour
chaque dé, en supposant que ’'on a numéroté les dés de 1 & n (ce que ’on peut toujours décider de faire, sans
modifier la probabilité recherchée). N’ayant pas d’hypothése sur les dés, on peut raisonnablement supposer
qu’ils sont tous équilibrés, donc que tous les tirages de {2 sont équiprobables.

Soit 3 'ensemble des tirages de 2 donnant une somme impaire, et 22 ’ensemble des tirages de 2 donnant
une somme paire. Alors (Q1, ) forme une partition de . De plus, il existe une bijection ¢ entre Q; et Qs
donnée par :

(x1 +1,29,...,26) sixp est impair,

V(x, ... Q =
(T1,...,m6) € S, @(T1,22,...,76) {(xll,zg,...,x(;) si z1 est pair



(on remplace la valeur du premier dé respectivement par 2,4 ou 6 si sa valeur initiale est 1, 3 ou 5, et inversement ;
on change bien la parité de la somme ce faisant) Il s’agit bien d’une bijection, car en refaisant la méme opération,
on retombe sur le sextuplet initial (ce qui permet de construire une réciproque).
Ainsi, [Q1] = [Qa, et [Q1] + Q2] = |©|. Donc Qo] = 1|Q|. Ainsi, d’aprés la formule de Laplace, la probabilité
d’obtenir une somme paire est :

Q] _ 310 1

p:—: == .
1 1Qr 2

Exercice 11 — Exercice archi-classique (« la ruine du joueur »)

Remarquons que le total du capital de A et du capital de B reste fixe. Notons ce capital S.

Soit pour tout n € N*, A, I’événement A finit par étre ruiné est ruiné, s’il dispose initialement d’une somme a
(et donc B d’une somme S — a = b.

Soit S I’événement consistant en un succés pour A au premier tour. Ni S ni S n’est quasi-impossible. Ainsi,
d’aprés la formule des probabilités totales,

P(A,) = P(4, | S)P(S) + P(A, | S)P(S).

Or:

e Si S est réalisé, alors A dispose aprés une partie de a + 1 euros, et B de b — 1. Ainsi, si on oublie la premiére
partie, le fait que A perde équivaut a la perte de A avec un montant initial de a+1 (et donc b = S—a—1 = b—1,
puisqu’on fixe la somme totale). Ainsi :

P(A, | S)=P(Aut1).
e De méme, si S n’est pas réalisé, A se retrouve avec a — 1 euros apreés la premiére partie, et par conséquent :
P(A, | S)=P(As_1).

On en déduit que :
Va € [[175 — 1], P(Aa) = pP(Aa+1) + (1 _p)Aa—l-

En supposant que p # 0 (sinon, A perd presque strement!), et en notant u, = P(A,), on obtient la relation
de récurrence suivante :

1 1
Va € 1,5 — 1], wa41 = —ua + (1 — —) Ug_1,
p p

avec les conditions aux bords : ug = 1 (A perd forcement §’il dispose d’un capital nul, c’est la condition d’arrét
du jeu!) et ug = 0 (A gagne forcément si B dispose d’un capital nul).
On reconnait une suite récurrente d’ordre 2, de polyndéme caractéristique :
P=pX’ =X+ (1-p) =X -1)(pX-(1-p).
e Premier cas : 1%” =1, c’est-a-dire p = %
Dans ce cas, le polynéme caractéristique admet une racine double réelle égale & 1. On sait que dans ce cas,
il existe des réels A et p tels que pour tout a € [1,5],

g = (A + pa)l®.
Les conditions aux bords donne : ug =1 =Xet ug =0= A+ pS. Ainsi, A=1et = —%, d’ou :

_a b
a+b a+bd

Va € [1,5], us=1

La limite lorsque b tend vers +oo est 1 : plus le capital du joueur adverse est important, moins on a de chance
de gagner. Si le jeu est équilibré, mieux vaut donc étre riche!

De plus, le probléme étant symétrique en a et b, on trouve de méme la probabilité que B perde, égale & ﬁb
La somme de ces deux probabilités étant égale a 1, on en déduit que I’événement : « un des deux joueurs
finit par gagner », c’est-a-dire « la partie s’arréte », est quasi-certain.



e Deuxiéme cas : p # %
Dans ce cas, le polynéme caractéristique admet deux racines simples réelles 1 et 1%7”. Ainsi, il existe deux
réels \ et u tels que :

1 _ a
Va € [0,S5], uq :)\—i-,u(—p) .
p
1o\ S
Les conditions aux bords aménent : up =1 =A+puetus =0=A+p (%p) . Ainsi,

1 S (1 —p)S
w= = P
17(1;10) p*—(1-p) p*=(1-p)
p

On obtient donc, pour tout a € [0, 5] :

_(1 _p)a-l-b N pa+b 1 —p a
Ug = .
ptt — (L—p)ett = pott — (1 —p)ett p
__ —(-p* PA-p*  _(1-p)e" - (1 -p)")
pott — (1L —p)etb = potb — (1 —p)ott pott — (1 —p)oth

a b
(G- (-6
P P
a-+b
1 (l - 1)
p
Pour calculer la limite de cette expression lorsque b tend vers +oco (& a fixé), on distingue deux cas :
b a-+b
x 810 < % —1 < 1, donc si p €]0, %[, alors, les limites de (% - 1) et (% — 1) lorsque b tend vers +oo
sont nulles, donc

Ainsi, un jeu favorisant A peut lui permettre de gagner (avec une probabilité non nulle) face & un joueur
richissime. Et méme, cette probabilité de gagner ne dépend par du capital de B, mais uniquement du
capital de A (plus ce capital est important, plus u, est petit, donc plus la probabilité de gagner de A
est grande; c’est assez logique). Par exemple, si le jeu est déséquilibré % contre % en faveur de A, et si
A dispose au départ de 10 euros, il a 1023 chances sur 1024 de gagner, méme si B dispose d’une fortune
immense !

x 8ip 6]%,1[, alors :

1 b 1 b 1 a+b 1 a+b
1-(--1) ~ —(=-1 et 1-(--1 ~ —(==1 .
p botoo  \p P botoo  \p

Par conséquent, la limite de u, est 1. Ce n’est pas trés étonnant : si B est richissime, et que le jeu ’avantage,
c’est normal qu’il gagne!
Enfin, le jeu étant symétrique, il suffit d’inverser le role de a et b, ainsi que de p et 1 — p, pour obtenir la
probabilité v, de perte de B :

oy = P =0 =p))
path — (1 — pyatb
On obtient donc :
L-p'@-1-p)" P -01-p)" _
pa+b _ (1 _ p)aer pa+b _ (1 _ p)a+b

Ug + Vp =

Exercice 12 — Notons p la probabilité qu’il ne fume pas le premier jour (c’est, disons, la probabilité qu’il ne
fume pas un jour avant de s’arréter de fumer, malheureusement probablement égale & 0 ; ses bonnes résolutions
commencent alors le deuxiéme jour).

Soit, pour tout n € N*, A, 1’événement : « le fumeur ne fume pas le n-iéme jour, et notons p, = P(A4,).
L’énoncé nous dit ce qu’il se passe un jour sachant ce qu’il s’est passé un jour précédent (donc en faisant une
discussion sur un découpage de  selon un certain systéme complet).

Soit n € N*. Nous allons donc utiliser la formule des probabilités totales sur le systéme complet (A, A,).
Ainsi :

Prnt1 = P(Ant1) = P(Api1 | An)P(An) + P(Aps1 | An)P(A,) = 0.3p, + 0.9(1 — p,) = 0.9 — 0.6p,,.



Ainsi, (pn)nen+ vérifie la relation de récurrence suivante :
Vn € N*, 10pp+1 =9 — 6pp.

11 s’agit donc d’une suite arithmético-géométrique. Soit ¢ € R et pour tout n € N*, a,, = p,, — ¢. Cherchons ¢
de sorte que (an)nen+ soit géométrique :

vn € N*, 10ap,4+1 = 10pp4+1 — 10¢ =9 — 6p, — ¢ = 9 — 6a,, — 6¢ — 10c = —6a, + 9 — 16¢.

1l suffit donc de prendre ¢ = -%. On obtient alors :

3 3 n—1 3 n—1 9
Vn € N*, An4+1 = *gan, donc: Ay = (g) a; = (g) ( — 1—6) .

n—1
Vn e N, p, = (g) ( %) +1—96 puis: nglfmpn:%.

Soit pour tout n € N* les événements :

e B : «la personne arrive & s’arréter de fumer » ;

e B, « A partir du n-iéme jour (et peut-&tre avant), la personne ne fume plus » ;

e pour tout m > n, B, ., : «la personne ne fume par entre les jours n et m inclus ».

Ainsi :

e B= |J By, et lasuite (By,)nen+ est croissante (si elle ne fume plus & partir du n-iéme jour, elors c’est vrai

neN*
aussi & partir du n + 1-iéme jour, donc pour tout n € N*, B,, C By,4+1);

e pour tout n € N*, B, = ﬂm>n By,,m, et la suite (B, m)m>n est décroissante.

Nous allons donc utiliser le théoréme de la limite monotone une premiére fois pour déterminer P(B,,), pour
tout n € N*, puis une deuxiéme fois pour déterminer P(B).

Commencons donc par déterminer, pour tout n € N* et tout m > n, la probabilité de B,, ,,. Soit donc n € N*,
et m > n. D’aprés la formule des probabilités composées,

Ainsi :

P(Bnm) =P (An N Ay NN Ap) = P(A) [[ P(Angi | Anne N Angi1) = P(An) [ [ P(Anti | Angica),
i=1 i=1

car le fait de fumer un jour donné ne dépend que de ce qu’il s’est passé la veille, et non des jours précédents.

Or, pour tout i € [1,m], P(Anti | Anti—1) = 1 d’aprés 'énoncé. Ainsi :

3 n
P(B,m)=PA) | — | .
(Bon) = P4 (35
D’aprés la propriété des limites monotones, on obtient donc :

Vn €N*,P(By)= lim P(Bun)=0, puiss P(B)= lim P(B,)=0.

n—-+o0o

Ainsi, il est presque certain que ce fumeur ne cessera pas de fumer. Il lui faut donc pour cela prendre des
résolutions beaucoup plus fortes que celles-ci!

Exercice 14 — Soit (2,7, P) un espace probabilisé.

1. A et B sont indépendants donc P(A N B) = P(@) = 0. De plus, A et B sont indépendants, donc
P(AN B) = P(A)P(B). Ainsi, P(A) =0 ou P(B) =0, donc A ou B est presque-impossible.

2. Supposons A presque-impossible (méme raisonnement pour B). Alors on a toujours P(A) = 0, donc
P(A)P(B) =0, et comme ANB C A, P(ANB) < P(A) =0, donc P(ANB) =0 = P(A)P(B). Ainsi,
A et B sont indépendants.
En revanche, il n’y a aucune raison pour que A et B soient incompatibles. Il suffit de prendre pour A
n’importe quel événement quasi-impossible et non impossible (un tirage infini de faces par exemple), et
pour B l'univers Q. Alors AN B # &, donc A et B ne sont pas incompatibles (mais seulement « presque-
incompatibles » ).

3. Si A est incompatible avec lui méme, alors AN A = &, donc A = &. Le seul événement incompatible avec
lui-méme est donc ’événement impossible.
Si A est indépendant de lui méme, alors P(A) = P(AN A) = P(A)?. Par conséquent, P(A) = 0 ou
P(A) = 1. On en déduit que A est quasi-certain ou presque-impossible.
Réciproquement, les événements quasi-certains ou presque-impossibles vérifient clairement la bonne rela-
tion pour étre indépendant d’eux-méme.



