LyciEE CARNOT Pour le 22 septembre 2006
ECS 4 — Mathématiques
A. TROESCH

Devoir Maison n°® 2 — Ensembles, applications

Probléme 1 - Images directes et images réciproques de parties
Soit E et E’ deux ensembles, f : E — E’ une application.

1. Montrer que pour tous A, B de P(E) :

(a) AC B = f(A)C (B);

(b) F(AUB) = f(A)U £(B);

(©) F(ANB) C f(A)N f(B).
2. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f est injective

(i) V(4,B) € (P(E))%, f(ANB)=f(A)N f(B)

(ili) VA € P(E), f(CgA) c Cp f(A).
3. Montrer, pour tous A, B’ de P(E’) :

(a) 4 C B = f1(&) C (B

(b) FH A UB) = AU FB)

(©) FH AN BY) = fH ()N F(B)

(@) F1 o &) = Cpf=1(A)

(e) f7Y(A—B)=f"YA) — f1(B) (on rappelle que E — F = E\ ENF).
a) Montrer que : VA € P(E), AC f~1(f(A)).
b) Etablir que f est injective si et seulement si : VA € P(E), A = f~'(f(A)).
a) Montrer que : VA’ € P(E'), f(f~'(4")) c A'.
b) Etablir que f est surjective si et seulement si : VA’ € P(E"), f(f~'(4")) = A"
a) Montrer que : VA € P(E), f(f~1(f(4))) = f(A).

(b) Montrer que : YA’ € P(E'), f~1(f(/~'(4)) = f~(4").
7. Montrer que : VA € P(E), VA’ € P(E'), f(An f~1(A)) = f(A)nA.
8. Soit G un ensemble et g : FF — G une application. Vérifier :

(a) VA € P(E), (g0 )(A) = g(f(4))

(b) VA" € P(G), (go ) (A") = £~ (g~} (A").

(
(
5. (
(
(

Probléme 2 - Généralisation des notions d’injectivité et de surjectivité a des relations quelconques
Soit E et F' deux ensembles, et R une relation de E vers F'. Autrement dit, R est la donnée d’un sous-ensemble
G de E X F, et on dit que x € E ety € F sont en relation si (x,y) € G. On note dans ce cas xRy.

Pour tout A € P(E) et tout L € P(F), on définit :

RY(A)={yeF, Jac A, aRy} et R (L)={xe€kE, el 2R}

Ainsi, RT(A) est le sous-ensemble de F' constitué des éléments qui sont en relation avec un élément de A, alors

que R™(F) est le sous-ensemble de E constitué des éléments qui sont en relation avec un élément de L.

1. Prouver que pour tous sous-ensembles A et B de E :

(a) AC B= R"(A) C RT(B);



(b) RY(AUB)=R"(A)URT(B);
(¢) RY(ANB) c RY(A)NR*(B).
2. Prouver que pour tous sous-ensembles L et M de F :
(a) LC M= R (L) C R (M);
(b) RY(LUM) =R~ (L) UR™(M);
(c) RM(LNM)CR (LYNR™(M).
(On pourra soit refaire tous les raisonnements, soit se ramener au cas précédent, en considérant la relation
R~! de F vers E définie, pour tout y € F et tout € F par : yR ™'z si et seulement si 2Ry.)

3. On définit quatre types particuliers de relations de E vers F :
— On dit que R est de type 1 si tout élément de E est en relation par R avec au plus un élément de F.
— On dit que R est de type 2 si tout élément de E est en relation par R avec au moins un élément de F'.
— On dit que R est de type 8 si tout élément de F' est en relation par R avec au plus un élément de E.
— On dit que R est de type 4 si tout élément de F est en relation par R avec au moins un élément de E.
On définit de plus la composée de deux relations R de E vers F et S de F vers H comme étant la relation
T de E vers H définie par :

Vee E, Vz€ H, (2Tz<= (Fye F, (zRy) N (yRz))).

(a) Que pouvez-vous dire d’une relation qui soit & la fois de type 1 et de type 27

(b) On suppose que R est une relation définissant une application f : F — F'. Que pouvez-vous dire
de f si R est de type 37 de type 47

(c) Justifier que si R et S définissent deux applications f et g, alors la composée 7 de R et S est la
relation associée a ’application g o f.
(d) Soit R et S deux relations de méme type i, i € [1,4]. Montrer que la composée de R et S est encore
de méme type.
4. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) R est du type 3
(i) V(A,B) € (P(E))?, RTY(ANB) =R (A)NR(B)
(iii) VA e P(E), R(RT(4)) Cc A
(iv) VA e P(E), RT (BEA) c Cp(RT(A)).
Donner de méme une liste de propriétés équivalentes & : R est du type 1.
(On pourra considérer R~! définie dans la question 2).
5. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) R est du type 4
(ii) RY(E)=F
(iii) VL € P(F), LC RT (R (L))
(iv) VA € P(E), Cr(R*(A)) c R (UE(A))
Donner de méme une liste de propriétés équivalentes & : R est du type 2.

6. Soit E Uensemble des relations de E vers E. On munit E d’une relation < définie par :
VR,S € E, R<S < (Y(z,y) € E?, (2Ry = 18y)).

(a) Veérifier que < est un ordre sur E.

(b) On note Idg I'application identique de E dans E. Montrer que R est du type 1 si et seulement si
RoR ™ <Idg, ot R est la relation définie dans la question 2.

(c) Caractériser de facon analogue les trois autres types.

(d) Montrer que RoR™! = R~ o R =Idg si et seulement si R est une application bijective.



