
���������	��

������� �������������! 
"#�%$	&(')����*,+�-/.0��*,132!4�5/�
687
9 ���
�;:<��=

>#?A@CB�DEBGFIHJFLK<M!NPO8QSRPM!T�@�UVB�?AW!UXW!TYK<N

Z�[�W!?A\�FJ\�W	O]'_^a`]bc5d4fehg�.0i�g��,*,5#j��]ed���k*�5/�mlInoi;���pehg�4�qr5d4��s�dtvu0ehg�4�qw5/4��s��xhyv^�`�5#.(��1r`)5/�k*aehg�`;�c*�1z*�4�-d5#{E5%noed���,*,5<�|`;g�`
g��s{Eg�`;`�-d5<�dy
} y�~�4�5/q�5/�k*�qw5%`;g�.��;�,5#{E5%.(��1r`;�pi�g����k1r��qr5/�C�
�Ey���g�.���1r5d`f{E5%.(��1r`;��ehg�`!*,1r5d`�`�5/`!*���4P.og�1w`C�p4�`�eh�%4���g�484�`;5�{���.05
�
j�y���g�.���1r5d`P`�5�ehg�`!*,1r5d`�`�5/`!*piC���pi�qr4;�a{E5�{�5d4E�8edg�4�qr5d4;�����
u;y���g�.���1r5d`f{E5%.(��1r`;��ehg�`!*,1r5d`�`�5/`!*aqw5<�pu0���C�
� y���g�.���1r5d`f{E5%.(��1r`;��ehg�`!*,1r5d`�`�5/`!*au]*��,�d�;5/��{�g�`!*�qr�({���.05
�
� y���g�.���1r5d`f{E5%.(��1r`;�p`�5�edg�`!*,1r5d`�`;5d`!*�i;����{E5�ed�%4����
 vy���g�.���1r5d`f{E5%.(��1r`;��ehg�`!*,1r5d`�`�5/`!*���4Pi�qw4C�aj0ed������5/��4����

Z�[�W!?A\�FJ\�W��_'P��`�{E13�ki�g��,5%{E5 } �(����{Eg�`!*au0{�5#�p��es+85d*au0{�5���g��<���,*/y
} y���g�.���1r5d`��	�A��*k��1rq�{E5_�I���hg�`;��{�5)�s��`���5d��qr5/�(�����,4��]4�`�5)-d*������d��5){E5P�kg��k*�5_2!4�5)qr5/�o{E13�,2!4�5<��{E5P����es+��,5<�c*�5d`!*
���,g�4�iC-<�C�%2!4��  oqr�]�Lg�1r�pqr5/�a{�1r��2!4�5/��{E5��p��es+)5h*aqr5/��{�1r��2!4�5/�a{�5#��g��/���k*���5/�k*,5/`�*����,g�4�iC-<�C�

�Ey���g�.���1r5d`������J*,��1rq�{�5��I���dg�`;�m{E5]����`���5/��qr5/�%���¡{E50�,g��,*,5�2!4�5]qw5<��nf���¢{�5]�p��es+�g�4V��g��/���,*���5/�k*,5/`�*�����g�4�i�-/�/t
.(��13�p5d`���qz*�5d��`;��`!*��

Z�[�W!?A\�FJ\�WV£P'8^a`P*,1r�,g�1w�aedg�`!*,1r5d`!* � i;��1w��5/��{E5�es+C��4;���k5d*k*�5/�p`�g�1w��5/�/t�joi;��1r�,5<�p¤�5/�k*�5/�p5h*�joi;��1w��5/�p��g�4;��5/�/yC��`fes+�g�13�k1w*��
es+;��4C�,�,5h*,*,5/�p��4P+C�������s{�y
} y���g�.���1r5d`P�8���J*,��1rq�{E5#*,1r�s����5<��iCg!�,�,1w�;qw5<�C�
�Ey���g�.���1r5d`f{E5#*,1r�s����5<�p��.0�d`�5/`!*�{E5d4E�Pes+;��4;���,5h*k*�5/�p`�g�1w��5/���#{E5d4��Pes+;��4;�,�,5h*,*,5<��{�5%.o¥/.05�ehg�4;qw5/4����
j�y���¥/.05/�a2!4�5<�c*�1wg�`;���¦¤�5<e�{E5<�pi;��1r��5/��{E5%es+;��4;�,�,4���5/�/y
u;y���g�.���1r5d`f{E5#*,1r�s����5<�p��.0�d`�5/`!*�{E5d4E�8i�1w5<{����!��4;es+�5<�C�m4�`fi�1r5/{P�!��4;es+�5m5h*a4;`Pi;1w5<{P{��,g�1z*��
� y���g�.���1r5d`f{E5#*,1r�s����5<��iC5/�,.05h*,*,5/`�*�{�5%�,5<ehg�`C�c*�1z*�4�5d�p4�`�5%iC��1r�,5%{E5�es+;��4;���k4���5/��`�g�1w��5/���

Z�[�W!?A\�FJ\�WS§�'�^a`�5(4���`�5(ehg�`!*,1r5d`!* � �Cg�4�qw5<�%��q3��`;es+;5/�#5h*�nP��g�4�qr5/��`�g�1r�,5<�dy���`¨*,1r��50�,4;e/eh5/���,1w¤�5d.05d`!* � �Cg�4�qw5<��{���`;�
qJ� 4���`�5�t��¦¤�5/e��,5/.01r�,5�y�^�`P��-/�,4�qw*���*p5<�c*a4;`�5��k4Cedeh5<�,�,1rg�`8{�5%�Cg�4�qw5<�p��q3��`;es+�5<�p5h*a`�g�1w��5/�/y
} y���g�.���1r5d`P�8���J*,��1rq�{E5%��-/�,4�qz*s�A*s��i�g����,1w��qr5/���
�Ey���g�.���1r5d`f{E5%��-/�,4�qz*s�A*s�pg�`!*%©

lJ��x � �Cg�4�qw5<��`�g�1w��5/��5h* } ��g�4�qr5%��q3��`;es+;5#{;��`;��ed5h*ag��s{E��5
�
lI�Cx } �Cg�4�qw5%`;g�1r�,5%��4Pi�qr4;�C�
lJe/xPjo�Cg�4�qw5<����q3��`;es+;5/��5h*�jo��g�4�qr5/��`;g�1r�,5<�C�
lJ{;x } �Cg�4�qw5%�;qr��`;es+�5%��4P.0g�1r`;�C�

j�y���¥/.05/�a2!4�5<�c*�1wg�`;�piCg�4���4�`P*,1r�s����5#�,4;eded5/���k1w������`;�p��5d.013�k5�y
u;y���¥/.05/��2�4;5/�k*,1rg�`;�
�k1�g�`��,4�i�i�g��,5|2!4�5|qr5/���Cg�4�qw5<���,g�`!*�`v4�.0-d��g�*�-d5<�|lI{�g�`;eª{�1r��eh5/�,`;����qr5/�sx«t/�¦¤�5/eG4�`#*�1w�s����5|�,4;eded5/���k1w�ct
�¦¤�5/e��,5/.o13�,5�y

� y���¥/.05/�a2!4�5<�c*�1wg�`;���¦¤�5<e�{E5<�p�Cg�4�qr5/��`v4�.0-d��g�*�-d5<�|*�1w��-d5<���k4Cedeh5<�,�,1r¤�5d.05/`�*�����`;�p��5d.013�k5�y
� y���¥/.05/�a2!4�5<�c*�1wg�`;���¦¤�5<e�{E5<�p�Cg�4�qr5/��`v4�.0-d��g�*�-d5<�|*�1w��-d5<���k1r.�4;qz*s��`�-/.o5/`!*/y

Z�[�W!?A\�FJ\�W�¬_'P����qred4�qw5/��qw5<�p5h�Ei���5/���k1rg�`C���,4�1r¤A��`!*,5<�#©

1.

n
∑

k=0

(−1)k

(

n

k

)

2.

n
∑

k=0

k

(

n

k

)

3.

n
∑

k=0

(−1)k−1k

(

n

k

)

4.

n
∑

k=0

1

k + 1

(

n

k

)

5.

n
∑

k=0

(

n

k

)2

6.

n
∑

k=0

(−1)k

(

n

k

)2

Z�[�W!?A\�FJ\�WV­)')��g�`!*,��5d��i;����4;`�5%.0-h*,+;gv{�5�ehg�.]��1r`;�A*�g�1r�,5#2!4�5 n
∑

k=0

k

(

n

k

)2

= n

(

2n − 1

n − 1

) y

}



Z�[�W!?A\�FJ\�W��_'
} y�����qred4�qw5/� (

n

0

)

+

(

n

2

)

+

(

n

4

)

+ · · ·
5d* (

n

1

)

+

(

n

3

)

+

(

n

5

)

+ · · ·
y

�Ey���5%.0¥d.05�ed��qred4�qw5/� (

n

0

)

+

(

n

3

)

+

(

n

6

)

+ · · ·
t (n

1

)

+

(

n

4

)

+

(

n

7

)

+ · · ·
5h* (

n

2

)

+

(

n

5

)

+

(

n

8

)

+ · · ·
y

Z�[�W!?A\�FJ\�W���'��Eg�1w*
E
4;`o5/`;�,5d.��;qw5a 

n
-dqr-d.05d`!*��/y��ª`_{E-/`�g�.]���s��`!*ª{E5a{E5d4����I���dg�`;� {�1	�Y-d��5d`!*,5<� qr5�`�g�.]���,5�{E5aedg�4�i;qw5<�

(a, B)
t�g�


a ∈ E
5/�k*%4�`�-/qw-/.05d`!*#{�5

E
5h*

B ⊂ E
5<�c*%4�`	�,g�4;�k��5/`;�,5d.��;qw5o{E5

E
 

n − 1
-/qw-/.o5/`!*���*,5/qª2�4;5

a 6∈ B
t

.0g�`!*,��5d��2!4�5
k

(

n

k

)

= n

(

n − 1

k − 1

) y

Z�[�W!?A\�FJ\�W
�)'��vg�1z*
E
4�`P5d`;�,5d.]��qr5# 

n
-dqr-d.05d`!*��/yC~�4�5/q�5/�k*pqr5%`�g�.�����5m{�5�ehg�4;i�qw5<�

(A, B)
{E5%�,g�4;�k��5d`;�,5d.]��qw5<�p{E5

E*,5/qr��2!4�5
A ⊂ B

�

Z�[�W!?A\�FJ\�W�O��)'��vg�1w*
p > 2

t
q > 0

y���g�`!*��,5/�a2�4;5 ∑

j1+···+jp=q

(

a1

j1

)

· · ·

(

aq

jq

)

=

(

a1 + · · · + aq

q

) y

Z�[�W!?A\�FJ\�W�O�Oo'��vg�1w*
Pn

q�� 5/`;�k5/.���qr5�{E5<�pi;���,*,1r5/��{E5
{1, . . . , n}

y
} y���g�`!*,��5d�a2!4�5 ∑

A∈Pn

∑

k∈A

k = n(n + 1)2n−2
y

�Ey�����qred4�qw5/� ∏

A∈Pn

∏

k∈A

k.

Z�[�W!?A\�FJ\�W�O��_'
} y��ª`��s��13�,g�`�`;��`!*�i;�����,-<eh4����,5/`;eh5�tv.og�`!*,��5d��2!4�5 (

p

p

)

+

(

p + 1

p

)

+ · · · +

(

p + n

p

)

=

(

p + n + 1

p + 1

) y

�Ey��vg�1z*
E
qJ� 5d`;�,5d.]��qr5

{1, . . . , p + n + 1}
y��Eg�1w*

k ∈ E
y ��g�.0iE*,5/��qr5_`�g�.]����50{�5)�kg�4;�k��5/`;�k5/.���qr5/�%{�5

E
 

p + 1-/qw-/.o5/`!*��a{Eg�`!*pqr5%i�qr4;�p���s��`C{)-/qw-/.o5/`!*p5<�c*
k
y

j�y��ª`�edg�.0iE*���`!*�{�5#{�5d4E�).(��`�1w�/�,5<�p{E1	�Y-d��5d`!*�5/�pqr5m`;g�.��;�,5#{E5%�kg�4;�k��5/`;�k5/.���qr5/�� 
p + 1

-/qw-/.05d`!*���{E5
E
t���5h*��,g�4�¤�5/�

q3�o�Lg���.�4�qr5%{E5#qr�02!4�5<�c*�1wg�` } y

Z�[�W!?A\�FJ\�W¨OE£('�l������ }����;} x��Eg�1w*
A1 · · ·An

4�`PiCg�qw�v��g�`�5���-d`�-/����qJy���`_*�����eh5#es+;��2!4�5me���*,-m5h*aes+;��2!4�5m{E13����g�`;��qr5��,g�1w*
5d`P`�g�1r�a�,g�1w*a5d`P�,g�4���5�y
} y���g�.���1r5d`P�8���J*,��1rq�{E5�ehg�qwg��,13����5/�|iCg!�,�,1w�;qw5<�C�
�Ey�������{�� 4;`P+;5h������g�`�5�y

lJ��xP��g�`!*��,5/�p2!4�� 1rq�5h�E13�c*�5# oi;���k*�1w�a{�5
A1

*,��g�13���,5d��.05/`�*s�p{E5%.0¥d.05�ehg�4�qw5/4��<y
lI�Cx��ª`�{E-/{�4�1w��5�2!4�� 1wq�5d�v13�k*,5#*,g�4Abcg�4;����4�`P*,��13��`���qw5#4�`�13ehg�qwg��,5�y

j�y���g�`!*,��5d�a2!4�5#qr�02!4�5<�c*�1wg�`f�o5/`�*��,5#5/`P{E-d�I��4E*��,1�q�� g�`8��5d.0i�q3��ed5#qJ� +�5h������g�`;5�i;����4�`fiC5/`!*�����g�`�5�y

Z�[�W!?A\�FJ\�WSO!§�'�����q3eh4;qw5/��q3�(i���g��;����1wqr1w*,-�2!4�5�{;��`;��4�`�5�edqr���,�,5�{E5�u��(-/qw�/¤�5/�/tC{�5d4E�f-dqr�d¤�5/����1w5/`!*�qw5/4�����`�`�1r¤�5/������1r�,5#qr5
.0¥d.05pbcg�4��<y

Z�[�W!?A\�FJ\�W�O�¬_'
} y�~�4�5/q�5/�k*�qw5%`;g�.��;�,5#{�� ��i�i�qr13ed�A*�1wg�`;��eh��g�13���,��`�*�5/�p{E5

{1, . . . , n}
{���`;�

{1, . . . , k}
�

�Ey�~�4�5/q�5/�k*�qw5%`;g�.��;�,5#{�� ��i�i�qr13ed�A*�1wg�`;���k*,��1reh*,5d.05/`�*�ed�,g�1r������`!*,5<��{E5
{1, . . . , n}

{���`;�
{1, . . . , k}

�

Z�[�W!?A\�FJ\�W�OE­)'P��`8`;g�*,5
S(n, k)

qr5%`�g�.]����5#{�5miC���,*,1w*,1rg�`;�p5/`
k
i;���,*���{�5

[[1, n]]
y

} y���g�`!*,��5d��2!4�5]qw5]`�g�.]����5�{E5]�,4��Jbc5/eh*,1rg�`;�m{E5
[[1, n]]

¤�5/���
[[1, k]]

5/�k*
k!S(n, k)

lIehg�`;�,1r{E-/�,5/��q�� ��i�i�qr1re/�A*�1wg�`�{E5�q�� 5/`E�
�,5d.]��qw5�{�5/���,4��Ibc5<e«*�1wg�`;�p¤�5/���pq�� 5/`;�,5d.��;qw5%{E5<��i;���,*,1w*,1rg�`C�� 

k
i;���k*s��2�4;1� o4�`�5��,4��Ibc5<e«*�1wg�`

f
�����kgEed1w5mqr�0iC���,*,1w*,1rg�`

{E5<��1r.0����5<����-/ed1wi;�,gE2!4�5/�p{E5�es+C��2!4�5#-dqr-d.05d`!*a{E5
[[1, k]]

y
�Ey��ª`fehq3��������`!*|qr5/��i;���,*,1w*,1rg�`;���,5dqrg�`)2!4�5�qw5#�k1r`���qw5d*,g�`

{n}
5d`85/�k*�4�`;5�i;���k*�g�4_`;g�`�tv.0g�`!*,��5d��2!4�5�i�g�4���*,g�4E*

n > 05d*�*,g�4�*
k > 0

t
S(n, k) = S(n − 1, k − 1) + kS(n − 1, k).

~�4�5%¤A��4E*
S(n, 0)

�
S(n, n)

�

�


