
Ly
ée Carnot Février 2008ECS 4 � MathématiquesA. Troes
h Algèbre 3 � Polyn�mesExer
i
e 1 � Déterminer le degré et la valuation de 
ha
un des polyn�mes Pn (n 2 N) dé�nispar les relations de ré
urren
e suivantes (on ne 
her
hera pas à expli
iter Pn) :1. P0 = X2 +X ; pour tout n > 0, Pn+1 = X2Pn +XP 0n.2. P0 = X2 +X ; pour tout n > 0, Pn+1 = (X2 + 1)Pn +X3P 0n.3. P0 = X2 +X ; pour tout n > 0, Pn+1 = (X2 + 1)Pn + (X3 �X)P 0nExer
i
e 2 � Soit P un polyn�me de degré impair. Montrer que P admet au moins une ra
ineréelle.Exer
i
e 3 � Pour tout entier n > 2, on note Pn = Xn +Xn�1 + � � �+X2 +X � 1.1. Montrer que pour tout n > 2, Pn a une unique ra
ine un dans R�+ .2. Montrer que (un)n>2 
onverge.3. Déterminer la limite de un (on pourra 
onsidérer le polyn�me (X � 1)Pn(X)).Exer
i
e 4 � Soit En = 1+ X1! + X22! + � � �+ Xnn! : Montrer que En n'admet pas de ra
ine multipledans C .Exer
i
e 5 � Soit En = 1 + X1! + X22! + � � �+ Xnn! :1. Montrer que En n'admet pas de ra
ine réelle si n est pair, et en admet exa
tement une sin est impair.2. On note un la ra
ine de E2n+1. Montrer que (un)n2N� admet une limite que l'on pré
iseradans R .Exer
i
e 6 � Quels sont les polyn�mes de C [X℄ véri�ant (X2 + 1)P 00 � 6P = 0 ?Exer
i
e 7 � Soit n 2 N . Déterminer l'ordre de multipli
ité de 1 
omme ra
ine des polyn�mes :a) Xn�nX +(n� 1) ; b) X2n�nXn+1 +nXn�1� 1 ; 
) X2n+1� (2n+1)Xn+1+(2n+1)Xn � 1.Exer
i
e 8 � Déterminer tous les polyn�mes P 2 C [X℄ tels que P (0) = 0 et P (X2 + 1) =P (X)2 + 1.Exer
i
e 9 � Trouver les quotients et les restes des divisions eu
lidiennes de P par Q :1. P = 3X4 +X3 � 2X2 + 1 ; Q = X � 1 ;1

2. P = X6 +X5 �X ; Q = 2X + 1 ;3. P = X10 + 1 ; Q = X � 2.Exer
i
e 10 � Fa
toriser dans C [X℄, puis dans R[X℄ (sans utiliser la fa
torisation dans C [X℄)les polyn�mes X5 � 1 et X6 + 1.Exer
i
e 11 � Montrer que pour tout polyn�me P de C [X℄, P (X)�X divise P (P (X))�X.Exer
i
e 12 � Déterminer tous les polyn�mes de R[X℄, unitaires, de degré 3, divisibles parX � 1, et dont les restes des divisions eu
lidiennes par X � 2, X � 3, X � 4 sont égaux.Exer
i
e 13 � (Oral HEC) � Trouver tous les polyn�mes P de degré 7 tels que le reste de ladivision eu
lidienne de P par (X + 2)4 soit égal à 2 et le reste de la division eu
lidienne de Ppar (X � 2)4 soit égal à �2.Exer
i
e 14 � Soit a et b deux entiers stri
tement positifs. Déterminer le reste de la divisioneu
lidienne de Xa � 1 par Xb � 1.Exer
i
e 15 � Trouver les restes des divisions eu
lidiennes de (X � 3)3n � (X � 2)n � 2 par :a) (X � 3)(X � 2) ; b) (X � 3)2 ; 
) (X � 3)2(X � 2)2 ; d) X2 � 1.Exer
i
e 16 � Déterminer tous les entiers n 2 N� tels que (X2+X+1)2 divise (X+1)n�Xn�1.Exer
i
e 17 � Déterminer les polyn�mes 
omplexes P tels que P (X2) = �P (X)P (X + 1).Exer
i
e 18 � Déterminer des 
onditions né
essaires et su�santes1. sur (p; q) 2 C 2 pour que P = X2 + pX + q divise P (X2 + 1) dans C [X℄ ;2. sur (a; b; 
) 2 C 3 pour que X3 +X2 � 
X + 1 divise X5 + aX2 + b dans C [X℄ ;3. sur (a; b) 2 Z pour que (X�1)2 divise aXn+1+bXn+1 dans Z[X℄. Déterminer le quotient.Exer
i
e 19 � Soit (a; b; 
; d) 2 N4 . Montrer que X4a+3 +X4b+2 +X4
+1 +X4d est divisible parX3 +X2 +X + 1.Exer
i
e 20 � Déterminer les polyn�mes P 2 C [X℄ tels que P 0 divise P .Exer
i
e 21 � Soient P;Q 2 C [X℄ deux polyn�mes premiers entre eux. Montrer que si r estra
ine double de P 2 +Q2, alors r est ra
ine de P 02 +Q02.Exer
i
e 22 � Soit n > 2, et pour tout k 2 [[0; n� 1℄℄, !k = e 2 i k�n .Cal
uler, pour tous 
omplexes (a; b) 2 C 2 , n�1Qk=0(a + b!k).Exer
i
e 23 � Soit P (X) = nXn � Xn�1 � � � � � X � 1. Montrer que toutes les ra
ines deP sont simples et de module au plus 1 (on pourra multiplier P par un polyn�me très simplejudi
ieusement 
hoisi). 2



Exer
i
e 24 � Résoudre x7 � 3x6 + 4x4 � 4x3 + 3x� 1 = 0.Exer
i
e 25 �1. Soit P = X2n � 1. Dé
omposer P en produit de fa
teurs irrédu
tibles dans C , puis dansR.2. En déduire une expression simple de Q = n�1Yk=1�X2 � 2X 
os k�n + 1�.3. Cal
uler n�1Yk=1 sin k�2n :Exer
i
e 26 � Soit t 2 R. Déterminer le reste de la division eu
lidienne de P = (X 
os t+sin t)npar X2 + 1.Exer
i
e 27 � (Oral HEC) �1. Soit P un polyn�me de degré n. Déterminer le degré et le 
oe�
ient dominant de P (X)�P (X � 1).2. Soit (Hn)n2N� une suite de polyn�mes véri�ant les hypothèses suivantes :8><>: H1(X) = X;8n > 2; Hn(X)�Hn(X � 1) = Hn�1(X);8n > 1; Hn(0) = 0:(a) Déterminer H2.(b) Déterminer le degré et le 
oe�
ient dominant de Hn.(
) Trouver les ra
ines de Hn et en déduire son expression sous forme fa
torisée.(d) En déduire l'existen
e et l'uni
ité d'une suite (Hn)n2N� véri�ant les hypothèses 
i-dessus.3. Soit fn;p le nombre d'appli
ations 
roissantes de [[ 1; n ℄℄ dans [[ 1; p ℄℄ .(a) Exprimer, pour tout n > 2 et p > 2, fn;p en fon
tion de fn�1;p et fn;p�1.(b) En déduire fn;p en fon
tion de Hn(p).(
) Expli
iter l'égalité pré
édente. Surprise ?
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