
Ly
ée Carnot Mars 2008ECS 4 � MathématiquesA. Troes
h Algèbre 4 � Nombres 
omplexesExer
i
e 1 � Module et argument de z = 1� i � tan �.Exer
i
e 2 � Cal
uler les ra
ines 
arrées de 2� 3 ip5.Exer
i
e 3 � Résoudre dans C : z2�z+i+1 = 0. Même question ave
 z2+(i�3)z+(4�3 i) = 0.Exer
i
e 4 � Déterminer les ra
ines deX4+i, sous forme trigonométrique, sous forme algébrique.Exer
i
e 5 � Donner une expression des ra
ines n-ièmes de p3 + i.Exer
i
e 6 � Résoudre dans C l'équation : (z + 1)n = (z � 1)n.Exer
i
e 7 � Linéariser sin2m t. En déduire Z �0 sin2m t 
os(2mt) dt.Exer
i
e 8 � Soit n 2 N� , et Pn = (X + 1)n � (X � 1)n.1. Fa
toriser Pn dans C [X℄.2. En déduire que : 8p 2 N� , pYk=1 tan k�2p+ 1 =p2p+ 1.Exer
i
e 9 � Cal
uler n�1Xk=0 
os(kx)
osk(x) .Exer
i
e 10 � Cal
uler nXk=0 �nk� 
os(kx):Exer
i
e 11 � Cal
uler nzn�1 + (n� 1)zn�2 + � � �+ 2z + 1. En déduire n�1Xk=1 k sin�2k�n �.Exer
i
e 12 � Cal
uler nXk=0 sin2(ka).Exer
i
e 13 � Cal
uler 1 + 2(
os t+ 
os 2t+ � � �+ 
osnt).Exer
i
e 14 � En fa
torisant de deux manières di�érentes X5 � 1, 
al
uler 
os 2�5 et 
os 4�5 ,puis 
os �5 . 1

Exer
i
e 15 � Polyn�mes de T
heby
hev de première espè
eOn dé�nit les polyn�mes de T
heby
hev par la relation de ré
urren
e suivante :( T0 = 1; T1 = X;Tn+1 = 2XTn � Tn�1 pour tout n > 2.1. Justi�er que pour tout n 2 N , Tn est un polyn�me, et déterminer son degré.2. Montrer que pour tout � 2 R, et tout n 2 N , Tn(
os(�)) = 
os(n�):3. En utilisant la formule de Moivre, en déduire pour tout n 2 N , une expression expli
ite deTn(
os(�)) 
omme un polyn�me en 
os(�).4. En déduire pour tout n 2 N une expression expli
ite du polyn�me Tn.Exer
i
e 16 � Polyn�mes de T
heby
hev de se
onde espè
eSoit Un la suite de polyn�mes dé�nie par : U0 = 1, U1 = 2X et Un+2 = 2XUn+1 � Un:1. Montrer que pour tout z 2 C n f0; 1;�1g, Un�12 �z + 1z�� = zn+1 � 1zn+1z � 1z :2. En déduire Un(
os �), pour tout � 2 R n �2 � Z. Cas où � � �2 mod � ?3. En déduire une expression de sin(7�) en fon
tion de sin(�), pour tout � 2 R.Exer
i
e 17 � Soit n 2 N� , et P 2 C [X℄ un polyn�me de degré n, tel que P (0) = 1 et P (1) = 0.On note, pour tout k 2 [[0; n℄℄, !k = ei 2k�n+1 .1. Montrer que nXk=0 P (!k) = n+ 12. En déduire que supjzj=1 jP (z)j > 1 + 1n .Exer
i
e 18 � Le but de l'exer
i
e est de montrer que si 
os � = 1p , où p est un entier impairau moins égal à 3, alors �� est irrationnel (on dit que Ar

os 1p est in
ommensurable à �). Onraisonne par l'absurde en supposant que �� = mn , ave
 m et n premiers entre eux.1. Déterminer expli
itement des polyn�mes Tn et Un tels que :
os(n�) = Tn(
os �) et sin(n�) = sin � � Un�1(
os �).2. Montrer que n = E(n�12 )Xj=1 (�1)j+1� n2j + 1�(p2 � 1)j, puis que n est pair et m impair.3. Montrer que 1 = E(n4 )Xj=1 (�1)j+1� n22j�(p2 � 1)j. Con
lure.
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