
Ly
ée Carnot Mars 2008ECS 4 � MathématiquesA. Troes
h Algèbre 5 � Espa
es ve
torielsExer
i
e 1 � Parmi les sous-ensembles suivants de l'espa
e ve
toriel des fon
tions de R dans R,lesquels sont des sous-espa
es ve
toriels ?1. Le sous-ensemble des fon
tions positives.2. Le sous-ensemble des fon
tions s'annulant en 1.3. Le sous-ensemble des fon
tions tendant vers +1 en +1.4. Le sous-ensemble des fon
tions admettant une limite �nie en +15. Le sous-ensemble des fon
tions périodiques dont T est une période.6. Le sous-ensemble de toutes les fon
tions périodiques (quelle que soit la période).7. Le sous-ensemble des fon
tions de 
lasse Cn, mais pas Cn+1.Exer
i
e 2 � Déterminer le réel m pour que Em = f(x; y; z; t) 2 R4 j x� y+ 2z � 3t = mg soitun sous-espa
e ve
toriel de R4 .Exer
i
e 3 � Soient E un K -espa
e ve
toriel, et A et B deux sous-espa
es ve
toriels de E.Montrer que les trois propositions suivantes sont équivalentes :(i) A [B = A+B,(ii) A [B est un sous-espa
e ve
toriel de E,(iii) A � B ou B � A.Exer
i
e 4 � Soient E un K -ev, A, B, C trois sev de E tels que A � C et A et B sontsupplémentaires dans E. Montrer que A et B \ C sont supplémentaires dans C.Exer
i
e 5 � Étudier la liberté des familles suivantes (dans le R-ev des fon
tions de R dans R) :1. ('a; 'b), (a; b) 2 R2 , où pour tout a 2 R, 'a : x 7! sin(x + a).2. ('a; 'b; '
), (a; b; 
) 2 R3 .3. (fk)06k6n, fk : x 7! 
osk x4. idem pour (fk)k2N.5. (fn)n2N [ (gn)n2N, fn : x 7! xn 
os(x), gn : x 7! xn sin(x).6. (fn)n2N, f : R ! R telle que f(R) soit in�ni.7. (fn)k2N, fk : x 7! 
os(xk).Exer
i
e 6 � Liberté sur R, puis sur C de la famille (t 7! eint)n2N.Exer
i
e 7 � Soient E un R-ev, n 2 N� , (e1; : : : ; en) une famille libre de E, �1; : : : ; �n des réels,u le ve
teur dé�ni par u = nXi=1 �iei, et pour tout i 2 [[ 1; n ℄℄ , vi = u + ei. À quelle 
ondition sur�1; : : : ; �n la famille (vk)k2 [[ 1;n ℄℄ est-elle liée ?Exer
i
e 8 � Montrer que dans R3 , les ve
teurs (2; 3;�1) et (1;�1;�2) engendrent le mêmesev que (3; 7; 0) et (5; 0;�7). 1

Exer
i
e 9 �1. Dans R5 , montrer que la famille formée des ve
teurs (1; 0; 1; 1; 1), (2; 1; 3; 0; 2) et (1;�1; 1; 1; 1)est libre.2. Les 
ompléter pour obtenir une base de R5 .3. Déterminer un sous-espa
e ve
toriel supplémentaire dans R5 du sev engendré par les troisve
teurs 
i-dessus.Exer
i
e 10 �1. Montrer que F = 8<:(x; y; z; t) 2 R4 ������ x + t = 0y � z = 03x + t = 0 9=; est un sev de R4 , et en déterminer unebase.2. Déterminer un sous-espa
e supplémentaire de F .Exer
i
e 11 � Soit E un K -ev, A, B, C, D des sev de E. Montrer que :1. A \B = A+B =) A = B2. (A \B) + (A \ C) � A \ (B + C)3. A+ (B \ C) � (A +B) \ (A+ C)4. A � B =) A+ (B \ C) = (A+B) \ (A+ C)5. (A \B) + (B \ C) + (C \ A) � (A+B) \ (B + C) \ (C + A):Exer
i
e 12 � Soit n 2 N n f0; 1g. Soit E1 le sev du C -ev C n engendré par (1; : : : ; 1), et soitH = f(x1; : : : ; xn) 2 C n ; nXi=1 xi = 0:gJusti�er que H est un sev de C n , puis montrer que E1 et H sont supplémentaires dans C n .Exer
i
e 13 � (HEC) � Soit E l'espa
e ve
toriel des appli
ations de R dans R. On dé�nit lesfon
tions fk, k 2 N , par :f0(x) = 1 et 8k 2 N� ; fk(x) = 
osk(x);et les fon
tions 'k, k 2 N , par : 8n 2 N ; 'k(x) = 
os(kx):1. Soit n 2 N . Cal
uler Z ��� 'k(x)'h(x) dx, pour tout (h; k) 2 [[ 1; n ℄℄ 2.En déduire que la famille Fn = ('k)k2 [[ 1;n ℄℄ est libre.2. On désigne par Fn le sev de E 
onstitué des 
ombinaisons linéaires de 'i, i 2 [[ 1; n ℄℄ .(a) Quelle est la dimension de Fn ?(b) Soit p un entier inférieur ou égal à n. Montrer que fp 2 Fn, et déterminer ses 
ompo-santes dans Fn.(
) En déduire la valeur de Z ��� 
osp(x) 
os(kx) dx, pour k 2 [[ 1; n ℄℄ .3. Étudier l'appartenan
e de la fon
tion x 7! sinp(x) à Fn.2



Exer
i
e 14 � Soit n 2 N n f0; 1g. Soit E1 le sev du C -ev C n engendré par (1; : : : ; 1), et soitH = f(x1; : : : ; xn) 2 C n ; nXi=1 xi = 0:gJusti�er que H est un sev de C n , puis montrer que E1 et H sont supplémentaires dans C n .Exer
i
e 15 � Soit S � R telle que �S = S, 
'est à dire que pour tout x 2 S, �x est en
oreélément de S. Soit :P = ff 2 RS ; 8x 2 S; f(�x) = f(x)g; et I = ff 2 RS ; 8x 2 S; f(�x) = �f(x)g:Montrer que P et I sont des sev supplémentaires dans RS .Exer
i
e 16 � Montrer que F = ff 2 RR j f(1) = 0g et G = ff 2 RR j 9a 2 R; 8x 2 R; f(x) =axg. Montrer que F et G sont des sous-espa
es ve
toriels supplémentaires dans RR .Exer
i
e 17 � Soit n 2 N� , et soient x1; : : : ; xn des nombres 
omplexes distin
ts. On 
onsidèrele polyn�me P (X) = Y16k6n(X � xk):Pour tout entier j tel que 1 6 j 6 n, on pose :Pj(X) = P (X)(X � xj)P 0(xj)1. Montrer que 
ette expression dé�nit un polyn�me Pj de degré n� 1.2. Cal
uler Pj(xk), pour 1 6 k 6 n, et montrer que pour tout polyn�me F , le polyn�meLF = nXj=1 F (xj)Pj prend la même valeur que F en tous les points x1; : : : ; xn.3. Montrer que nXj=1 Pj = 1. Plus généralement, que vaut LF si deg F 6 n� 1 ?4. Les polyn�mes (Pj)16j6n forment-ils une base de Rn�1 [X℄ ?5. On é
rit : Pj(X) = n�1Xi=0 bi;jX i. Montrer que bn�1;j = 1P 0(xj) .6. Déterminer la valeur de nXk=1 (xk)jP 0(xk) : Indi
ation : on pourra 
onsidérer F (X) = Xj.7. En déduire que nXk=1 (X � xk)n�1P 0(xk) est un polyn�me 
onstant que l'on déterminera.Exer
i
e 18 � Pour 
ha
une des familles suivantes de R3 , dire si elles sont libres, génératri
es ;lesquelles sont des bases ?1. ((1; 3;�2); (2; 1; 0))2. ((1; 5; 6); (2; 3; 0); (3; 8; 6); (1; 0; 0))3. ((2; 2; 1); (1; 1; 2); (1; 1; 1)) 4. ((1; 2; 3); (2; 3; 4); (3; 4; 5)):5. ((1; 2; 0); (0; 1; 1); (2; 0; 1)):3

Exer
i
e 19 � On 
onsidère dans un K -ev E les deux système de ve
teurs S = (u1; : : : ; un) etS 0 = (u1; : : : up) extrait de S. En utilisant le théorème de la base in
omplète, montrer que sirg(S) = r, alors rg(S 0) > r + p� n.Exer
i
e 20 � Soit E un espa
e ve
toriel de dimension n > 2 et F et G deux sous-espa
esve
toriels de E de dimension p < n. Montrer que F et G admettent un supplémentaire 
ommun.Exer
i
e 21 � Soit E un espa
e ve
toriel de dimension �nie n sur R ou C . Soit F et G deuxsous-espa
es ve
toriels de E tels que dimF + dimG > n. Montrer que F \G 6= f0g.Exer
i
e 22 � Soit E un espa
e ve
toriel sur R ou C tel que tout système libre de E a au plusn éléments. Montrer que E est de dimension �nie, et que dimE 6 n.Exer
i
e 23 � Autour de l'espa
e ve
toriel des polyn�mes1. Justi�er que l'ensemble des polyn�mes de degré au plus n, Rn [X℄ est un espa
e ve
toriel.Quelle est sa dimension ?2. (a) Soit (Pk)06k6n une famille de polyn�mes tels que Pk soit de degré k. Montrer que(Pk)06k6n est une base de Rn [X℄.(b) En déduire que pour tout P 2 Rn [X℄ et tout a 2 R, il existe d'uniques réels �0; : : : ; �ntels que : P = nXk=0 �k(X � a)k:Que re
onnaissez-vous ?3. (a) Soit r1; : : : ; rk 2 R. Montrer que l'ensemble des polyn�mes admettant r1; : : : ; rk
omme ra
ines (il peut y en avoir d'autres bien sûr) est un espa
e ve
toriel, et entrouver une base.(On pourra 
onstater qu'un tel polyn�me s'é
rit toujours PQ pour un polyn�me dé-terminé P , et un polyn�me quel
onque Q, puis prendre une base dans laquelle oné
rit Q)(b) Soit n > k. Montrer que l'ensemble des polyn�mes de Rn [X℄ admettant r1; : : : ; rk
omme ra
ines est un espa
e ve
toriel, et en trouver une base et sa dimension.(
) La question a est-elle en
ore vrai si r1; : : : ; rk sont dans C ? Si oui, trouver une basede 
et espa
e dans le 
as d'une ra
ine, égale à i.(On se souviendra des propriétés des ra
ines 
omplexes de polyn�mes à 
oe�
ientsréels)(d) On suppose qu'au
un des ri n'est 
onjugué à un autre. Soit n > 2k. Quelle est ladimension de l'espa
e ve
toriel des polyn�mes de Rn [X℄ admettant r1; : : : ; rk pourra
ines4. Soit r 2 R.(a) Soit E l'ensemble des polyn�mes dont r est ra
ine simple. E est-il un espa
e ve
toriel ?(Justi�ez votre réponse).(b) Soit F l'ensemble des polyn�mes dont r est la seule ra
ine réelle (simple ou multiple).F est-t-il un espa
e ve
toriel ? (Justi�ez votre réponse)5. L'ensemble des polyn�mes unitaires est-il un espa
e ve
toriel (justi�ez votre réponse).6. La famille (Xk(1�X)n�k)k2[[0;n℄℄ est-elle une base de Rn [X℄ ?4


