LYCEE CARNOT Mars 2008
ECS 4 Mathématiques
A. TROESCH

Algébre 5 — Espaces vectoriels

Exercice 1 Parmi les sous-ensembles suivants de 1'espace vectoriel des fonctions de R dans R,
lesquels sont des sous-espaces vectoriels?

1. Le sous-ensemble des fonctions positives.
. Le sous-ensemble des fonctions s’annulant en 1.

. Le sous-ensemble des fonctions tendant vers +oo en +oo.
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. Le sous-ensemble des fonctions admettant une limite finie en +o00
Le sous-ensemble des fonctions périodiques dont 7" est une période.

Le sous-ensemble de toutes les fonctions périodiques (quelle que soit la période).
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. Le sous-ensemble des fonctions de classe C*, mais pas C**1.

Exercice 2 — Déterminer le réel m pour que E,, = {(x,y,2,t) € R | 2 — y + 2z — 3t = m} soit
un sous-espace vectoriel de R*.

Exercice 3 — Soient £ un K-espace vectoriel, et A et B deux sous-espaces vectoriels de E.
Montrer que les trois propositions suivantes sont équivalentes :

(i) AUB=A+ B,
(ii) A U B est un sous-espace vectoriel de E,
(ili) AC Bou B C A.

Exercice 4 — Soient £ un K-ev, A, B, C trois sev de F tels que A C C et A et B sont
supplémentaires dans E. Montrer que A et B N C sont supplémentaires dans C.

Exercice 5 Etudier la liberté des familles suivantes (dans le R-ev des fonctions de R dans R) :
1. (¢a, ¥s), (a,b) € R?, ol pour tout a € R, ¢, : &+ sin(z + a).

. (‘lga: ©b, SOC)7 (a’7 b7 C) € R®.

. (fk)oskgm frizm cos®

. idem pour (fi)ken-

. (fn)nGN U (gn)nGNa fn s COS(.T)7 Gn T = z" Sin(I)'

- (f™)nen, f: R — R telle que f(R) soit infini.

- (fa)kew, fx @ cos(a®).
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Exercice 6 — Liberté sur R, puis sur C de la famille (¢ — e!™),cy.

Exercice 7 — Soient E un R-ev, n € N*, (ey,...,e,) une famille libre de E, Ay, ..., ), des réels,
n

u le vecteur défini par u = Z \iei, et pour tout i € [1,n], v; = u+ ¢;- A quelle condition sur
i=1

Aty .o Ay la famille (vg)gepn ) est-elle lice ?

Exercice 8 — Montrer que dans R?, les vecteurs (2,3, —1) et (1, —1,—2) engendrent le méme
sev que (3,7,0) et (5,0, 7).

Exercice 9 -

1. Dans R®, montrer que la famille formée des vecteurs (1,0,1,1,1), (2,1,3,0,2) et (1,—1,1,1,1)
est libre.

2. Les compléter pour obtenir une base de R°.

3. Déterminer un sous-espace vectoriel supplémentaire dans R®> du sev engendré par les trois
vecteurs ci-dessus.

Exercice 10 -

z+t=0
1. Montrer que F = ¢ (z,9,2,t) ER' | y —2 =0 est un sev de R, et en déterminer une
3r+t=0

base.

2. Déterminer un sous-espace supplémentaire de F'.

Exercice 11 Soit F un K-ev, A, B, C, D des sev de E. Montrer que :
1. AnNB=A+B=— A=B
2. (ANB)+(ANC)Cc An(B+C)
3. A+ (BNC)Cc (A+B)n(A+C)
4. ACB=A+BNC)=(A+B)Nn(A+C)
5 (ANB)+(BNC)+ (CNA)Cc (A+B)n(B+C)N(C + A).

Exercice 12 — Soit n € N\ {0,1}. Soit E; le sev du Cev C* engendré par (1,...,1), et soit

H={(,...,2,) €C", ZM‘:O-}
i-1

Justifier que H est un sev de C", puis montrer que E; et H sont supplémentaires dans C".

Exercice 13 — (HEC) — Soit E l'espace vectoriel des applications de R dans R. On définit les
fonctions fi, k € N, par :

folz) =1 et Vk € N*, fi(z) = cos® (),
et les fonctions pg, k € N, par : Vn € N, g (z) = cos(kz).

1. Soit n € N. Calculer /W or(x)pn(x) dx, pour tout (h, k) € [1,n]>%
En déduire que la famﬁfe Fn = (k) ke, est libre.
2. On désigne par F, le sev de E constitué des combinaisons linéaires de ¢;, i € [1,n].
(a) Quelle est la dimension de F}, ?

(b) Soit p un entier inférieur ou égal & n. Montrer que f, € F,, et déterminer ses compo-
santes dans F,,.
m™
(c) En déduire la valeur de / cos?(x) cos(kx) dz, pour k € [1,n].

—7

3. Etudier I'appartenance de la fonction @ — sin?(z) a F,.
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Exercice 14 — Soit n € N\ {0, 1}. Soit E; le sev du C-ev C" engendré par (1,...,1), et soit

H={(z1,...,2,) € C", le =0}
=1

Justifier que H est un sev de C", puis montrer que E; et H sont supplémentaires dans C".

Exercice 15 — Soit S C R telle que —S = S, c’est a dire que pour tout x € S, —z est encore
élément de S. Soit :

P={feR, Ve es, f(-z)=f(z)}, et I={feR’ Voes, f(-z)=—f(x)}
Montrer que P et I sont des sev supplémentaires dans RY.

Exercice 16 Montrerque F = {f e R¥ | f(1) =0}etG={f e R*|Ja € R, Vz € R, f(z) =
az}. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans R¥.

Exercice 17 Soit n € N*, et soient x1,...,z, des nombres complexes distincts. On considére
le polynome

P(xX) = ] (X - 0.

1<k<n
Pour tout entier j tel que 1 < j < n, on pose :

PX)

R e

1. Montrer que cette expression définit un polynome P; de degré n — 1.

2. Calculer Pj(xy), pour 1 < k < n, et montrer que pour tout polynéme F, le polynome
n

Lp = Z F(z;)P; prend la méme valeur que F en tous les points 1, ..., Zp.
j=1

n

3. Montrer que ZP] = 1. Plus généralement, que vaut Ly sideg FF <n—17
j=1

4. Les polynomes (P;)1¢j<, forment-ils une base de R,_;[X]?

n—1

) 1

5. On écrit : F)](X) = ; bi,jXZ. Montrer que bnfl,j = Wl‘])

n ] )
6. Déterminer la valeur de Z (1) . Indication : on pourra considérer F(X) = X7.

= D)
P “ (X —ap)! R , . .
7. En déduire que Z est un polynéme constant que I’'on déterminera.
P'(xy)

k=1

Exercice 18 — Pour chacune des familles suivantes de R?, dire si elles sont libres, génératrices ;

lesquelles sont des bases ?
1. ((17 37 72): (2; 1; 0))

2. ((1,5,6), (2,3,0), (3,8,6),(1,0,0
(( 707 )7( = )’( )7( 1+ )) 5. 1’2,0, 07 171 , 2,07
3.((2,2,1),(1,1,2),(1,1,1))

4' ((1’213)7(27374 7(31475 )

Exercice 19 — On considére dans un K-ev E les deux systéme de vecteurs S = (uq,...,u,) et
S" = (uy,...up) extrait de S. En utilisant le théoréme de la base incompléte, montrer que si
rg(S) =r, alors rg(S') > r+p—n.

Exercice 20 — Soit E un espace vectoriel de dimension n > 2 et F' et G deux sous-espaces
vectoriels de F de dimension p < n. Montrer que F' et G admettent un supplémentaire commun.

Exercice 21 — Soit £ un espace vectoriel de dimension finie n sur R ou C. Soit F' et G deux
sous-espaces vectoriels de E tels que dim F' + dim G > n. Montrer que F'N G # {0}.

Exercice 22 Soit £ un espace vectoriel sur R ou C tel que tout systéme libre de £ a au plus
n éléments. Montrer que E est de dimension finie, et que dim E < n.

Exercice 23 — Autour de ’espace vectoriel des polyndémes
1. Justifier que Pensemble des polynéomes de degré au plus n, R,[X] est un espace vectoriel.
Quelle est sa dimension ?
2. (a) Soit (Pr)ogkgn une famille de polynomes tels que Py soit de degré k. Montrer que
(Pr)ogkgn st une base de R, [X].
(b) En déduire que pour tout P € R, [X] et tout a € R, il existe d'uniques réels Ag, ..., A,
tels que :

P =Y M(X-a)
k=0

Que reconnaissez-vous ?

3. (a) Soit 71,...,7x € R. Montrer que I'ensemble des polynomes admettant rq,..., 7y
comme racines (il peut y en avoir d’autres bien sir) est un espace vectoriel, et en
trouver une base.

(On pourra constater qu’un tel polynéme s’écrit toujours PQ pour un polynome dé-
terminé P, et un polynéme quelconque (), puis prendre une base dans laquelle on
écrit Q)

(b) Soit n > k. Montrer que I'ensemble des polynomes de R,[X] admettant ry,... 7y
comme racines est un espace vectoriel, et en trouver une base et sa dimension.

(c) La question a est-elle encore vrai si rq, ..., sont dans C? Si oui, trouver une base
de cet espace dans le cas d'une racine, égale a i.
(On se souviendra des propriétés des racines complexes de polynomes a coefficients

réels)

(d) On suppose qu’aucun des r; n’est conjugué a un autre. Soit n > 2k. Quelle est la
dimension de l'espace vectoriel des polynomes de R, [X] admettant 7y,...,7; pour
racines

4. Soit r € R.

(a) Soit E ensemble des polynomes dont 7 est racine simple. E est-il un espace vectoriel ?
(Justifiez votre réponse).
(b) Soit F' ensemble des polynomes dont r est la seule racine réelle (simple ou multiple).
F est-t-il un espace vectoriel ? (Justifiez votre réponse)
5. L’ensemble des polynomes unitaires est-il un espace vectoriel (justifiez votre réponse).
6. La famille (X*(1 — X)"*),c[0.n) est-elle une base de R, [X]?



